ulm university unlverS|tat

UM

Prof. Dr. Karsten Urban Numerik von PDE’s 11
M.Sc. Mladjan Radic SoSe 2015
Institut fiir Numerische Mathematik

Universitat Ulm

Ubungsblatt 1 - Musterlésung
Aufgabe 1 (Lipschitz-Stetigkeit) (5 Punkte)

Wir betrachten zunichst die folgende PPDE: Suche u(u) € X und einen Output s(u), sodass fiir gegebene
Funktionale f,/ € X' gilt:

a(u(p),vip) = flosp), Yo ey,
s(p) = L(u(p))

Wir betrachten weiter die affinen Zerlegungen der Bilinearform a(-, -; ) (welche koerziv ist), sowie von f,¢

(1)

der Form
Qa Qy Qe
a(u,v;p) =Y 08(wag(u,v),  flosp) =05 ()fa(v),  Llvsp) =) 05 (1)le(v)
q=1 q=1 q=1

Zeigen Sie, falls die Koeflizientenfunktionen 95,93,93; Lipschitz-stetig beziiglich p sind, so sind auch die
Formen a, f,¢ und die Losungen u(u), s() Lipschitz-stetig beziiglich p.

Losung

Da a parametertrennbar ist, existieren stetige parameterunabhéngige Bilinearformen a4(-, ) : X x X — R,
1< g<Q,mit

Qa
a(u,vip) = 02 (n)alu, v).

q=1

Wegen der Lipschitz-Stetigkeit von 07, 1 < g < (), beziiglich p existiert ein L > 0, sodass fiir alle y1, po € P
gilt:

103 (1) — 03 (p2)] < Lllpn = p2l, g =1,...,Qu.

Wegen der Stetigkeit von ay(+,-), 1 < ¢ < Qq, existiert ein ¢ > 0, sodass |aq(u, v)| < c||ull[|v]| fir alle u,v € X
und fiir 1 < ¢ < @Qy. Wahle nun L := L -c¢-Q, > 0. Dann gilt fiir alle pq, uo € P:

Qa Qa
ja(u, v; 1) = alu, vs )| = D (05 (1) = 05 (n2))ag(u,0)| < D105 (u1) = 05 (na)] - lag(u, v))|
g=1 q=1
<ec-full-llvl - L-Qa-llua — p2ll = L-llull - [0l - [lp1 — p2ll,  w,we X

Das zeigt die Lipschitz-Stetigkeit von a(-,-) beziiglich p. Analog ldsst sich auch die Lipschitz-Stetigkeit von
£ und f zeigen. Um die Lipschitz-Stetigkeit von u zu zeigen, betrachten wir die beiden Gleichungen

a(u(pr), v pa) = f(v;p1)
a(u(pz),v; p2) = f(v; p2)



Nun gilt mit der Bilinearitit von a(-,-;u) und wegen der Lipschitz-Stetigkeit von f(-;u) und a(-,-; u)
beziiglich p fiir jedes v € X:

la (u(p1) — ulpz),vi pn) | = la(ulpn), vi pn) — a(u(pz), vi )|
= la(u(p1),v; p1) — a(u(pz), v; p2) + a(u(pz), v; p2) — a(u(pz), v; p)|
= |f(vs 1) — f(v; p2) + alu(pz), v; p2) — a(u(pz), v; p1)|
< f(vypa) = f(vs p2)l + la(ulpz), vs p2) — alu(pz), v; pa))|

< Lylloll - llpa = pall + LalluCu)[llv]] - flp1 — pel|

Da unsere Losung u(p) beschréankt ist durch lf gilt weiter:
la (u(pn) —wlpz), v;pa) | < Lylloll - llp = M2H + Lo — - vl - lpa — pall

(qu I+ Lo- o u) I

Setze nun v := u(p1) — u(p2). Dann gilt wegen der Koerzivitét von a(-,-; p):

a (u(p) — ulpa), u(pn) — upz); )

a(uy) == inf > 0,
)= -y (i) — u(uo)]?
und wegen der gleichméfigen Koerzivitét von a(-, -; 1) existiert sogar ein @ € R mit a(p;) > & > 0 fiir alle

w1 € P. Daher gilt fiir u(p;) — u(p2) € X\{0} beliebig aber fest:

a (u(p) = ulpe), u(pn) — u(pa); p)
lupa) = u(p2)|?
& @ [lu(pn) — ulp2)|® < a(u(pn) = ulpe), u(p) — ulpa); m)

Wegen a (u(p1) — u(p2), w(pr) — u(pz); p1) > 0 gilt also:
& - [lu(pn) = ulp2) || < la (ulpn) = ulpz), u(pn) = ulpz); pm) |
Insgesamt gilt also mit v = u(uy) — u(pg) # 0:

a<

& Jlu(pn) —u(p2) | < (LfH“(,“l) —u(p2)ll + La - %HU(M) - U(Mz)ll) 1 — gzl

= (2o Z) il ) )

Durch Aquivalenzumformung erhilt man also schlussendlich:
L 2
foton) — )l < (4 2o 2L s =
a aa

Wéihle demnach L := % + Ly - =£ Dann gilt fiir alle p1, ps € P:

Ju(pr) = w(pa)l < L -l = pall

Dieses zeigt die Lipschitz-Stetigkeit von u(u). Ahnlich kann man auch die Lipschitz-Stetigkeit von s(u)
zeigen.

Aufgabe 2 (Differenzierbarkeit) (5 Punkte)

Mit den Bezeichnungen aus Aufgabe 1 zeigen Sie, dass falls die Koeffizientenfunktionen 6y, 95 ,95 differen-
zierbar sind beziiglich u, so ist die Losung u(p) differenzierbar beziiglich g und die partiellen Ableitungen
(Sensitivitatsableitungen) d,,u(p) € X fiir i = 1,...,p geniigen dem Sensitivitatsproblem

a(Dyul), v; ) = filv;u(p), p),
wobei die rechte Seite fl(, u(p), p) € X' gegeben ist durch
Qr Qa

Rl ) = 3 (00000 1) = D (000 aqlu(), ).

q=1 q=1



Losung

Mit Hilfe des Differenzenquotienten ist es leicht zu zeigen, dass

Opiaq(v(p), w(p)) = ag(u0(p), w(p)) + ag(v(p), dpwlp)) — Vg=1,..., Q.

Leiten wir nun (1) nach p; ab unter Beriicksichtigung der Parametertrennbarkeit, so erhalten wir leicht

Qa
8#ia(u(:u')7v;:ul) = a,ui Zeg(ﬂ)aq(u(u)av)
q=1

Qa Qa
Z 005 (1)) ag(u(),v) + | D 05 (1)ag(du,u(p), v)
q=1 q=1
Qs
= O i), 1) = > (9,05 (1)) £o(v)
q=1
also
a(Op;u(p), v; 1) = filv;u(p), ).
Da a4 fiir alle ¢ = 1,..., Q4 beschrénkt sind, erhalten wir mit Lax-Milgram die Existenz sowie die Eindeu-
tigkeit von d,,u(p).
Aufgabe 3 (Wohlgestelltheit) (5 Punkte)

Wir bezeichnen mit vq (1), v¢(1), ve(p) die Stetigkeitskonstanten beztiglich a(-,-; u), f(+; 1), ¢(+). Die Biline-
arform a bzw. die Linearformen f, /¢ heiflen gleichméBig stetig, falls Konstanten v,, vy, ¥ < oo unabhingig
von p existieren, sodass

Ya() <Yar, () <95 velw) < e

Die Bilinearform a heifit gleichmiiflig koerziv, falls eine Konstante & unabhéngig von p existiert, sodass

1nf a(”? u? :u‘)

> >a >0, Y.

Zeigen Sie, dass das Problem (1) eine eindeutige Losung besitzt und dass

[1f1]x
[u()] < )

s()] < (1€l ()] < 22

P .

<
—a’

Losung

Die Existenz, die Eindeutigkeit und die Grenze von u(u) folgt aus dem Satz von Babuska-Lax-Milgram.
Zunichst einmal existiert nach dem Satz von Riesz ein eindeutiges w(p) € X mit

f(v;/‘):<w)v>v Vo € X,

d.h. Gleichung (1) ldsst sich auch folgendermaflen beschreiben: Es ex. ein eindeutiges w(u) € X, sodass fiir
alle v € X gilt:

a(u(p), v p) = (w,v).

Weiter existiert nach dem Satz von Babuska-Lax-Milgram ein invertierbarer und beschrankter linearer Ope-
rator T, : X — X, sodass fiir alle v € X gilt:

a(u(p), v; p) = (Tyu(p),v) = (W, v).



Wihle als Losung demnach u(p) = T, Lw(u). Daraus folgt die Existenz der Losung. Die Eindeutigkeit folgt
wegen der Eindeutigkeit von 7}, und von w. Weiter erhilt man mit der Koerzivitit von a und nach dem
Satz von Babuska-Lax-Milgram die Abschétzung

175l

—1 _ u
1750 = bl = ==205

(2)

Da aber a sogar gleichméflig koerziv ist und f gleichméfig stetig, existiert ein 7, € R mit || f(-; )|l x <7y
fiir alle g € P und es ex. ein @ € R mit () > @ > 0 fiir alle p € P. Daher erhélt man aus (2) weiter:

G mllx

o
a(p) @

[u(p)|l <
Mit der Definition des Output-Funktionals erhalten wir

[s() = [Cu()] < 116G mllxr ulu)l

Mit der gleichméfigen Stetigkeit von ¢ folgt letzendlich

gl
[5Gl < N1 e - uw)]) <~
Das war zu zeigen.
Aufgabe 4 (RBmatlab) (0 Punkte)

Machen Sie sich mit RBmatlab vertraut:

http://www.ians.uni-stuttgart.de/MoRePaS/software/index.html.



