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Übungsblatt 7 - Lösung

Vorbereitung I - Problemformulierung

Auf diesem Übungsblatt möchten wir uns ein wenig mit zeitabhängigen Problemen beschäftigen. Dazu
definieren wir zunächst die Hilbert-Räume H1

0 pΩq Ă Y Ă H1pΩq und X “ L2pΩq. Sei weiter das Zeitintervall

I “ p0, tf s gegeben, Ī “ r0, tf s. Wir diskretisieren Ī in K äquidistante Teilintervalle, mit ∆t “
tf
K und

definieren tk “ k∆t, k “ 0, . . . ,K, sowie τ “ tt0, . . . , tKu. Unser Output sei definiert durch

spµ; tkq “ `pupµ, tkqq, @k “ 0, . . . ,K,

wobei upµ, tkq P Y für alle k die folgende schwache Formulierung für ein parabolisches Problem erfüllt:

mpupµ, tkq, v;µq `∆t ¨ apupµ, tkq, v;µq “ mpupµ, tk´1q, v;µq `∆t ¨ fpv;µq, @v P Y, @k.

mit Anfangswertbedingung upµ, t0q “ y0pµq “ 0. Wir fordern, dass m, a stetig bezüglich der assoziierten
Räumen sind,

apw, v;µq ď γpµq}w}Y }v}Y , @w, v P Y,@µ,

mpw, v;µq ď ρpµq}w}X}v}X , @w, v P Y,@µ.

und koerziv

0 ă α0 ď αpµq “ inf
vPY

apv, v;µq

}v}2Y
,

0 ă σ0 ď σpµq “ inf
vPY

mpv, v;µq

}v}2X
.

a und m sollen zudem symmetrisch sein und affin zerlegbar, f, ` stetig. Das assoziierte duale Problem
formulieren wir wie folgt: Suche Ψpµ, tkq P Y , sodass

mpv,Ψpµ, tkq;µq `∆t ¨ apv,Ψpµ, tkq;µq “ mpv,Ψpµ, tk`1q;µq, @v P Y, k “ 0, . . . ,K.

mit der Endzeitbedingung

mpv,Ψpµ, tK`1q;µq “ `pvq, @v P Y.

Vorbereitung II - RBM

Die Parametersamplings seien bezeichnet durch Spr
Npr

“ tµ̃pr
1 , . . . , µ̃

pr
Npr
u und Sdu

Ndu
“ tµ̃du

1 , . . . , µ̃du
Ndu
u mit

µ̃ “ pµ, tkq. Im Allgemeinen ist Spr
Npr

‰ Sdu
Ndu

. Wir definieren dann den Reduzierten Basis Raum

W pr
Npr

“ spantζpr
n :“ upµ̃pr

n q, 1 ď n ď Npru, W pr
Ndu

“ spantζdu
n :“ Ψpµ̃du

n q, 1 ď n ď Nduu.

Die reduzierten Lösungen bezeichnen wir mit uN pµ, t
kq, sowie ΨN pµ, t

kq, welche die Gleichungen

mpuN pµ, t
kq, v;µq `∆t ¨ apuN pµ, t

kq, v;µq “ mpuN pµ, t
k´1q, v;µq `∆t ¨ fpv;µq, @v PW pr

Npr
, @k,



mit uN pµ, t
0q “ 0, sowie

mpv,ΨN pµ, t
kq;µq `∆t ¨ apv,ΨN pµ, t

kq;µq “ mpv,ΨN pµ, t
k`1q;µq, @v PW du

Ndu
, k “ 0, . . . ,K,

mit Endzeitpunktbedingung

mpv,ΨN pµ, t
K`1q;µq “ `pvq, @v PW du

Ndu
.

erfüllen. Auswertung des Outputs sN pµ, t
kq schätzen wir ab durch

sN pµ, t
kq “ `puN pµ, t

kqq `∆t ¨
k
ÿ

κ“1

RprpΨN pµ, t
K´k`κq;µ, tκq, @k “ 0, . . . ,K,

wobe die primalen, sowie dualen Residuen gegeben sind durch

Rprpv;µ, tkq “ fpv;µq ´ apuN pµ, t
kq, v;µq ´

1

∆t
mpuN pµ, t

kq ´ uN pµ, t
k´1q, v;µq,

Rdupv;µ, tkq “ ´apv,ΨN pµ, t
kq;µq ´

1

∆t
mpv,ΨN pµ, t

kq ´ΨN pµ, t
k`1q;µq,

für alle @v P Y und für alle k “ 0, . . . ,K, und deren Dualnormen

εpr
Npr
pµ, tkq “ sup

vPY

Rprpv;µ, tkq

}v}Y
, εdu

Ndu
pµ, tkq “ sup

vPY

Rdupv;µ, tkq

}v}Y
, @k “ 0, . . . ,K.

Die inneren Produkte seien spezifiziert durch p¨, ¨qY :“ ap¨, ¨;µrefq, p¨, ¨qX :“ mp¨, ¨;µrefq. Der primale bzw.
duale Fehler sei definiert durch eprpµ, tkq :“ upµ, tkq´uN pµ, t

kq bzw. edupµ, tkq :“ Ψpµ, tkq´ΨN pµ, t
kq. Wir

definieren weiter die Energienormen:

9vpµ, tkq9pr :“

˜

mpvpµ, tkq, vpµ, tkq;µq `∆t ¨
k
ÿ

κ“1

apvpµ, tκq, vpµ, tκq;µq

¸

1
2

, @v P Y,

9vpµ, tkq9du :“

˜

mpvpµ, tkq, vpµ, tkq;µq `∆t ¨
K
ÿ

κ“k

apvpµ, tκq, vpµ, tκq;µq

¸

1
2

, @v P Y.

Aufgabe 1 (Primaler Fehler) (10 Punkte)

Zeigen Sie, dass der primale Fehler abgeschätzt werden kann durch

9eprpµ, tkq9pr ď ∆pr
Npr
pµ, tkq, @k “ 0, . . . ,K,

wobei ∆pr
Npr
pµ, tkq gegeben ist durch

∆pr
Npr
pµ, tkq :“

˜

∆t

αpµq

k
ÿ

κ“1

εpr
Npr
pµ, tκq2

¸

1
2

Lösung

Durch Einsetzen sehen wir schnell, dass die folgende Gleichung für den primalen Fehler erfüllt ist

mpeprpµ, tkq, v;µq `∆t ¨ apeprpµ, tkq, v;µq “ mpeprpµ, tk´1q, v;µq `∆t ¨Rprpv;µ, tkq

für alle v P Y , k “ 1, . . . ,K, wobei eprpµ, t0q “ 0, da nach Voraussetzung upµ, t0q “ uN pµ, t
0q “ 0.

Wähle nun v “ eprpµ, tkq und wir wenden die Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf den gemischten Term



mpeprpµ, tk´1, eprpµ, tkq;µq an und erhalten mit der Abkürzung epr,k :“ eprpµ, tk´1q

mpepr,k, epr,k;µq `∆t ¨ apepr,k, epr,k;µq “ mpepr,k´1, epr,k;µq `∆t ¨Rprpepr,k;µ, tkq

ď

b

mpepr,k, epr,k;µq ¨
b

mpepr,k´1, epr,k´1;µq `∆t ¨
Rprpepr,k;µ, tkq

}epr,k}Y
}epr,k}Y

ď

b

mpepr,k, epr,k;µq ¨
b

mpepr,k´1, epr,k´1;µq `∆t ¨ sup
vPY

"

Rprpv;µ, tkq

}v}Y

*

¨ }epr,k}Y

ď

b

mpepr,k, epr,k;µq ¨
b

mpepr,k´1, epr,k´1;µq `∆t ¨ εpr
Npr
pµ, tkq ¨ }epr,k}Y . (1)

Wir wenden die Young-Ungleichung

2ab ď
a2

ρ2
` ρ2b2 für a, b P R, ρ ą 0 (2)

nun zwei mal an. Wir wählen nun zunächst a “
a

mpepr,k, epr,k;µq, b “
a

mpepr,k´1, epr,k´1;µq und ρ “ 1
und erhalten

b

mpepr,k, epr,k;µq ¨
b

mpepr,k´1, epr,k´1;µq ď
1

2
mpepr,k, epr,k;µq `

1

2
mpepr,k´1, epr,k´1;µq.

Als nächstes wählen wir a “ εpr
Npr
pµ, tkq, b “ }epr,k}Y und ρ “ αpµq

1
2 und erhalten mit Hilfe der Koerzivität

von a

εpr
Npr
pµ, tkq ¨ }epr,k}Y ď

1

2αpµq
εpr
Npr
pµ, tkq2 `

1

2
αpµq}epr,k}2Y

ď
1

2αpµq
εpr
Npr
pµ, tkq2 `

1

2
apepr,k, epr,k;µq.

Setzen wir diese zwei Ungleichungen nun in (1) ein, so erhalten wir

mpepr,k, epr,k;µq ´mpepr,k´1, epr,k´1;µq `∆t ¨ apepr,k, epr,k;µq ď
∆t

αpµq
εpr
Npr
pµ, tkq2.

Wir summieren von κ “ 1 bis k und erhalten mit der Verwendung der Teleskopsumme, sowie eprpµ, t0q “ 0

mpepr,k, epr,k;µq `∆t ¨
k
ÿ

κ“1

apepr,κ, epr,κ;µq ď
∆t

αpµq

k
ÿ

κ“1

εpr
Npr
pµ, tκq2.

für alle k “ 1, . . . ,K. Mit der Definition von 9 ¨ 9pr ergibt dies die Behauptung.

Vorbereitung III

Es lässt sich für den dualen Fehler zeigen, dass folgende Gleichung gilt mit edupµ, tK`1q;µq :“ Ψpµ, tK`1q ´

ΨN pµ, t
K`1q:

mpv, edupµ, tK`1q;µq “ RΨf pv;µq :“ `pvq ´mpv,ΨN pµ, t
K`1q;µq, @v P Y.

Es lässt sich folgende Ungleichung beweisen:

}edupµ, tK`1q}X ď ∆
Ψf

Ndu
pµq :“

ε
Ψf

Ndu
pµq

σpµq
, ε

Ψf

Ndu
pµq :“ sup

vPY

RΨf pv;µq

}v}X
.

Mit dieser Abschätzung lässt sich leicht beweisen, dass die folgende Ungleichung gilt:

mpedupµ, tK`1q, edupµ, tK`1q;µq “ RΨf pv;µq :“ `pvq ´mpv,ΨN pµ, t
K`1q;µq (3)

ď ε
Ψf

Ndu
pµq}edupµ, tK`1q}X ď σpµq∆

Ψf

Ndu
pµq2. (4)

Wir schließen nun daraus, dass im Spezialfall wenn mp¨, ¨q parameter-unabhängig ist, dass Ψpµ, tK`1q PW du
Ndu

und somit edupµ, tK`1q “ 0 ist.



Aufgabe 2 (Dualer Fehler) (10 Punkte)

Zeigen Sie, dass der duale Fehler abgeschätzt werden kann durch

9edupµ, tkq9du ď ∆du
Ndu
pµ, tkq, @k “ 0, . . . ,K,

wobei ∆du
Ndu
pµ, tkq gegeben ist durch

∆du
Ndu
pµ, tkq :“

˜

∆t

αpµq

K
ÿ

κ“k

εdu
Ndu
pµ, tκq2 ` σpµq ¨∆

Ψf

Ndu
pµq2

¸

1
2

Lösung

Durch Einsetzen sehen wir schnell, dass die folgende Gleichung für den dualen Fehler erfüllt ist

mpv, edupµ, tkq;µq `∆t ¨ apv, edupµ, tkq;µq “ mpv, edupv, µ, tk`1q;µq `∆t ¨Rdupv;µ, tkq

für alle v P Y und alle k “ 1, . . . ,K. Ähnlich zu Aufgabe 1 wählen wir nun v “ edupµ, tkq, sowie Anwenden
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

mpedu,k, edu,k;µq `∆t ¨ apedu,k, edu,k;µq “ mpedu,k, edu,k`1;µq `∆t ¨Rdupedu,k;µ, tkq

ď

b

mpedu,k, edu,k;µq ¨
b

mpedu,k`1, edu,k`1;µq `∆t ¨
Rdupedu,k;µ, tkq

}edu,k}Y
}edu,k}Y

ď

b

mpedu,k, edu,k;µq ¨
b

mpedu,k`1, edu,k`1;µq `∆t ¨ sup
vPY

"

Rdupv;µ, tkq

}v}Y

*

¨ }edu,k}Y

ď

b

mpedu,k, edu,k;µq ¨
b

mpedu,k`1, edu,k`1;µq `∆t ¨ εdu
Ndu
pµ, tkq ¨ }edu,k}Y , (5)

wobei wir auch hier wie in Aufgabe 1 die abkürzende Schreibweise edu,k “ edupµ, tkq verwendet haben.
Wir wenden weiter wie in Aufgabe 1 die Young-Ungleichung (2) zwei mal an. Zuerst wählen wir a “
a

mpedu,k, edu,k;µq, b “
a

mpedu,k`1, edu,k`1;µq und ρ “ 1 und erhalten
b

mpedu,k, edu,k;µq ¨
b

mpedu,k`1, edu,k`1;µq ď
1

2
mpedu,k, edu,k;µq `

1

2
mpedu,k`1, edu,k`1;µq.

Als nächstes wählen wir a “ εdu
Ndu
pµ, tkq, b “ }edu,k}Y und ρ “ αpµq

1
2 und erhalten mit Hilfe der Koerzivität

von a

εdu
Ndu
pµ, tkq ¨ }edu,k}Y ď

1

2αpµq
εdu
Ndu
pµ, tkq2 `

1

2
αpµq}edu,k}2Y

ď
1

2αpµq
εdu
Ndu
pµ, tkq2 `

1

2
apedu,k, edu,k;µq.

Setzen wir diese zwei Ungleichungen nun in (5) ein, so erhalten wir

mpedu,k, edu,k;µq ´mpedu,k`1, edu,k`1;µq `∆t ¨ apedu,k, edu,k;µq ď
∆t

αpµq
εdu
Ndu
pµ, tkq2.

Wir summieren von κ “ k bis K und erhalten wieder mit der Verwendung der Teleskopsumme

mpedu,k, edu,k;µq ´mpedu,K`1, edu,K`1;µq `∆t ¨
k
ÿ

κ“1

apedu,κ, edu,κ;µq ď
∆t

αpµq

k
ÿ

κ“1

εdu
Ndu
pµ, tκq2.

für alle k “ 1, . . . ,K. Wir benutzen nun die Endzeitpunktbedingung mpv, edupµ, tK`1q;µq “ RΨf pv;µq und
(4) und erhalten somit

mpedu,k, edu,k;µq `∆t ¨
k
ÿ

κ“1

apedu,κ, edu,κ;µq ď
∆t

αpµq

k
ÿ

κ“1

εdu
Ndu
pµ, tκq2 `mpedu,K`1, edu,K`1;µq

“
∆t

αpµq

k
ÿ

κ“1

εdu
Ndu
pµ, tκq2 `RΨf pv;µq ď

∆t

αpµq

k
ÿ

κ“1

εdu
Ndu
pµ, tκq2 ` σpµq∆

Ψf

Ndu
pµq2.

für alle k “ 1, . . . ,K. Mit der Definition von 9 ¨ 9du ergibt dies die Behauptung.


