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Ubungsblatt 7 - Losung

Vorbereitung I - Problemformulierung

Auf diesem Ubungsblatt méchten wir uns ein wenig mit zeitabhiingigen Problemen beschiiftigen. Dazu
definieren wir zuniichst die Hilbert-Riume Hi(Q) ¢ Y < H'(2) und X = Lo(€2). Sei weiter das Zeitintervall
I = (0,ts] gegeben, I = [0,t¢]. Wir diskretisieren I in K #quidistante Teilintervalle, mit At = %f und
definieren t* = kAt, k =0,..., K, sowie 7 = {t,...,t5}. Unser Output sei definiert durch

s(u; t*) = (u(p, t*)), Vk=0,...,K,
wobei u(u, t*) € Y fiir alle k die folgende schwache Formulierung fiir ein parabolisches Problem erfiillt:

m(u(p, 1), 0; ) + At - a(u(p, %), 05 1) = m(u(u, t*71), v p) + At - flo;p),  YoeY, Vk

mit Anfangswertbedingung wu(u,t°) = yo(u) = 0. Wir fordern, dass m,a stetig beziiglich der assoziierten
R&umen sind,

=

(w,v;p) < y(p)|wly vy, — Yw,veY,vpu,
<p(p)|wlxlvlx,  Yw,veY,Ypu.

und koerziv

o a(v,v;p)
0 <ag<alp) =inf ———,
vy [of§
0 < 00 < o) = inf "LV
veY ”UHX

a und m sollen zudem symmetrisch sein und affin zerlegbar, f,£ stetig. Das assoziierte duale Problem
formulieren wir wie folgt: Suche W¥(u,t*) € Y, sodass

m(v, U, t*); ) + At - a(o, U, t*); p) = m(v, U(p, " )i p),  VYoeY, k=0,... K.
mit der Endzeitbedingung
m(v, U, "+ ) = £(v),  VweY.

Vorbereitung IT - RBM

Die Parametersamplings seien bezeichnet durch S}i,rpr = {a", ..., ﬂ%pr} und Sj‘\}éu = {ad, ... ,/]‘}VLLH} mit
fi = (p, t*). Im Allgemeinen ist SR,rpr # Sj‘\};u. Wir definieren dann den Reduzierten Basis Raum

Wr = span{C} := u(@l"), 1 <n < Ny}, WXL =span{¢i" = ¥(a"), 1 <n < Nau},

n

Die reduzierten Losungen bezeichnen wir mit uy (i, t*), sowie Wy (u, t*), welche die Gleichungen

m(un (p, %), 03 1) + At - alun (p, 1), 0 1) = m(un (p,t571), 03 0) + At - flo;p),  Yoe WY, VE,



mit uyn(, t°) = 0, sowie

m(v, U (p, t5); 1) + At - a(v, Uy, t5); 1) = m(v, Oy (p, 571 p), Yov e W](\lfju, k=0,...,K,
mit Endzeitpunktbedingung

m(v, Uy (p, 5 1) = £(v), Yo e Wﬁj

erfiillen. Auswertung des Outputs sy (u, t*) schiitzen wir ab durch

k
s (s tF) = Lun (1, 7)) + AL - D R (N (5 F5); %), Yk =0,... K,
k=1

wobe die primalen, sowie dualen Residuen gegeben sind durch

1 _
RP*(v; 1) = f (w5 1) = alun (p 1), 03 ) = omlun (s, t°) = un (, t°71), 05 1),

1
Rdu(v; 22 tk) = —CL(’U, \IIN(/'La tk)a /J') - —m(v, \I/N(/J'v tk) - \IIN(/JW tk+1); M)a

At
fiir alle Vv € Y und fiir alle £ = 0, ..., K, und deren Dualnormen
RP (v tk Rdu : ,tk
E%r(/“tk)zsup i >v 5(11\}2,1(% ) = Supi(v K >, VE=0,...,K
> ey vly vey  [vlly
Die inneren Produkte seien spezifiziert durch (-, )y := a(-,; /,Lref), (-, ) := m(-, ; lret). Der primale bzw.

duale Fehler sei definiert durch eP*(u, tF) := u(,u,tk) —upy (i, tF) baw. ed(p, tF) := U(p, t*) — U (1, t5). Wir
definieren weiter die Energienormen:

1
k 3
o Cu, )P = (m(v(uvtk),v(u,tk);u) + ALY a(v(%t”),v(u,t“);ﬂ)) ,  Yvey,
k=1
%
o (e, )14 = (m(v(u,tk)w(% )+ At - Z v ), v, t7); u)) ,  YveY
Aufgabe 1 (Primaler Fehler) (10 Punkte)

Zeigen Sie, dass der primale Fehler abgeschéitzt werden kann durch
€™ (u, " < AR (m,8%),  VE=0,... K,

wobei AR (i, tk) gegeben ist durch

1
At & :
pr k\ . _ pr K\ 2
ANpr(N7t ) T (a(u) ’;:1 ENpr(l'L7t ) )

Losung

Durch Einsetzen sehen wir schnell, dass die folgende Gleichung fiir den primalen Fehler erfiillt ist
m(eP (1, 1), v; 1) + At - a(eP (p, %), 03 ) = m(e (u, t*71), 03 p) + AL - RP (03 1, 1¥)

fir alle v € Y, k = 1,..., K, wobei eP(u,t%) = 0, da nach Voraussetzung u(u,t°) = un(u,t’) = 0.
Wihle nun v = eP"(y,t*) und wir wenden die Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf den gemischten Term



m(eP"(p, t*71, P (u, t*); 1) an und erhalten mit der Abkiirzung eP™* := eP*(y, tF~1)

m(epr’k, ePrk. ) + At - a(epr’k, Pk, W) = m(epr’k_l, Pk, w) + At - Rpr(epr’k; 78 tk)

R ),
lepr-y

R (v; p, t*
< \/m(epr,k’ epr,k:; M) . \/m(epr,k—17 epr,k—l;u) + At- Sup{ (U H )} . ”

vey [olly

< \/m(epr,k’ epr,k; M) . \/m(epr,k—1, epr,k—l;u) + At -

< \f (P, ePr; ) g fm(ePr Rt Pk ) £ AL R () - e (1)

Wir wenden die Young-Ungleichung

2
2ab<%+p2b2 fir a,beR,p>0 (2)

nun zwei mal an. Wir wihlen nun zuniichst a = /m(ePr* ePrk: 1) b = /m(ePr+=1 ePrk=1, ) und p = 1
und erhalten

1 1
\(EPn, €9 ) g fm{epr= epnhl ) < m(eP, P ) 4 m(ePL, el ),

Do |

(,u)% und erhalten mit Hilfe der Koerzivitét

Als néchstes withlen wir a = €} N (p, tF), b= |

von a
1 1
k k\2
B (o) 1Py < pesel (02 + o)
1 1
< ZalePhF ePrik. )
20[(”) Npr(u7 ) + 20’(6 , € ,,U,)

Setzen wir diese zwei Ungleichungen nun in (1) ein, so erhalten wir

At

Tn(epr,k7 epr,k;/ﬂ _ m(epr,kfl’ epr,kfl;/w + At - CL(epr,k’ 6pr,k;u) < ( )
alp

k2
R ()2
Wir summieren von x = 1 bis k& und erhalten mit der Verwendung der Teleskopsumme, sowie eP*(u, %) = 0

k k
pr,k _prk. PLR oPTA.
m(eP™" e M)—kAt-Za(e € Zngr

k=1

fiir alle k = 1,..., K. Mit der Definition von ||| - |||P* ergibt dies die Behauptung.

Vorbereitung 111

Es ldsst sich fiir den dualen Fehler zeigen, dass folgende Gleichung gilt mit ed%(p, t5+1); p) 1= U (p, tK+1) —

W (p, £
m(v, e, t" ;1) = RV (vs ) := £(v) = m(v, Uy (p,t" 7 )ip),  VweY.

Es lasst sich folgende Ungleichung beweisen:

\I/f N
dug, K+1 Uy € Ngy () Uy R™7(v; 1)
e, t x <A p) = — = € W) 1= sup ————=
H ( )H Ndu( ) O_(M) Ndu( ) o H/U”X

Mit dieser Abschéitzung lédsst sich leicht beweisen, dass die folgende Ungleichung gilt:

m(edu(/% tK-H)? edu('u’ tK+1)§ ﬂ) = R\Ij'f ('U; M) = K(v) — m(v, \I/N(lu, tK+1); M) (3)
< X, (1™ (5 D) Lx < (AN, () @)

Wir schlieBen nun daraus, dass im Spezialfall wenn my(-, -) parameter-unabhsingig ist, dass W(u, t5+1) e W]‘\i,ju
und somit edU(p, t5+1) = 0 ist.



Aufgabe 2 (Dualer Fehler) (10 Punkte)
Zeigen Sie, dass der duale Fehler abgeschétzt werden kann durch

et (r )0 < A% (0 t5), VR =0, K,
wobei A?\}:lu (1, t*) gegeben ist durch

1
2

At K o 9
AR, (s <) D en, (™) + o) - AN (1) )

Losung
Durch Einsetzen sehen wir schnell, dass die folgende Gleichung fiir den dualen Fehler erfiillt ist
m(v, e (u, t%); 1) + At - a(v, ™ (1, 1*); p) = m(v, € (v, 1, 771 1) + At - R (0; 1, 8%)

fiir alle v € Y und alle k = 1,..., K. Ahnlich zu Aufgabe 1 wihlen wir nun v = e%(u, t*), sowie Anwenden
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
m( duk du k’ﬂ) + At - CL( duk du k’u) ( du,k’edu,k—&-l;u) + At - Rdu(edu’k;u,tk)

s tR)
ledwk]y

Rdu . tk
< \/m(edu,k’edu,k;#) . \/m(edu,k-&—l’edu,k-&-l;u) AL Sup{ (v; 1, )} [eduk]
veY H”HY

Rdu( du,k

< \/m(edu,k7 edu,k’; :U’) . \/m(edu,k-‘rl’ edu,k-‘rl;u) + At -

< \fmletuk b ) - (kL cduk L ) £ AL 8 (1) - e

()

wobei wir auch hier wie in Aufgabe 1 die abkiirzende Schreibweise edF = ed(y, t¥) verwendet haben.
Wir wenden weiter wie in Aufgabe 1 die Young-Ungleichung (2) zwei mal an. Zuerst wihlen wir a =
N/ m(edwk eduk: ) b =\ /m(ednk+1 eduk+l, ) yund p = 1 und erhalten

1 1
\/m(edu,k’edu,k;u> . \/m(edu,k+17edu,k+1;u) < 5Tn( duk duk :U’> + 2m( du,k+17edu,k+1;u).

(u)% und erhalten mit Hilfe der Koerzivitat

Als néichstes wihlen wir a = £Nd (p, %), b = [ed®
von a

1 1
ey, (1, 1) - ety < ey, (1,192 + Sa(p) e |5

20(p) 2
1 d L duk _duk
< u - u, wk.
QQ(M) Ndu(,ua ) + 2a(€ , € 7/’4)

Setzen wir diese zwei Ungleichungen nun in (5) ein, so erhalten wir

At 44

duk _duk k2
T ——e y t5)%.
MR

) — m(edu’kH, edwk+1, ) + At - a(edu’k, edwk. ) <

m(e

Wir summieren von x = k bis K und erhalten wieder mit der Verwendung der Teleskopsumme

k k
At
m(edu,kjedu,k;'u) _m(edu,K—i-l du K+1 )+ At - E (edu,njedu,n;u) < Oé(lu) 2 (]ivudu('u tn)2.
k=1

k=1

fiir alle k = 1,..., K. Wir benutzen nun die Endzeitpunktbedingung m(v, e (u, t5+1); u) = RY7 (v; ) und
(4) und erhalten somit

k k
m(edu,k’edu,k;,u) + At- Z a(edu,ﬁ,edun Z §1V /‘Latn + m(edu’K+1,€du’K+1;ﬂ)

K=

1
At & %) At & ") v
= - Z N, (1, t%)? + RYI (v ) < o - Z Lt + o (A (1)

fiir alle k = 1,..., K. Mit der Definition von ||| - [||" ergibt dies die Behauptung.



