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1 NICHTLINEARE GLEICHUNGEN

Nachdem wir uns in der Vorlesung Numerik | mit dem Losen dime Gleichungssysteme
beschaftigt haben, wenden wir uns nun nichtlinearen Gilgigen (in einer oder mehreren Va-
riablen) zu. Diese Gleichungen treten haufig als Teiladudgbei der Behandlung komplexerer
Probleme auf.

Abb. 1.1: Ldsung von zwei Gleichungen in zwei Unbekanni2ie. durchgezogenen Linien sind
Niveaulinien zuf(z,y) = 0, die gestrichelten Linien zy(x,y) = 0. Die gesuchten Losungen
sind die Schnittpunkte der vollig unabhangigen Nul#imi Die Anzahl der Nullstellen ist im All-

gemeinen a-priori nicht bekannt.

Ist ein System vom nichtlinearen Gleichungen imUnbekannten gegeben, d.h. mit einer stetigen,
nichtlinearen Funktion

f:R" > R",

so konnen wir das gegebene Problél(n:) = b in eine Nullstellenaufgabetransformieren, so
dass Losungem € R™ der Gleichung

flx):=f(x) —b=0 (1.1)

zu bestimmen sind. Mehrere Modellbeispiele, bei denentlimelare Gleichungen auftreten, wol-
len wir hier vorstellen.

Beispiel 1.0.1 (Zinssatz bei einem Kredit)Wie hoch darf der Zinssatz sein, wenn man einen
Kredit Uber 10.000 Euro in 10 Jahren abzahlen mochte undmahstens 400 Euro monatlich
aufbringen kann? Oder allgemeiner eine Kreditsuniiigen n Jahren mit monatlichen Rated
getilgt habe mochte?

Der Einfachheit halber rechnen wir den jahrlichen Zirsgah einen monatlichen Zinssatz um,

d.h. verzinst man monatlich mit einem Prozentsatader jahrlich mitp, so erhalt man am Ende
des Jahres jeweils das Gleiche. Die Beziehung zwisphewm ist also(1 + m)'? = 1 + p.



Kapitel 1: Nichtlineare Gleichungen

Fir den Restbetrafy; des Kredits nach € N Monaten gilt:

K, = Ki1(1+m)-R
K = Kz(l+m)—R:[Kl_l(l+m)—R](1—|—m)—R
= Ki_1(1+m)?—R[(1+m)+1]

K, : Ko(l+m)" =R [(14+m)" ' +...+ (1+m)+1]
= Ko(14+m)"=R[(1+m)"—1]/m
= (Ko—R/m)(1+m)"+R/m

Zu gegebener Kreditsumme€,, monatlichem Zinssatz: und Tilgungsdauer«{ Monate) berech-
net sich die Raté?, um den Kredit vollstandig zu tilgen, indem wif,, = 0 setzen, d.h.

R=Koym((1+m)"/[(1+m)" —1].
Auch die Tilgungsdauer lasst sich analytisch darstellen

. log (R/(R — m Ky))
N log(1 4 m) '

(Wie ist hier das Ergebnis zu interpretieren, fallaicht ganzzahlig ist?) Wie gewinnt man jedoch
m zu gegebeneiky > 0,n € N, Ky > R > Kj/n aus der Gleichung

(mKo—R)(14+m)"+R=07

Es ist offensichtlich, das8 < m < 1 giltund f(m) := (m Ky — R)(1 + m)” + R nur eine
Nullstelle in(0, 1) hat. Aber wie kann man diese einfach, schnell und numertsdiil bestimmen?

20

10+

f(m)
@

[f(m)l

-10

L L L L L L L L L L L L L L L L L L
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
m m

Abb. 1.2: Der Graph vorf(m) = (m Ky — R)(1 + m)" + R (links, y-Achse linear skaliert,
x € [0,0.02]) bzw. | f(m)]| (rechts, logarithmisch-skaliert, € [0,0.1]) fur Ky = 10000, R = 250
undn = 48. Die Funktionf hat eine Nullstelle bei und beix 0.008.

Beispiel 1.0.2 (Nullstellen von Orthogonalpolynomen)Die Legendre-Polynome P, < P,
(n=0,1,2,...) erflullen die Drei-Term-Rekursion

Py(x) =1, Pi(x) =z, (n+ 1)Ppi1(z) = (2n + 1)zP,(x) — nP,_1(x), n € N.
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Abschnitt 1.1: Bisektionsmethode

Die ersten Legendre-Polynome lauten

1
Py=1 P3:§(53—3:£)

1
P=x P, = 5(359”4 — 302% 4 3)

1 1
Py = 5(3352 -1) Ps= g(639c5 — 702 + 157) .

Die Nullstellen der Legendre-Polynome liegen(inl, 1) und die Nullstellen vorP, trennen die
Nullstellen vonP, 1+, (n € N). Mit Hilfe dieser Eigenschaft lassen sich sukzessive Vatiés

finden, in denen Nullstellen liegen, z.B; hat die NuIIsteIIeff) = 0 und somit liegen die Null-
stellen¢?, &% von Py in (—1,0) und (0, 1), die Nullstelleng'®), &%, ¢{) von Py in (—1,¢?),
(59), 52)) und (552), 1). Diese Eigenschaft der Legendre-Polynome gilt auch fiitenes Ortho-

gonalpolynome (siehe Satz 2.1.27 in Kapitel 2). Die Beradgnder Nullstellen ist u.a. wichtig
im Zusammenhang mit Gaul3-Quadraturformeln.

Beispiel 1.0.3 (Extremalstellen von skalaren Funktionen)Die mehrdimensionale Erweiterung
der RosenbrockFunktion

1

3
|

f(z) = (1= 2)? +100(zi41 — 27)?]  (z €R™)
=1
hat fur n > 4 mindestens ein lokales Minimum in der Umgebung \on, =, ..., z,) =
(—=1,1,...,1) neben dem globalen Minimurtx,...,z,) = (1,...,1). Diese Extremalstellen
erfullen notwendigerweise die Gleichungf = 0. Wie kann man nun fin > 4 ein solches
lokales Minimum bestimmen? Dies bedeutet, eia R™ \ {(1,...,1)} ist zu bestimmen mit
g(z) = (@), ,ga(x))" =0
0
gi(z) = of = —2(1 — x1) — 400z (x5 — 27),
(91’1
_ of _ 2 2 .
gi(x) = D —2(1 — 2;) — 400z;(zip1 — x7) +200(x; —z7q) (i=2,...,n—1),
of
gn(x) = pri 200(x, — 2_4) .

Betrachten wir dazu zunachst die Situation in einer Raumadsion.

1.1 BISEKTIONSMETHODE

Herleitung des Algorithmus: Diese Methode, motiviert durddberlegungen aus der reellen ein-
dimensionalen Analysis (siehe Intervallschachtelung$t (1.1) dadurch, dass sie die Losung
durch systematisch kleiner werdende Intervalle eins@hli®an geht von der Annahme aus, es
sei ein Intervalll := [a, b] bekannt mitf(a) - f(b) < 0.

Aus Stetigkeitsgriinden existiert eine Losurigim Inneren von/ mit f(z*) = 0.

Durch den Mittelpunktm = %(a + b) des Intervallsl wird der Funktionswertf (m) bestimmt.

Ist f(m) # 0 entscheidet nun das Vorzeichen, in welchem der Teilintiernja, m/|, [m, b] die
gesuchte Losung™ liegt. Wir erhalten damit folgenden Algorithmus:

MATLAB -Funktion: BisektionsMethode.m
Howard Harry Rosenbrock, 16. Dez. 1920 - 21 Okt. 2010
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Kapitel 1: Nichtlineare Gleichungen

function Nullstelle = BisektionsMethode(a,b,func,epsilon)
% Initialisierung
temp=[]
fa = func(a); fb = func(b);
whi | e abs(a-b) > epsilon
m = (a+b)/2;
fm = func(m);
if fm == 0
Nullstelle = m;
return
el seif faxfm < 0

© 00 N O O WN P

e =
N R O
o
|
3

13 fo = fm;
14 el se
15 a
16 fa
17 end
18 temp = [temp;m];
19 end

20 % Lbsung

21 Nullstelle = m;

=

MATLAB -Beispiel:

Testen wir nun die Bisektionsme->> n = 48;
thode anhand von Bsp. 1.0.1. Wig>> KO = 10000;
R
f

hoch darf der Zinssatz sein, wenn>> R = 250 )
>> f = @(m) (mx*KO-R) *(1+m)"n+R;

man einen Kredit Ubet0.000$ in I
48 Monaten zuriickzahlen m'c'>chte,;]> :m = Bisektionsmethode(eps,1,f,1e-7)

aber nu250$ monatlich aufbringen 0.00770145654678
kann? >> p = 100 * ((1+m)"12-1)
p =
9.64343564476941
Nach der Umrechnung in den jahrlichen Zinssatz sehen a&s evir uns den Kredit nur erlauben
kdnnten, wenn der Zinssatz niedriger al65% ist.

Definition 1.1.1 (Konvergenzgeschwindigkeit)Sei(xy) eine reellwertige konvergente Folge mit
z € R™ (k € N) und Grenzwert: € R". Man bezeichnetzy,) alslinear konvergent, wenn es
ein0 < p < 1 gibt mit

[ =z ll < plle —awl (k=0,1,...).

Die zZahlp wird Konvergenzfaktor (oder auchKontraktionsrate ) genannt. Gibt es eine gegen
Null konvergente Folgépy.) mit

|z — 2kl < plle — 2k (K=0,1,...),
so heiB3{xy,) superlinear konvergent Gibt es eirp > 0 und einl < q € R mit

H.Z'—l'k_l,_lHSle'—l‘qu (k:()»lv)v
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Abschnitt 1.2: Regula-Falsi

so heif3tx},) konvergent miKonvergenzordnungq. Firq = 2 spricht man auch voguadrati-
scher Konvergenz

Bemerkung 1.1.2 (Konvergenz des BisektionsverfahrensBetrachten wir den Mittelpunkty,
des Intervalls nach dér-ten Intervallhalbierung als Naherung ah, so gilt die a-priori Fehler-

abschatzung
b—a

W (k:0,1,2,)
Da die Fehlerschranke wie eine geometrische Folge abnibaimggt die, Konvergenzordnungt.

|z — 2| <

1.2 REGULA-FaLS!I!

Herleitung des Algorithmus Wiederum gehen wir davon aus, dass ein Intervak= [a, b] mit
f(a) - f(b) < 0 bekannt sei. Anstatt nuhdurch Hinzufuigen eines Mittelpunkts in zwei Interval-
le zu zerlegen, wahlen wir eine zusatzliche Sté¢llelie Nullstelle der Geraden durdh, f(a))
und (b, f(b)). Mit den beiden Intervallefa, £], [£, b] verfahren wir nun analog zur Methode der
Intervallhalbierung, wobei gilt:

_ af(b) = bf(a)

fb) = fla) -

§

(1.2)

yA

<Y

Abb. 1.3: Die geometrische Interpretation der Regulaifdithode.

Als Algorithmus ergibt sich somit:

MATLAB -Funktion: RegulaFalsi.m

function Nullstelle = RegulaFalsi(a,b,func,epsilon)
fa = func(a); fb = func(b); % Initialisierung
m = (a*fb-b =fa)/(fb-fa); fm = func(m);
whi | e abs(fm) > epsilon
i f faxfm < 0

b =m;

!at.: ,Regel des falschen Ansatzes"

Numerik II, 20. Juli 2012



Kapitel 1: Nichtlineare Gleichungen

7 fo = fm;
8 else
9 a=m;
10 fa = fm;
11 end

12 m = (axfb-b =*fa)/(fb-fa);

13 fm = func(m);

14 end

15 Nullstelle = m; % Losung

Satz 1.2.1Es seiz* einzige Nullstelle von f id := [a,b], f € C3(I) und f'(z*) - f"(z*) # 0
Dann betagt die Konvergenzordnung der Regula-Falsi-Methpde 1.

Beweis.Es bezeichnéz;,) die sich aus aus obigem Algorithm@8 ergebende Folge vaMiittel-
punkten®, d.hzy € (ax, br) (k € N). Es seien

a *

ehi=ap —x*, 52 =b, —a*.
Aus (1.2) und der Voraussetzurfgz*) = 0 folgt
(ar —2*) f(bk) — (bx — 2*) f(ak)
f(be) = flax)

el f(z* +eb) — &b f(z* +ek).
fla* + b)) — fla* + &%)

Ek ::wk—w* =

Da f € C3(I) nach Voraussetzung gilt, liefert di@ylor?-Entwicklung:

ep) 21" (@) + .} — e {epf (a *)+1<ek) @) +...}
b2 (%) + ...} — {ebf/(a*) + 5(e)2f"(x*) + .. .}
e (el — ") +

2
(e — e {f' (@) + 5(ef +¢ )f”( ) =
(

Er =

f'(@*) +

Nach der Herleitung des Algorithmus gilf, < =* < b;,. Demzufolge besitzes; und 52 entge-
gengesetztes Vorzeichen und es gilt weifer- £¢ > 0. Fr hinreichend kleings¢| und|<? | folgt
damit

S'@)

27(a) "

Mit f”(x*) # 0 gilt aber weiterhin, dasg in einer hinreichend kleinen Umgebung vehkonvex
oder konkav ist, und folglich bleibt ein Intervallende fesid wird im Verfahren nur umbenannt.
Deshalb ist;, nur direkt proportional zu einem der beiden vorhergehemge)tiersz. Die asym-
ptotische Fehlerkonstante ist fur eine konkave Funktion gegeben durch

@)
= Ek
2 (")
und damit konvergiert die Folge,) linear. Analoges gilt fir konvexe Funktionen naj;t anstatt
i O

L~ (1.3)

£ *
Ep = €p—1— ... =& =1 — T,

2Taylor, Brook (1685-1731)
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Abschnitt 1.3: Die Sekantenmethode

MATLAB -Beispiel:
Testen wir nun das Regula-Falsi->> n = 48;
Verfahren anhand Bsp. 1.0H, = >> KO = 10000;
10000, n = 48 und R = 250. >> R = 250; i

>> f = @(m) (m*KO0-R) *(1+m) " n+R;

>> m = RegulaFalsi(le-5,0.1,f,1e-7)

m =

0.00770147244890

Bei einem genaueren Vergleich mit dem Bisektionsverfalstetit man bei diesem Beispiel eine
langsamere Konvergenz des Regula-Falsi-Verfahrens fest.

1.3 DIE SEKANTENMETHODE

Als Modifikation des Regula-Falsi-Verfahrens verzichtedmbei der Sekantenmethode darauf,
die Losung durch zwei Naherungswerte einzuschliel3en.

Zu zwei vorgegebenen Naherungswertgnund x1, welche die Losung nicht notwendigerwei-
se einzuschlieen brauchen, bestimmt marals Nullstelle der Sekante z{, f(z)) und
(z1, f(z1)). Ungeachtet der Vorzeichen bestimmt man ausc, eine nachste Naherung.

Die Iterationsvorschrift der Sekantenmethode ergibt denimit zu

LTl — Thk—1

R (A (e

Dieses zweistufige Iterationsverfahren setzt naturfich,) # f(zx—1) voraus und gehort nicht
zur Klasse der oben betrachteten Iterationsverfahren.

(k=1,2,...). (1.4)

yA
y=fx)

|

X0

Abb. 1.4: Die geometrische Interpretation der Sekantehouget.

Satz 1.3.1Falls f/(z*) - f"(z*) # 0 gilt, ist die Konvergenzordnung der Sekantenmethode
p=3(1+5).

Beweis. Wir betrachten die Sekantenmethode als Modifikation desiRdealsi-Verfahrens. Fur
hinreichend kleine Fehlge,_+| und || bleibt (1.3) fur die Sekantenmethode gliltig, bzw. geht
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Kapitel 1: Nichtlineare Gleichungen

uber in
J"()

Eht1 R Wﬂcfk—l . (1.5)

Es besteht jedoch der Unterschied, dass bei Erhohung smh beide Werte,_, unde, andern.
Mit der KonstanterC' := |f”(z*)/(2f'(«*))| gilt fir hinreichend groRek

lek+1] = Clekl - lex—1l-

Nach unserer Definition der Konvergenzordnung versuchemuvi dieseDifferenzengleichung
mit dem Ansatz
ekl = plek-1l’, p>0,p=1

zu losen. Einsetzen ergibt
2 |
(lext1l =) plexl’ = p- pPleral”” = C-plexa[P* (= Cler| - lex-l) -
Diese letzte Gleichung kann aber fir alle (hinreichend3grjk nur dann gelten, falls
PP =Cundp’=p+1

erfullt sind. Die positive Losung = %(1 + +/5) der quadratischen Gleichung ist deshalb die

Konvergenzordnung der Sekantenmethode. Die asymptetiBehlerkonstante ist = C1/? =
(0618 ]
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Abschnitt 1.4: Das Verfahren vddewton

MATLAB -Funktion: SekantenMethode.m

function x1 = SekantenMethode(x0,x1,func,epsilon)

% Initialisierung

fx0 = func(x0); fx1 = func(xl);

whi | e abs(fxl) > epsilon && abs(fx0-fx1) > epsilon

tmp = x1;
x1 = x1 - X1 *(x1-x0)/(fx1-fx0);
x0 = tmp;
fx0 = fx1;
fx1 = func(xl);
end

MATLAB -Beispiel:

Testen wir nun abschlieBend die Se>> n = 48;
kantenmethode an Bsp. 1.0.1 mit>> KO = 10000;
R
f

Ko = 10000, n = 48 undR = 250. >> R = 250; )
>> f = @(m) (m*KO-R) *(1+m)'n+R;
>> m = SekantenMethode(le-2,0.1,f,1e-7)
m =
0.00770147248822

Im Vergleich zu den oben gemachten Tests ist hier das Stawtail kleiner zu wahlen.

1.4 DaAs VERFAHREN VONNewton

Herleitung des Algorithmus Ist die gegebene Funktiof(z) der zu l6senden Gleichungz) = 0
stetig differenzierbar, so wird im Verfahren vblewtor? die Funktionf (x) im Naherungswert;,
linearisiert und der iterierte Wert;,, als Nullstelle der Tangente im; definiert (vgl. Abbil-
dung 1.5).

Aus der Tangentengleichung

y(z) = flar) + (@ — zp) f'(2)
ergibt sich die Iterationsvorschrift

f(zy)
fxr)

Tyl = Tp — (1.6)

Bemerkung 1.4.1 Die Methode voriNewton gehort zur Klasse der Fixpunktiterationen mit der

3Newton, Isaac (1642-1727)
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Kapitel 1: Nichtlineare Gleichungen

Abb. 1.5: Die geometrische Interpretation déswtonVerfahrens.

Funktion

o) = & — s mit o) = "

Satz 1.4.2Es seil := [a, b] ein echtes Intervall mit < x* < bund f € C3(I) mit f'(x*) # 0,
d.h.z* ist eine einfache Nullstelle vofiz).

Dann existiert ein Intervallly; = [z* — 0,2* + §] mité > 0, fur welches¢ : I; — Is5 eine
Kontraktion darstellt. Ferner istifr jeden Startwertry € Is die Konvergenz der Folgéry) des
NewtonVerfahrens mindestens von quadratischer Ordnung.

Beweis. Fir die erste Ableitung von erhalten wir

oy S@P = @) @) f@)f (@)
e (6 A [

Da f(z*) = 0, f/(z*) # 0und f € C?(I) vorausgesetzt sind, gilt auehi(z*) = 0. Aus

Stetigkeitsgriinden existiert dann &in> 0 derart, dass

|¢'(z)| < 1furallex € [z —§,2" + 6] =: I5

gilt. Somit isty eine Kontraktion in/5. Weiterhin sind fii s die Voraussetzungen dBsinachschen
Fixpunktsatzes erfullt und damit ist die Konvergenz yeR) gezeigt.

Zum Beweis der Konvergenzordnung definieren &yir, := =1 — «*. Eine Taylorentwicklung
von ¢ umz* und¢’(z*) = 0 liefert

eht1 = Thy1 — & = P(xg) — o(z¥)

= ¢ +ex) — (")

= (@) +exd(27) +
1

= §(€k)2¢"(96* + Orer).

(er)”

5 qb”(l'* + Orer) — o(x*) mitf, € (0,1)

Damit gilt also
|Tp 41 — 2" 1 "y
——— < = sup |¢" (" + Orer)| =: M.
|z —33*|2 20<9k<1‘ ( )

Da aber auch
F@)?f" (@) + f@) (@) fO) (@) = 2f (2) " ()
f(z)3

¢'(z) =
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Abschnitt 1.4: Das Verfahren vddewton

11

gilt und f € C3(I) vorausgesetzt wurde, existiert @ihc R mit M, < C (fir k = 0,1,2,...)
und somit ist dadlewtonVerfahren quadratisch konvergent. O

Betrachten wir nun den allgemeinen Fall von Systemen nigater Gleichungem(> 2). Die
JacobiMatrix oder Funktionalmatrix der Abbildung = (fi,..., f,) : R" — R"™ ist gegeben
durch

of of
Vi oo T By

Jp(x) = : = : :
aJc’fL a.)c’fL

Vin R

Die Taylor-Entwicklung vonf um einen Startwert(©) ergibt in diesem Fall

0= f(z*) = fFO) + Jp () (2" — 2©@) vo(|Jz* — 2O)) furz* — 2O,
=1 (x)

Die Nullstellez(") der linearisierten Abbildung(x) ist jedoch gerade

falls det(J;(z(V))) # 0 erfiillt ist.

Dies motiviert dieNewtonlteration

Tp(@®)s®) = — f(2¥) (1.7)
D = k) k) (1.8)

MATLAB -Funktion: NewtonSimple.m

function [xnit] = NewtonSimple(x,f,Df,tol,maxit,param)
nit = 0;
fx = f(x,param);
whi | e norn(fx) > tol && nit <= maxit
nit = nit+1;
x = x-Df(x,param)\fx;
fx = f(x,param);
end
nit

Bemerkung 1.4.3 Wir haben die numerische Lésung eines nichtlinearen Glgigssystems auf

die numerische L6ésung einer Folge von linearen Gleichsygjemen (bertragen.

Beispiel 1.4.4Vergleichen wir nun die Bisektionsmethode, das Sekantédven und das
Newton-Verfahren angewandt auf das Problem aus Bsp. 1.0.Km= 10000, n = 48 und
R = 250 sowie Anfangsbedingungem = eps, b = 1 fur die Bisektionsmethode;, = 1/2,

x1 = 1 fr das Sekantenverfahren ungl = 0.1 fir das Newton-Verfahren, so erhalten wir die in

Abb. 1.4 dargestellte Konvergenz.

Numerik II, 20. Juli 2012
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Abb. 1.6: Konvergenz von Bisektions-, Sekanten- und Newferiahren angewandt ayf{m) =
(m-Kop—R)-(1+m)"+ Raus Bsp. 1.0.1 mik(, = 10000, n = 48 und R = 250.

Bemerkung 1.4.5 (Invarianzeigenschaft)Sei A € R"*"™ einer reguléare Matrix. Offensichtlich
ist das Problem der Lésung vdhifx) = 0 aquivalent zu dem Problem

g(@) = Af(z) = 0.
Zugleich gilt auch
Jy(2)lg(x) = (AJp(z)) T Af(2) = J; ' (2) AT Af ()
= Ji'(@)f(),
d.h. sowohl das zu losende Probl¢iix) = 0 als auch daslewton-Verfahren sind affin-invariant.

Wir liefern nun einen Konvergenzsatz, der eine geringemgulgitat vonf voraussetzt.

Satz 1.4.6Sei D C R™ offen und konvexf : D — R™ eine stetig partiell differenzierbare
Funktion mit invertierbarerJacobiMatrix J(x) fur alle z € D. Es gelte fernerifr einw > 0 die
folgendeLipschitzBedingung:

177 (@) (I (x + sv) = J(2))o]| < swllv]®

furalle s € [0,1], z € D undv € R" mitx +v € D. Weiterhin existiere einedsungz* € D und
ein Startwertz() € D derart, dass

2
pi= |z — 20 < " undid,(z*) € D.

Dann bleibt die durch dadlewtonVerfahren definierte Folgéz(*)) fir & > 0 in der offenen
Umgebund/,(z*) und konvergiert gegen*, d.h.

|2 — 2%|| < p furk >0
und

lim 2 = 2*.
k—o0

Die Konvergenzgeschwindigkeitf3t sich abschtzen durch

2B+ — | < %wa —z*|? furk =0,1,2,...

und daiiber hinaus ist die &sungz* eindeutig iny ,,(z*).
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Beweis. Als ersten Schritt des Beweises leiten wir ausldpschitzBedingung flirz, y € D her,
dass gilt:

1771 @) (f(y) = f(z) = T (@) (y — 2))] < %Hy — z||. (1.9)

Aus %fj(ers(y—x)) = Vfi(z+s(y—=x))-(y—=) folgt die LagrangeForm des Mittelwertsatzes
der Integralrechnung

1
/ (J(x Tsly—a) - J(x)) (v—2)ds = fly) — F(a) — J(@)(y - 2).
0

Da auch/~!(z) unabhangig von ist, erhalten wir fur die linke Seite von (1.9)

1
[ @ (4 sty =) - 3@ ) - 01 as

0

1

/
1
w
< [ selly - alPds =Sy ol
0

Nun erhalten wir fir die Iterationsvorschrift
) = 2B — =) £ (z(R))

H‘] a) <f(y) — @)~ T(@)(y — x)> H _

IN

ds

5@ (e sty =)~ ) ) 4 - 0

sowie f(z*) =0
w(k—l—l) _x* x(k) - J_l(ac(k))f(x(k)) _x*
= o =2 = @) (W) = £)

= T @W) | @) = f@®) = J@W) (@ —2W)].

Mit (1.9) erhalten wir nun
) — 2 < Sl — 2|2

Da|z(®) — z*|| = p, folgt daraus

* w * * *
2 — 2| < EHZE(O) — 2| |29 = 27| < [2© — 2|
-~
=% =a<l

und somit induktiv furk > 0

lz®) — 2% < %Hw(’“‘” — 2| a* ) — 2| < o2 — 27| < [« =27 (k> 0).
Daraus folgt|z(*) — z*|| < p fur alle & > 0 und die Folgg=*)) konvergiert gegen*.
Zum Beweis der Eindeutigkeit in der Umgebubrg),,(+*) um z* mit Radius2/w benutzen wir
nochmals (1.9).
Seiz™ € Uy, (z*) eine weitere Losung, als(z™) = 0 und|[z* — 2™ < 2/w.
Einsetzen in (1.9) liefert

e — | = HJ%*)(O—O—J—1<w*><w**—x*))u
w kk * £33 *
< e =t o — o).
~———

<1
dies ist aber nur moglich, falls™ = z*. O
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Bemerkung 1.4.7 (Merkregel) DasNewtonVerfahren konvergiert lokal quadratisch.

Bemerkung 1.4.8 (Konvergenztest)Als Néherung an den Fehlgr. — (k) || verwenden wir den
Term ||~ (") f(2®)|| (= |T (") (f(x) — f(=*))|]). Da man erwartet, dass der Fehler
monoton fallt, d.h.||z — z*+V|| < ||z — z®)|| gilt, testet man dieses fiir jedésdurch den
naturlichen Monotonietest, d.h.

177 @) f* DY <G| T @R f®)| sei erfillt fiir eind < 1. (1.10)
Im Newton-Verfahren berechnen wir ztF),
J(@®)s® = — r(®) undz*+D = 2B 4 5K,

Somit ist der Ausdruck — (z(*)) f (z(¥)) auf der rechten Seite if1.10) gleich dem Negativen der
Newton-Korrekturs'¥), die sowieso berechnet werden muss. Zusatzlich muss‘hyrdefiniert
durch

J®)h = ),

bestimmt werden. Theoretische Untersuchungen und nurherBxperimente lieferh= 1/2 als
eine gute Wahl. Falls deratirliche Monotonietest, d.h.

_ 1
50 < S11s@]

flr eink verletzt ist, so ist daslewtonVerfahren abzubrechen und es bleibt nichts Anderes [ibrig
als einen (hoffentlich) besseren Startwert zu finden.

Bemerkung 1.4.9 (ampfung des Newtonverfahrens)Eine Mdoglichkeit die Konvergenz des
Newton-Verfahrens zu retten, ist haufig eine Dampfungeinfebrm

2FHD = 20—\ s fur A, € (0,1].

Fir eine einfache Dampfungsstrategie kbnnen wir demfifangsparamete;, derart wahlen, so
dass der natiirliche Monotonietest flie= 1 — \.,/2 erfiillt ist, d.h.
Ak

“F/(x(k))_lF(x(k) + )\ks(k))” < (1 o 7) ”F/(x(k))_lF(l'(k))H .

Dabei wahlen wii;, aus einer endlichen Folde, 3, 1, ..., Amin } Und brechen ggf. das Verfahren
ab, falls\; < Amin notwendig wéare. Wak,, erfolgreich, so zeigt die Praxis, dass es effizienter

ist, mit \,.1 = min{1,2\;} fortzufahren anstatt wieder m\;,,, = 1 anzufangen. War der
Monotonietest mib, verletzt, so testet man erneut mjt/2.

MATLAB -Funktion: Newton.m

1 function [u,nit] = newton(u,F,DF,tol,maxit,param)
2 Fu = F(u,param);

3 DFu = DF(u,param);

4 s = -DFu\Fu;

5 lam = 1;

6 tmp = nax(toltol *nor n(s));

7 nit = 0;

whil e norn(s) > tmp && nit <= maxit
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9 nit = nit + 1;

10 u old = u;

11 lam = i n(1,2 *lam);

12 for k=1:30

13 u=uuold + lam = s; % Daempfung mit Parameter lam
14 Fu = F(u,param);

15 i f nor m(DFu\Fu) <= (1-lam/2) * norm(s)

16 br eak % Abbruch der for-Schleife, falls
17 end % Konvergenztest erfuellt

18 lam = lam/2; % lam noch zu grol3 --> halbieren
19 end

20 DFu = DF(u,param);

21 s = -DFu\Fu;

22 end

Beispiel 1.4.10 (Extremalstellen der Rosenbrock-Funktio) Es gilt fur

n—1
f(z) = Z (1= 2:)® +100(zi41 — 27)%]  (x €R)
i=1
aus Beispiel 1.0.3, dass die Jacobi-Matfix= A(z) := J;(x) folgende Eintrage enthalt
ai; = 2+ 120027 — 40029
ajj = 2024120023 —400z;11 (j=2,...,n—1)
ann = 200
aji+1 = Q5415 = —4001’]' (] = 1, ey — 1)

a = 0 (j—k=2).

MATLAB -Funktion: rosenbrock.m

function value = rosenbrock(x,param)
n = size(xl);
value(2:n,1) = 200 * (x(2: end)-x(1: end-1)."2);
value(1:n-1,1) = value(l:n-1,1) - 2 *(1-x(1: end-1)) ...
- 400 *x(1: end-1). *(x(2: end)-x(1: end-1)."2);

g b~ WON B

MATLAB -Funktion: D _rosenbrock.m

function D = D_rosenbrock(x,param)

n = size(xl);

do(2:n,1) = 200;

do(1:n-1) = dO(1:n-1) + 2 + 1200 *X(1:n-1)."2-400 *X(2:n);
dml = -400 *x;

dpl = -400 =*x([1,1:n-1]);

D = spdi ags([dm1,d0,dp1],[-1 O 1],n,n);

N o 0o WN P
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MATLAB -Beispiel:

Man kann z.B. neben dem glo->> n = 6;
balen Minimum (zy,...,z,) = >> X0 = [-1,ones(n-1,1)];
(1,...,1) mit dem Newton- >> [x,nit] = NewtonSimple(x0,@rosenbrock,

Verfahren ein weiteres lokales ~_ @D-rosenbrock,1e-10,100,[)

Minimum in der Umgebung von -0.98657497957099

(x1,22,...,2n) = (=1,1,...,1) 0.98339822883618
von f in Bsp. 1.0.3 finden. 0.97210667005309
0.94743743682644
0.89865118485173
0.80757395203542
nit =
5

Beispiel 1.4.11 (p-Laplace)im Folgenden betrachten wir dasLaplace Problem
Gegeben sei ein Gebigt c R (d € N) und1 < p < oc. Findeu € WyP(Q) := {u € L?|Vu €
(LP ()7, ulpo = 0} mit

div(|[Vu[P=2Vu) = f  im GebietQ,

w = 0  aufdem Rand := 99, (1.11)

wobeidiv den Divergenzoperatdr bezeichne.
Die Losung deg-Laplace-Problems (1.11) ist der Minimierer des Energikfionals

J(u) ::/Q%|Vu|p — fudx

uber alle Funktionen aus dem Sob@l@aumW&’p(Q). Im Mehrdimensionalen ist dieses Pro-
blem im Allgemeinen nicht analytisch zu losen. Fir denZsg&ll p = 2, welches auf ein li-
neares Problem flhrt, spricht man einfach vom Laplacé&Bm. Dasp-Laplace-Problem ist ein
typisches Beispiel fur eine grol3e Klasse von nichtlinedeblemen.

Ohne jetzt auf die funktionalanalytischen Grundlagen wieghen, beschranken wir uns kurzer
Hand auf die Approximation von durch eine stiickweise lineare Funktiog und den eindimen-
sionalen Fall¢ = 1), um die Darstellung tbersichtlich zu halten.

Gegeben seN € N. Es seir; = —1 + 2 (i = 1,...,N), h; := x; — ;1 und

% ,fallsz € [mi_l,xi],
pi(x) = ﬁ Jallsz € (x4, zi41], (1.12)
0 , sonst

definiert sogenante stiickweise linebgtfunktionen . Man beachte, dags (z;) = J;; gilt, wobei
d;; das Kronecker-Symbol sei.

Wir suchen nun furl < p < oo eine stickweise lineare Funktiany (z) := Ef\il ;i (x)
(diese erfullt per Definition die Randbedingungen(—1) = un (1) = 0), welche zu gegebenem
f:[-1,1] — R das Funktional

N 1
Tluy) = J(a) = / 1 %|u3v<w>|p ~ f(@)un() de

‘Firu = (ui,...,un) € CH(Q R™) seidiv(u) == 31", g;:
®Sergei Lvovich Sobolev, 1908 - 1989
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minimiert, mita = (a, . .. o). Man beachtery ()| (4, , 2,) = My, (k-1 — ) und

WE

=2

=1

Y el —1 —1 —1
Z/ ’akhk+1 ak+1hk+1‘p = f(@)(arhyy ) — argahy ) de.
k=07 Tk

N Tk+1 1
/ Haiei(a) P = asf (@)ei(a) da

k

=
i

0

Ohne es zu beweisen, gehen wir davon aus, dass die geswshieg. "

%J() 0 (j=1,...,n)

erfullt. Dies fuhrt zu dem nichtlinearen Gleichungssyst

F(a) = (Fi(a),...,Fx(a))" =0

0 0 o~ [T ~ _ _
Fla) = —J@)=— 3 / onhih, — ap b Ly P — F(@)(ophil, — apphil)) da

804,- Oai

k=i—1Y%k

= —|ai1h; = b P2 (o byt — ogh ) + By / f(z
1 1 p—2 1 —1 1 [
Hlouhi sy — ciprh g [P (ih — cipahi ) — hz+1/ f(@)dz.
x;

Fur f = 1 erhalten wir
-1 p_
u(z) :I)—<1—xpp1> l<p<oo (1.13)

bzw. furp = 2 gilt un (z;) = u(x;) (@ =0,..., N + 1)und furp = 3/2 lasst sich mitN'- = 20/

;1 _ 211p
u(z) —un(x) = pT (1 - |m|(2_p)/(p_1)) (1.14)

zeigen.

Aufgabe 1.4.12Man zeige (1.13) und (1.14).

Gilt f = 1, so lasst sichF’(«) exakt bestimmen, was in der Matlab-Routii2zem realisiert ist.

Die Berechnung der Funktionalmatrg%%J(a) istin der Matlab-Routind®f2.m umgesetzt.

MATLAB -Funktionen: f2.m und Df2.m

1 function Fu = f2(u,param)

2 % Aufstellen des Vektors Fu

3 h = 1/param.M;

4 u = [0;u;0];

5 Fu=zeros(2 *param.M+1,1);

6 for j =12 »param.M

7 stima = ([1 -1;-1 1] *Uu([j,j+1]))/h"2;

8 fac = (u([j,j+1]y * stima)”™((param.p-2)/2);
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Fu([j,j+1)=Fu([j,j+1])+h *fac *stima;
end
for j=1:2 *param.M
Fuij+1)=Fu(l.j+1])-h/2;
end
Fu([1, end])=[};

function DFu = Df2(u,param)
% Aufstellen der Jacobimatrix
h = 1/param.M; u = [O;u;0];
DFu=spar se(2 » param.M+1,2 *param.M+1);
for j = 1:2 xparam.M
stima = [1 -1;-1 1]/h"2;

fac = (param.p-1) * (u([j,j+1]) *stima * u([j,j+1]))"((param.p-2)/2);
DFu([j,j+1].0.j+1)=DFu(fj,j+1].[,j+1])+h *fac * stima;
end

DFu = DFu(2:2 *param.M,2:2 *param.M);

MATLAB -Beispiel:

Man kann z.B. dasp-Laplace- >> M = 8;
Problem naherungsweise mit dem?> p = 1.2;
u

folgenden Befehlen bestimmen. ~ >> U0 = (1-linspace(-1,1,2 *M+1).°2)’;
>> uo([Lend)) = [i

>> u = Newton(u0,@f2,@Df2,1e-12,...
100,struct('M’,M, p’,p));
>> xi = linspace(-1,1,2 * M+1);
>> plot(xi,[0;u;0],’- *");
Furp — 1 oderp — oo nimmt die Nichtlinearitat immer starker zu, so lieferBzdie Routine
NewtonSimple fir p = 1.2 und M = 8 schon keine Konvergenz mehr, jedoch die Routine
Newton mit Schrittweitensteuerung und modifiziertem Abbrucldaim.

0.14

012

0.1r

0.08

0.06

0.04-

I I I I I I I I I
-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

Abb. 1.7: Naherungsweise Losung gekaplace-Problems mji = 1.2 und N = 15.
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1.5 Das BroydenrVERFAHREN

DasNewtonVerfahren, wie wir es bisher diskutiert haben, hat aufgre@iner quadratischen Kon-
vergenz eine grofRe Bedeutung, besitzt aber auch einigetéilacttiner davon ist, dass in jeder
Iteration dieJacobiMatrix bendtigt wird. In vielen Beispielen sind die anédghen Ableitungen
jedoch nicht bekannt.

Das aufBroyde® zuriickgehende QuablewtonVerfahren ist ein Kompromiss zwischen Neube-
rechnung dedacobiMatrix in jedem lterationsschritt (analog zuNewtorVerfahren) und der
Verwendung einer festen Matrix im Lauf der gesamten lteratAusgehend von einer Naherung
an dieJacobiMatrix werden die Matrizen in jedem Schritt so aktualisidass sie moglichst ahnli-
che Abbildungseigenschaften aufweisen wie die exakte tiamddmatrix. Gleichzeitig achtet man
darauf, dass diese Aktualisierung moglichst wenig zlisiien Rechenaufwand erfordert. Sie er-
folgt daher mittels Rand-Korrekturmatrizen, die sich aus Termen berechnen laskemhnehin
wahrend der lteration bestimmt werden mussen.
Die Naherungen an digacobiMatrizen seien mi3; bezeichnet. Dann wird irk-ten Schritt des
Broyden-Verfahrens

Bips®) = — f(z®) (1.15)

berechnet, wobei*+1) = z(*) 4+ (%) sei. Im Eindimensionalen liefert das Sekantenverfahren zu
zwei gegebenen Werteri— Y undz(©) iterativ die Steigung der Sekante durch

_ f®) - fet)
Bk = = 50D

(k > 0) (1.16)

und daraus eine weitere Naherurl§™ anz mittels
2041) — g8 _ g1 (50,
Die formale Verallgemeinerung der Sekanten-BedinguntgjlanB,, lautet
Bys® 1 = f(@®) — fa¥D) = 6.

Die Bedingung genugt jedoch nicht, ubj € R™*" eindeutig zu bestimmen. Daher versucht man
fur k > n die letzten gewonnenen Informationen zu nutzen, so Bad% > n) eine Losung der
folgenden Menge von Systemen

Bp(z® —2*=y = f(2®) — f(a*=) (j=1,...,n) (1.17)

ist. Da im Allgemeinen die Vektoren*=7) ... 2(*) nicht linear unabhangig sind, fordern wir
zusatzlich, dass die Differenz zwischen den linearen éxiprationen vory (z(*=1) und f (z(*)),
namlich

di = f(z™) + By(a — ™) — (f(fﬂ(k_l)) + B (2 — Cﬂ(k_l))) : (1.18)

in der euklidischen Norm minimiert wird. Setzen wie= 1 in (1.17) so wird (1.18) zu
dp = (By — By—y)(w — ak71), (1.19)

Zerlegt man den Vektar — z(*~Y in der Form

x— kD =gk o

®Broyden, Charles George (1933 -)
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mit a € R undr?s*~1) = 0, dann erhalt man aus (1.19)
dy, = a(By — By—1)s* ™V + (B, — By_1)r . (1.20)

Da(Bj,—Biy_1)s*~ Y = 5, — By_1s*~1) gilt, ist somit der erste Term in (1.20) unabhangig von
By, und es bleibt nur der zweite Term in (1.20) zu minimieren. Mggrix By, die (By — Bi_1)r
minimiert fiir aller, die orthogonal zw*~1) sind, unter der Restriktion, dass (1.17) gilt, kann
rekursiv mittels des Rang-1-Updates vBp_{

(6fx — Bk—13(k_1)) (sth=hT
(sr—1)T 5(k=1)

B, =Bp_1+ (1.21)
berechnet werden. Die Methode (1.15) mit der Wahl (1.213&ls Broyden-Verfahren bezeich-
net. Zur Initialisierung setzt mal, = J;(xo) oder eine geeignete Approximation z.B. mittels
Differenzenquotienten, d.iBy):; ~ (fi(zo + he;) — fi(z0))/h.

Bemerkung 1.5.1 Ist eine QR-Zerlegung vonB, < R"™*"™ gegeben, so lalt sich dieR-
Zerlegung vonB,. (k > 0) aus derQQ R-Zerlegung vonBy,_1 (wie wir in Numerik 1 gezeigt
haben) mitO(n?) bestimmen.

MATLAB -Funktion: Broyden.m

function [xnit] = Broyden(x,f,B,tol,maxit,param)
fx = f(x,param);
fx1 = zeros(si ze(fx));
nit = 0; err = inf;
whi I e nit < maxit && err > tol
s = - B\ix;
X = X + s
err = norn(s);
i f err > tol
fx1 = f(x,param);
B=B+ 1/ *s) » fx1 =* s
end
fx = fx1,
nit = nit +1;
end

© 00 N O O WN P

I T e
g D W N RO

Unter Verwendung des Broyden-Verfahrens losen wir daktimeare Problem aus Bsp. 1.0.3
fur n = 6. Diese Methode konvergiert in 18 Iterationen verglichehden 5 Iterationen, die das
Newton-Verfahren erforderte bei gleichem Startwegrt= (—1,1,...,1,)". Die Matrix By wurde
gleich der Jacobi-Matrix im Punkty gesetzt. Abbildung 1.5 zeigt das Verhalten der Euklidische
Norm des Fehlers beider Methoden.
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Abb. 1.8: Euklidische Norm des Fehlers fir das Broyden- Meavton-Verfahren im Fall des
nichtlinearen Problems aus Bsp. 1.0.3 k= 6.
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ORTHOGONALPOLYNOME UND
GAUSS-QUADRATUR

Motivation Bei vielen Problemen der Mathematik lasst sich eine Lgdwaw. eine Losungsfunk-
tion beziglich sog. speziellen Funktionen entwickel sich dann durch ganz spezielle, dem
Problem angemessene Eigenschaften auszeichnen. Beisigiglir sind etwa

(i) TschebyscheftPolynome (siehe Kapitel iiber Interpolation),
(ii) Legendré-Polynome (siehe Kapitel iber Quadratur).

Diese Funktionen zeichnen sich insbesondere durch ihf@o@uhalitat aus.

2.1 ALLGEMEINE CHARAKTERISTIKA

Definition 2.1.1 (Skalarprodukt) Es seiV ein reeller Vektorraum. Ei@kalarprodukt (oder in-
neres Produkt) auf V ist eine symmetrische positiv definite@&rform(-,-): V. x V — R, d.h.
furz, y, z € V unda, 8 € R gelten die folgenden Bedingungen:

I.) positive Definitheit
(x,z) >0, wund(z,xz) =0 genau dann, wenn= 0,
ii.) Symmetrie
(z,y) = (y,2),
iii.) Bilinearitat
(ax + By, z) = oz, 2) + B(y, 2) -

Satz 2.1.2 (Cauchy-Schwarsche-Ungleichundgs seiV’ ein reeller Vektorraum(:,-): VxV —
R ein Skalarproduktauf V. Dann gilt

(z,y) < V(z,2)V/(y,9) -

Beweis.Der Fally = 0 ist trivial. Es bleibt also der Falj # 0 und damit(y,y) # 0. Fur jedes
a € Rgilt
0< (z—ay,z—ay) = (z,2) = 20(x,y) + *(y,y) -

Wahlt man nun speziell := (x,y)/(y,y), S0 ergibt sich

(z,y)?
0< (z,x) — ,
= (@2) (v,9)
also
(z,9)” < (,2)(y,y).
Nun liefert Ziehen der Quadratwurzel die Behauptung. O

Tschebyscheff, Pafnuti Lwowitsch (1821-1894), aucrfiéby'sv, Chebyshev, Tschebyschow, Tschebyschew oder
Tschebyschev transkribiert
2| egendre, Adrien-Marie (1752-1833)
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Satz 2.1.3Es seiw € C(a,b), w(z) > 0 fur z € (a,b) eine positive Gewichtsfunktion. Dann ist

b
(£.9) == (f.0) = / w(z) f(#)g(x) du

fur f,g € Cla,b] ein Skalarprodukt.

Beweis. Die Aussage ergibt sich unmittelbar aus der Verifizierungogéannten Skalarproduktei-
genschaften aus der Linearen Algebra (Additivitat, Hoerotit, Symmetrie, positive Definitheit)
und wird deshalb an dieser Stelle ausgespatrt. O

Definition 2.1.4 (Orthogonalitat)) Wir bezeichnen zwei Funktionefi,g € Cfa,b] bzgl. des
Skalarprodukts-, -),, alsorthogonal, falls gilt:

(fag)w = 0.

Bemerkung 2.1.5 Im Folgenden setzen wir voraus, dass die durch das Skatarrinduzierte
Norm

g =1 ¢ llw:= v (29w

fur alle Polynomeg € P, (k € N) wohldefiniert und endlich ist. Somit existieren auch die
Momente

b
mg ::/ w(z)z® de,
da mit derCauchy-Schwarzschen-Ungleichunéplgt:

k k
| = (1, 2%) 0] < [[1f|wl|2"]lw < occ.

Beispiele 2.1.6Einige Beispiele von Gewichtsfunktionen seien hier gehadie ungewohnlich
genug sind, um numerische Techniken zu erfordern, abeaktipchen Anwendungen verwendet
werden.

o w(z) =x%log(1l/z) auf[0, 1] mita > 0.
Die Momenten;, = (r+a+1)~! sind alle endlich und die zugehorigen Orthogonalpolyno-
me werden verwendet, um Quadraturformeln zu konstruidremfegrale Uibefo, 1], deren
Integranden zwei Singularitaten bei Null haben, eine fitigaische und eine algebraische
(fallsa #0,1,2,...).

o w(z) = e ? undw(z) = e~*" auf[0, c (0 < ¢ < o).
Dies sind Laguerre bzw. Hermite-Gewichte auf einem endhcintervall. Die Momente
my, lassen sich durch die unvollstandige Gamma-Funkiign z) = [ t*~'e — t dt aus-
driicken, namlichny, = y(k + 1, ¢) bzw.my, = 3y(3(k — 1), ¢?). Beide Varianten finden
Anwendung bei der Gauss-Quadratur von Integralen in deekatdren Quantenmechanik.

Definition 2.1.7 (Orthogonalpolynome) Es sei(py.) eine Folge paarweise orthogonaler Polyno-
mepy, € Py, d.h.

(Pi>Pj)w = 6ij(Pi, Pi)w = 0 (2.1)

und exakt vom Grad, dann heil3en dig; Orthogonalpolynome Uiberla,b] bzgl. der Gewichts-
funktionw.
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Aufgabe 2.1.8 Man zeige, dass ein Polynom (z) = 2" +. .. € P,, genau dann ein orthogonales
Polynomn-ten Grades ist, wenn

/pi(w)w(x) dxr = min {/qi(w)w(x) dz : gn(z) = 2" + .. }

gilt.
Bemerkung 2.1.9 1. Dadiepy, ..., pr eine Basis deB) darstellen, folgt sofort

k-1

(Pr> Do = (Pr» Y ipi)s =0 fiiralleq € Pp_y . (2.2)
=0

2. Die Definition der Orthogonalpolynome (ilierl) ist keineswegs eindeutig. Eine mégliche
Standardisierung ist z.B.

k—1

pe(z) = 2F + a2+

d.h. der fihrende Koeffizient ist Eins.

Definition 2.1.10 (Monisches Polynom)ist der fiihrende Koeffizient eines Polynoms Eins, so be-

zeichnet man dieses atsonisch (oder auch normiert).

Satz 2.1.11Zu jedem positiv gewichteten Skalarprodykt),, gibt es eindeutig bestimmte mo-
nische Orthogonalpolynomg;, € P (d.h. mit fihrendem Koeffizienten Eins). Gilt ataich
(x Pk, Pj)w = (Pk, x pj)w fur j,k > 0, dann erfillen die Orthogonalpolynome die folgende Drei-
Term-Rekursion:

pi(z) = (g + 2)pr—1(x) + Wpr—2(x), k=1,2,... (2.3)
mitp_q := 0, pp := 1 und

g = (@Pr—1,Pk—1)w = (Pr—1,Pr—1)w (2.4)
y Y
(Ph—1,Pk—1)w (Pk—2,Pk—2)w

Bemerkung 2.1.12 Die Abbildung(f,g) := — f_ll f_ll f(2)g(y)log |x — y|dx dy ist zwar ein
Skalarprodukt auf der Menge der stetigen Funktionen, algezuhehoérigen Orthogonalpolyno-
me effilllen keine 3-Term-Rekursion. Symmetrielibenhegan zeigen sofort, dass fir< j + k
ungerade

(xja wk) =0
gilt. Mit Hilfe von Maple verifiziert man leicht durch mehidaes Anwenden der Anweisungen
J:=0;
k:=1;
-int(int(X7j *y'k *log((x-y)2)/2,x=-1..1),y=-1..1);

zu verschiedenep k > 0, dass gilt

(2 xk) _ 0 ,fallsO <k + j ungerade,
’ #£0 ,fallsO < k+ j gerade.

Wir definierenpy = 1, p1 = x und normieren weiterg;, so, dass der filhrende Koeffizient 1 ist.
Damit das Orthogonalpolynopy = 22 + ax + b € Py orthogonal zuw: ist, muss: = 0 gelten und
aus(pa, po) = 0 folgtb = —(z2,1)/(1,1). Man beachte, dass higs/9 —4/31og(2) = (z%,1) #
(z,z) =1 gilt und somit die Formel der 3-Term-Rekursi{3) nicht gilt.

Numerik II, 20. Juli 2012
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Beweis von Satz 2.1.1Man sieht unmittelbar, dags = 1 € Py gilt, den Rest der Behauptung
zeigen wir induktiv. Seien alspy, ..., p;—1 paarweise orthogonale Polynome mjte P; vom
Gradj und fuhrendem Koeffizienten gleich Eins. gt € P, ebenso normiert, dann folgt

pr(x) — xpr—1(z) istvom Grade< k — 1.

Da jedochpy, . .., pr_1 eine Orthogonalbasis vdh,_; bzgl. (-, -),, bilden, gilt

k-1
: Pk — TPk—-1,DPj
Pk — apr-1 = Y vp; Mit ;= ( Pl
= (Pjs Pj)ew

(Man setze die linke Gleichung if, p;),, fur ¢ = 0,...,k — 1 ein.) AuRerdem folgt aus der
Orthogonalitat vorp,, zupg, . .., pr_1

(@pr-1,0)w  (Pr—1,2Dj)w

(pjspj)e  (P5iDj)w

V=

Da das Produktp; als Linearkombination vopy,...,p;+1 € Pj11 geschrieben werden kann,
gilt somity; =0flrj+1 <k —1, d.h.

Yo=-...=%-3=0 bzw.esfolgt py —xpx_1 = Vk—2Pk—2 + Vk—1Pk—1-
Beachtet manpy,_o = pr_1 + ag_9pr_o + ... + agpo, SO folgt

(Pr—1,2Pk—2)w  (Pr—1,Pk—1)w

Ve—2 = — = -
(Pk—25Pk—2)w (Pk—25 Pk—2)w
und damit
 (@pr—1,Pr—1)w
Voo1 = —
(Pk—15DPk—1)w

O

Satz 2.1.13Es seienp;, (k = 0,1,2...) die Orthonormalpolynome bzgl. des Skalarprodukts
(+,")w- Dann gilt

\/,Bk+1ﬁk+1(x) = (Oék + x)ﬁk(w) — ,kak_l(x) k=0,1,2,... (25)
p-i(z) = 0, polx)=1/\/bo, (2.6)

wobei diea’s und 8’s durch(2.4) gegeben sind.

Definition 2.1.14 Wir definieren die unendlich-dimensionale, symmetrischmel @ridiagonale
Jacobi-Matrix

o VB 0
VB o VB
Joo = Joo (W) := VB az VB3
0

Die fiihrenden x n Untermatrix wird bezeichent mit
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Falls man die ersten Gleichungen in (2.5) in der Form

zpi(x) =/ Br Pr—1(x) + Prt1(x) + / Bry1 Pr+1(x) k=0,1,2,...,n—1 (2.7)
schreibt und
ﬁ(l‘) = (ﬁl(x)vﬁk(x)v cee Jan—l(m))T
definiert, dann lasst sich (2.7) wie folgt schreiben:
xp(x) = Jp(w)p(z) + \/Bn pn(z)en (2.8)
mite,, = (0,...,0,1)7.

Satz 2.1.15Die Nullstellenz™ (i = 1,...,n) vonp, (oderj,) sind die Nullstellen den x n-
Jacobi-Matrix.J,, (w) undﬁn(;nf.”)) sind die zugebrigen Eigenvektoren.

Bemerkung 2.1.16 Allgemeiner ist die Darstellung der Orthogonalpolynomelén Form
() = kpa" + ka4 (n=0,1,2...). (2.9)

Zusatzlich definieren wir
b
h(p) 1= o 1= / (@) (@)dr = a2 - (2.10)

Ubertragen wir nun die Drei-Term-Rekursion aus Satz 2.fiill®rthogonalpolynome mit fiihren-
dem Koeffizienten Eins auf die allgemeinere Fdm®), so erhalten wir folgendes Resultat:

Satz 2.1.17Zu jedem Skalarprodukf-,-),, gibt es eindeutig bestimmte Orthogonalpolynome
p, € P, mit fuhrendem Koeffizienteh,,. Diese Polynome diflen die folgende Drei-Term-
Rekursion:

pn(z) = (an + bp)pp—1 + cppp—2 (n=1,2,...), (2.11)
mitp_1 = 0, po = ko. Die Koeffizienten ergeben sich wie folgt:

Fon_
kn—l 7

% o ;7,—1) _ _knkn—2hn—1

b, =
k’n k?n_l k,zl_lhn—2

an:bn( n=23,..). (2.12)

Beweis.Die Behauptung folgt aus Satz 2.1.11 mit der DarstellungBermerkung 2.1.15. Sei
pn(z) = kpa" + ka1 + ... (n=0,1,2...), dann hap,(z) := p,(x)/k, fuhrenden Koeffi-
zienten Eins und Satz 2.1.11 liefert

Pr(x) = kp pp(z) = kn(ay + 2)pp—1(x) + knYnPn—2(z), n=1,2,... (2.13)
mitp_1:=0, pg := po/ko = 1und

(xﬁn—l ; Ijn—l)w
(ﬁn—l ) Ijn—l)w

Ay =

sowie

- _(ﬁn—hﬁn—l)w _ _1/1‘312@—1 (Pn—1,Pn—1)w _ _k72L—2 hn—1 (2.14)
" (ﬁn—27ﬁn—2)w 1/kr2L—2 (pn—2apn—2)w ]{;g_l hp—2 ' .

Man beachte

k/_ k/_ ]{7, )
oot = (2" 4 a2 ) =P (5 = ) Paot +a(a) mitg € P,
kn—l kf’n—l kn
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d.h. .
(wﬁn—hﬁn—l)w o k, kn—l

Qp = ——— - =0 . 2.15
(pn—17pn—1)w kn kn—l ( )
Somit ergibt sich mit (2.14)
k2—2 hn—l 1 knkn—2 hn—l
kn n_n— == _kn n n— = - n—
YnDn—2() R 2(z) I 2(7)
bzw. L
knxﬁn—l(m) = L = mpn—l(x)
n—1
und mit (2.15)
kn (K 1
kn nPn— = L= n— .
np l(x) kn—l <k7n kn—l) P l(x)
Die letzten drei Gleichungen mit (2.1) liefern dann die Bgftang. O

Bemerkung 2.1.18 Fiir Orthogonalpolynome gilt zur Angabe ggrdie sogRodrigues-Formel;
d.h. allep,, erfiillen die folgende explizite Formel

pule) = —— 2 L) (g(@)" )} neN, (2.16)

enw(z) dzm
wobei g(x) ein vonn unabhéngiges Polynom sei. Die Koeffizientgnergeben sich in einigen
wichtigen Fallen aus der Tabelle des nachfolgenden Bagspi

Beispiel 2.1.19In der nachfolgenden Tabelle werden einige, v.a. histbrischtige Polynom-
termep,,, ihre Gewichte und Standardisierungen sowie weitere alenfiigenschaften aufgelistet.
\ Wichtige Beispiele von Orthogonalpolynomen |

pn(z) Name a b w(z) Standard. b, én g(x)

P, () Legendre || —1 | 1 1 P,(1)=1 T (=2)"n! [ 1—2?

T () Tscheby | -1 | 1 | 1/vV1I—2a? To(1) =1 (ngO) (=2)"n! | 1 — 22

L, (z) Laguerre! 0 | e " kn = (—1)"/n! 1 1/n! x

H,(x) Hermite || —oo | oo e kp =27 V2" n! (=)™ 1

P ) | Jacobi | —1 | 1| (1—=) | P*P(1) = (vte) (—2)"n! | 1— 22
a,f> -1 (1 +2)P

Far die Jacobi-Polynome gilt

o (Pl — 2078+ DPn+a+1I(n+B+1)
e 2t at+p+1 nlT(nt+a+p+1)

Aufgabe 2.1.20 Mit Hilfe der Rodrigues-Formel zeige man, dass fur die Lrefye-Polynome gilt

0 fallsm #n

1
P, (x)P,(x)dx =
/_1 () Pa(@) { 2n2+1 fallsm =n.

(m,n € Np)

Bemerkung 2.1.21 Weiterhin gelten fir digdacobiPolynome folgende Eigenschaften:
(i) P () = Pu(a)

Rodrigues, Olinde (1794-1851)
“4Laguerre, Edmond Nicolas (1834-1886)
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(ZZ) PT(L—l/Z,—l/Z)(x) _ (n—5/2)Tn($) _ L(zn)Tn(ﬂj‘)

4" \n
(iii) (1—x?) (Pﬁa’ﬁ))” +(B—a—(a+pB+2)) (P,ﬁa’ﬁ))/ tnn+a+p+1)P" =0

Satz 2.1.22 (Christoffel-Darboux) Mit der fur Orthogonalpolynome zuvor einggirten Notati-
on(2.9), (2.10)gilt

S PP ) _ ke P (@)pa(y) — Pa(@)Pasi (v)

Beweis. Firn = 0 erhalt man die Identitat (2.17) durch Einsetzen ygfx) = ko undp; (z) =
kiz + Kk} und furn > 1 aus der Rekursionsformé.11). Aus dieser folgt namlich fun > 1
durch jeweiliges Einsetzen fipr, ¢

Pr+1(2)Pn(y) — Pn(®)pn+1(y)
= ((an-i-l + bn12)pn(T) + Cpa pn—l(w))pn(y)
— P (@) ((@ns1 4 brg1 )P (y) + g1 Pa-1(y))
= bpr1(z — Y)pn(@)pn(y) + cnt1 (pn—l(x)pn(y) - pn(x)pn—l(y))
Mit (2.12) erhalten wir firz # y (by+1 = kn+1/kn # 0 Nnach Voraussetzung)
1 ppga(2)pn(y) — pr(@)pnia (y)
bnt1 r—y
et Pn—1(@)Pn(y) — Pn(@)Pn—1(y)
bnt1 r—=y

= pu(®)pn(y) +

)

d.h.
kn ] pn—l—l(fﬂ)pn(y) - pn(‘r)pn—i-l(y)
kn+1 r—Y
o kn+1kn—1hnk7n pn(x)pn—l(y) B pn—l(x)pn(y)
= Pa@paly) + 75 p— (2.18)
- kn—lhn pn(w)pn—l(y) B pn—l(w)pn(y)
— () + P -

Gelte nun (2.17) fur eim — 1 > 0 dann schlie3en wir mit (2.18) aufwie folgt

ke ) pn—i—l(x)pn(y) - pn(x)pn-i-l(y)
kn-‘rl r—y
kn—1hn ) pn(w)pn—l(y) - pn—l(w)pn(y)
kn hn—l r—y

= DPn ($)pn (y) +

n—1
pi()pi(y)
= n n hn -
pn(@)pn(y) + ; .
Division durchh,, liefert dann die Behauptung. O

Bemerkung 2.1.23 Man beachte den Spezialfgll— x in Satz 2.1.21. Es gilt

“pia) ke pe(@)pn(y) — pu(@)pas1 (y)
250 T Ran Ty
kn (Pns1(@) = Prr1 (1)) Pr(Y) — Pri1(y) (Pn(z) — Pu(y))

= - lim
]{Tn+1 hn Yy—x r—yY
En

— P <pil+1(w)pn(x) - p;(x)pnﬂ(x)) )
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Damit gilt insbesondere fir Nullstelleti vonp,, 1

Py (o) () = Pt SR, (2.19)
n Z:0 T

Satz 2.1.24Es sew € C(a,b), w(z) > 0 (a < = < b) eine positive Gewichtsfunktiof, -)., das
zugelirige Skalarprodukt. Dann hat ein Orthogonalpolyngp(z) von echtem Grad genauk
einfache Nullstellen itia, b).

Beweis.Es seieney, .. ., z,, diem < k verschiedenen Nullstelleth < z; < b, an denerm;. sein
Vorzeichen wechselt. Das Polynom

q(z):=(r—x1) ... - (x — )

wechselt dann an den gleichen Stellen sein Vorzeichenssatle Funktionu(z)py(x)q(z) ihr
Vorzeichen in(a, b) nicht andert§(x) ist eine positive Gewichtsfunktion) und daher gilt

b
(¢, Pr)w = / w(z)q(x)pg(z) dx # 0.

Da jedochp;, auf allen Polynomen au®,_; senkrecht steht, folgt unmittelbar: grad= m > k
und damit die Behauptung. O

Satz 2.1.25Es seiw € C(a, b) eine positive Gewichtsfunktion aif, b) und (p) eine Folge von
Orthogonalpolynomen bzgl. des Skalarprodukis),,. Des Weiteren set € Nundz; < ... <

x,, die Nullstellen vorp,,(z). Dann existieren (vom abhangige) eindeutig bestimmte Gewichte
wi,...,w, € Ry, sodass gilt:

b
/ w(@)g(z)dr =wiq(x1) + ...+ wpq(x,) furalleq € Py, . (2.20)

Bemerkung 2.1.26 Diese Art der Integralberechnung wird als Gauf3-Quadragaeichnet.

Beweis zu Satz 2.1.2£&s seip,, das bis auf Vielfachheit eindeutig bestimmte Orthogonigpam
bzgl. (-,-)., vom echten Gracd. Dann existiert zu jedem € Py, _; die eindeutige Darstellung
q = @pn + 1 mit ¢,¢p € P,_;. Das Ausnutzen der Orthogonalitat vém,, z*), = 0 fur k =
0,...,n —1liefert

b b

/abw(w)Q(w)dx:/abw(x)cp(w)pn(w)dx—k/ w(x)zp(x)dx:/ w(@)p(z)de.  (2.21)

a a

SeienL;(x),..., Ly(z) € P,,_; die LagrangePolynome

Li(w) = [[ —2L €Puy kefl,...,n}

(vgl. hierzu Kapitel 3, Interpolation) zu, ..., x,. Man beachte die Eigenschdli,(z;) = d;x,
wobeid;;, das Kronecker-Symbol ist. Es gilt dann folgende Darstellun

) = 3 () L)
i=1

und somit fur(2.21)
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Dies ist aber genau die Darstellu(®20) mit w; = ffw(m)Li(:U)dm, da an den Nullstellen von

pn Qilt g(z:) = (i) pa(zi) + Y(20) = Y (7).
Beweisen wir nun die Eindeutigkeit def. Dazu seienwy, . . . ,w, undwsy, ... ,w, zwei verschie-
dene Wahlen der Koeffizienten {2.20). Durch Differenzbildung erhalten wir also

O—ZT,Z)ZL'Z _wz

setzen wir nacheinanden(z) = Li(z) (k = 1,...,n), so folgt sofortw;, = wy, fur alle
kEe{l,...,n}.

Zuletzt mussen wir noch die Positivitat def nachweisen. Setzen wir dag(r) = L (z), dann
folgt mit w(z) > 0 (z € (a,b)) und(2.20)

b n
0< / w(z)Li(z)dz = Zwi L (27) = wy
@ i=1

und damit die Behauptung. O

Satz 2.1.27Fur die Gewichtev;, (kK = 1,...,n) in Satz 2.1.24 gelten die Darstellungen

n12 -1
Wy = P 1 ( pl ) (k=1,...,n),

Ph(xk) pr—1(xk) k

wobeiz; die Nullstellen vorp,, seien.

Beweis.Es seix, k € {1,...,n}, eine Nullstelle vorp,,. Dann gilt
x xXr) — x
lim Pn(2) = lim p—"( )~ Pu(@k) =pl ().
T T — Tk T—T T — Tk

Wir definieren

| pu(@)pp—i(x)/(x —x) fallsz e R\ {zx}
q(x) = { Pl (k) Pr1 (k) falls x = x,

Dag € Py, o, gilt

b n
/ w(x)q(z)de = w;q(r;) = wp q(ar) = wp P (xx) po1(zr) - (2.22)
a =1

Nutzen wir die Darstellung,,(z) = kfjl (x — z)pn—1(z) + (x — x)r(z) mit einemr € P,,_o,
S0 ergibt sich

[ e = [ o) (e )
n Pon—

b
o RO 223

Aus (2.22) und (2.23) erhalten wir die erste und daraus nii9)2die zweite Darstellung. O

Satz 2.1.28Zwischen zwei Nullstellen vgn,(z) liegt mindestens eine Nullstelle vpp,(z) mit
m > n.

Numerik II, 20. Juli 2012



32

Kapitel 2: Orthogonalpolynome und GauR-Quadratur

Beweis.Seienzy, . .., z,, die Nullstellen vorp,,, (z). Nach Satz 2.1.24 (vg(2.20)) gilt die Dar-
stellung

m b
Zwkpn(wk)q(xk) = / w(z)pp(z)g(x)dx =0, (2.24)
k=1 a

wobei wy, die positiven Gewichte bzgk; < ... < =z, darstellen und; € P,,_; ist. Wahlt

mang = 1, so sieht man, dass wegen > 0 (k = 1,...,n) die Folge{p,(z1),...,pn(zm)}
wenigstens einmal das Vorzeichen wechselt. Dies gescheR®lgenden zwischen; undz; .
Seinuné,, € (x;,zi41). Dann gilt mitg = x;, — £, und(2.24)

> wkpnl@) @k — &) =0,

k=1

d.h.p,(zr)(xr — &, ) wechselt sein Vorzeichen, jedoch nicht zwischgnund z; ;. Dies lasst
sich (n — 1)-mal fortfihren und somit zeigen, dass die Fo{ge,(z1),. .., pn(xm)} Mindestens
n-mal das Vorzeichen wechselt. Nach Satz 2.1.23phajetzt genaun einfache Nullstellen in
(a,b), d.h. die Folg€e{p,, (1), ..., pn(zm)} wechselt genau-mal das Vorzeichen. Somit gibt es
folglich n verschiedene Intervalle

Ty <T <xppy k=1,....n, 1< <00 < g Sm,

in denenp,, genau eine Nullstelle besitzt. Folglich liegt zwischen zWellstellen vonp,, mindes-
tens eine Nullstelle vop,,,. O

Zum Ende des Abschnitts beschaftigen wir uns mit der Fraggesich der Fehler zwischen ex-
akter Integration und Quadratur fir eine Klasse von Famen bestimmen lasst. Vorbereitend
benotigen wir jedoch noch den Mittelwertsatz der Integ@inung.

Satz 2.1.29 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Es seif : [a,b] — R stetig aufa, b], g sei
Riemann-integrierbar mig(z) > 0 (< 0) fur alle z € [a, b]. Dann gilt

b b
/ f(x)g(z) dox = f(g)/ g(z) dx  fur mindestens eif € [a, b].

Beweis. Nach Voraussetzung gijt(z) > 0 fur allez € [a, b]. Gilt ffg(a:) dx = 0,s0istg(x) =0
bis auf hochstens endlich viele Ausnahmengdiemann-integrierbar ung{z) > 0 (x € [a, b]).
Hieraus ergibt siclﬁ’ f(x)g(x) dx = 0 und somit die Behauptung.

Gelte nunffg(g:) dx # 0. Mit der Notation

I
S

m = 521{;1%)} f&) < flx) < ggﬁ?{i] f(6)

/ d;n</f d:U<M/

Mit dem Zwischenwertsatz folgt aufgrund der Stetigkeit orlass eirg € [a, b] existiert mit

folgt

2 f(x)g(x) da
f: g(x) dx

womit die Aussage bewiesen ware. O

f§) =
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Satz 2.1.30 (A. Markoff) Firr jede Funktionf € C?"[a,b] lasst sich der Approximationsfehler
der GauBQuadratur@,,[f] = > w; f (z;) ausdiicken durch

b n (2n)
/a w(z)f(z) dow — ;wif(l'i) = f(2n§!£) . (p”}cgn)w7

fur ein¢ € [a, b], wobeik,, der fuhrende Koeffizient desten Orthogonalpolynoms,, ist.

Beweis. Wir betrachten das Restglied fur di¢ermitelnterpolierendeh(x), welche die Werte
und Ableitungenf (z1), f'(z1),- .., f(xn), f'(x,) von f interpoliert (vgl. hierzu Satz 3.2.15 aus
Kapitel 3). Der Interpolationsfehler ergibt sich nach Sa& 11 aus selbigem Kapitel zu

£ (p(x))

o)l z € la,b], p(z) € (a,b).

flx) = h(@) =[] (@ —2))*
j=1

Nun sindz; die Nullstellen vonp,,(x) und p,, € P,. Da nach Voraussetzunig, der fuhrende
Koeffizient vonp,, ist, folgt (x — z1) - - - (z — zy,) = pn(x)/k, und somit auch

_Re) 1P (o))
(@) = h(e) = P g G

Nach Definition vom: hat f — h an den Stellen:; doppelte Nullstellen, so dass

p(z)

auf ganza, b] definiert und stetig ist. Da weiter(x)p2 (x) > 0 fur alle z € [a, b] gilt, lasst sich
der Mittelwertsatz der Integralrechnung (Satz 2.1.28)earen, d.h.

b b 2 (z (2n) z (2n) ns Pn)w .
/ w(z)(f(x) — h(w))dw/ w(x)p%(z )f (255)(' ) dx = f(anlf) (p kg ) mit & € [a,b].

Betrachtet man nuh € Py, mit h(z;) = f(x;) undh/(x;) = f(x;) (i = 1,...,n), so folgt
aus der Integrationseigenschaft GaulzQuadratur

b b n
[ @ f@de =3 wi(w) = [ w@)f@do =Y wih(z)
a . a i—1

’ (2n)
= /a w(z)(f(z) = h(x)) de = f(2n§!£) (pn}{gn)w’

womit die Behauptung bewiesen ware. O

Es folgen nun fur spezielle Orthogonalpolynome, namlisbhebyscheff-, Legendre- und Jacobi-
Polynome, Zusammenfassungen einiger ihrer Eigenschaften

2.2 TschebyschefPoOLYNOME

Die TschebyschefPolynomeT’, sind orthogonal beziglich des Skalarprodukts

_ [ @)
-1 1—1’2

(f>g)w :
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und werden standardisiert dur@h (1) = 1. Durch Einsetzen dieser Eigenschaft in die Formeln
von Satz 2.1.11 gewinnt man fiire R die folgende Drei-Term-Rekursion

[ To(x) =1, T1(x) =z, Tr(w) = 22T} 1(2) — Ty o(w), &k >2]

Die TschebyschefPolynome besitzen weiterhin die folgenden Eigenschaften

(i) Sie haben stets ganzzahlige Koeffizienten

(7

Der hochste Koeffizient voffi, ist a,, = 27!

(1i1) T, ist stets eine gerade Funktion, fallgerade, und eine ungerade, fallsingerade ist

)
)
)
) T
)
)

(iv) To(1) = L, Tn(=1) = (=1)"
(v) |Th(x)| < 1furx e [—1,1]
(vi) Die Nullstellen vonT,,(z) sind

Tk 1= COS <2k2_ 17r> , (k=1,...,n)

n

(vit)

cos(k - arccos(x)), lz] <1,
Ti(z) = cosh(k - Arccosh(z)), x>1,
(—1)* cosh(k - Arccosh(—z)), = < —1.

(viti) Die TschebyschefPolynome besitzen die globale Darstellung
T (z) = %((x FVE 1)+ (2 — Va2 —1)%), wobeiz € R,

(iz) |T,,(x)| nimmt seinen maximalen Wert im Interv@}l, 1] an den sogenannten
Tschebyscheiffbszissenz;, = cos( ) furk =0,...,nan, d.h.

k .
| T, ()| zlﬁwsz:cos(%) mitk=0,...,n

AbschlieRend mochten wir fiti = 0, ..., 5 die T,, explizit angeben und diese auch anhand der
nachfolgenden Grafik veranschaulichen:

To=1 T3 = 42> — 3z

Ty =z Ty =8z — 8% 4+ 1

Ty=222—1 Ty =162 — 202> + 5z

2.3 LegendrePOLYNOME

Die LegendrePolynomeP, € P, (n = 0,1,2,...) sind orthogonal beziiglich dgs*-Skalar-

produkts auf—1, 1], d.h.
1
(F9)i= [ F@g(o)is
—1
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Abb. 2.1: Tschebyscheff-Polynome, (n =0, ...,38).

und sind durch?, (1) = 1 standardisiert.

Die LegendrePolynome besitzen folgende Eigenschaften:

(7) Sie erfullen die Drei-Term-Rekursion
Py(x)=1, Pi(x) =z, (n+1)Pyy1(z) = 2n+ 1)aP,(x) — nP,_1(z), neN
(i) P,(1)=1,P,(-1)=(-1)" (n=0,1,2,...)
(i)

1
2
2 _ —
/_1Pn(x)dw— 1 (n=0,1,2,...) (2.25)

(iv) Fur Ableitung und Stammfunktion gilt

n(n+1) Poyi(z) — P ()

/
= > :
bzw. ., .
= —P,_ >1). .
[ et = g (P - Ps@) 1. @)
Im Folgenden sind, . . . , P5 explizit angegeben und in der nachfolgenden Grafik aufghret:
L. s
PQZl P3:§(51' —3%)
1
P =z Py = g(359c4 — 302% + 3)

1 1
Py 5(3952 1) Py= g(ﬁgxf’ — 702° + 152)
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Abb. 2.2: Legendre-Polynomg, (n =0, ...,38).

Aufgabe 2.3.1 (i) Man zeige furm > 1

2m(m+1 )

! 2 / m fa”S] =m — 1’

/_1(1 —2*)P, (x)Pj(z) dx = _% falls  — m 4+ 1,
0 sonst.

(i) Man beweise (2.26) mit Hilfe von i).

(i) Man zeige furi,j € Ny
2 fallsi < j undj + i ungerade,

1
. / =
/_1PZ($)PY($) d { 0  sonst.
(iv) Man beweise (2.27) mit Hilfe von iii).

(v) Man zeige fum € N

' _71 1'2— /.Z'
[ €t = s 0 = 1) Pia).

2.4 JacobrPOLYNOME

Die JacobiPonnomeP,ga’B) sind orthogonal beziiglich des durch die positive Gewfahtgion

(1 —2)*(1 +2)?(a > —1,3 > —1) auf dem Interval(—1, 1) induzierten Skalarprodukts

1
(f9)w :=/ (1 —2)*(1 + )P f(x)g(x) dz.

-1
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Somit sindLegendre und TschebyschefPolynome spezielldacobiPolynome (vgl. hierzu auch

Bemerkung 2.1.20), fur die wir im Folgenden eine Aussager idie Verteilung der Nullstellen
wiedergeben:

Satz 2.4.1 ([Sz])Seien|al, |3] < 1/2 undz, = cos 6, die Nullstellen vor?™? (z) in abstei-
gender Folge, d.h.

1>z >a0>...>x,>—-1;,0<0<b0<... <0, <.
Dann gilt
kE+(a+p—-1)/2 k
<O < ,
n+(a+6+1)/27T F n+(oz+ﬁ+l)/27T
und im Fallea = £ gilt

k=1,2,...

k+a/2—-1/4
n+a+1/2
wobei die Gleichheitifr « = 5 = —1/2 odera = 5 = 1/2 gilt.

0, > m k=1,2,...,[n/2],

Beweis. Wir verzichten an dieser Stelle auf die Wiedergabe einesd®s8 dieser Aussage und
verweisen auf [Sz]. O

2.5 NULLSTELLEN VON ORTHOGONALPOLYNOMEN
Wie in Satz 2.1.16 bewiesen wurde, erfullen die Orthogumighome folgende Drei-Term-
Rekursion mit den Startwertgn.; = 0, py € Py:

pn(w) = (an + bnx)pn—l + Cppn—2 (TL = 17 27 .. )
Schematisch dargestellt bedeutet dies:

aq 1

p1 = (a1 +b17)po <~ ———Po+ 7 P1=2TPo
by by
Co a9 1

p2 = (a2 +baw)p1 + c2po & =7 P0o— 7 "P1+ P2 =7Tp1
by by by
Cni1 Ay

Pn+1 = (an+1 + bn+1x)pn + Chr1Pn—1 & — La Pn—1 — i Pn = IPpn — 77— * Pn+1
bn+1 bn-‘rl bn+1

Aus dem Schema ist aber ersichtlich, dass wir obige Rekuesigh als folgendes lineares Glei-
chungssystem interpretieren konnen, d.h.

_a 1 0 0
b b po(®) po(®) 0
_¢c _a 1
ba b ba :
_¢c  _az 1
0 b3 b; b3 = + )
0 :
. . 1 : : 0
: . . b _ Pnt1(®)
0 . 0 —GCntl _ Ong1 pn(l') pn(l') byt 1
bnt1 bnt1 —_—
g ='p =:r
In Matrixschreibweise also
Ap=axp+r. (2.28)

Aus dieser Darstellung ergibt sich das folgende bemerkerteviResultat:
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Satz 2.5.1 (Nullstellen von Orthogonalpolynomen)Die Nullstellen vorp,, .1 sind genau die Ei-
genwerte von4, d.h. die lbsungen der Gleichundp = zp fur p # 0. Die Eigenvektoren zu
Eigenwertenry, (k = 1,...,n + 1) lauten bis auf ein Vielfache®y (), . . ., pn(z1)) 7.

Beweis.Der Beweis ist nicht sehr schwer und bleibt dem Leser als &hggiberlassen. O

Dap,, ausschief3lich reelle Nullstellen besitzt, liegt die Idebey dass sicH in eine symmetrische
Matrix mittels einerAhnlichkeitstransformation transformieren lasst. Diafachste Moglichkeit
ware eine Skalierung mit einer Diagonalmatrix.

Da die Orthogonalitat die Orthogonalpolynome nur bis dof\delfaches eindeutig bestimmt,
steht es uns fre, > 0 (k = 1,2,3,...) zu wahlen, zumal die Nullstellen der Orthogonalpo-
lynome davon nicht betroffen sind. Wegép > 0 folgt somit aush;, > 0 und (2.12)c; < 0
(k=2,3,...).

Satz 2.5.2Es seieru; € R,b; >0(j =1,...,n),¢; <0(j =2,...,n)und

_a 1
by b 0 0
_¢c _a 1
b b b
0 —& _a 1 :
A= b3 bs b3 e R™*", (2.29)
1
) ’ ’ bnfl
Cn _ an
O e O _E b’!L

Dann existiert eine Diagonalmatri® € R™*", so dassA := (@ij)ij=1 = DAD~! symmetrisch
ist, und es gilt

~ a; ~ ~ Ci 12
Qi = T Aji—1 = Aj—14 = % (2.30)
! b;""b;"4
und fir z = (x1,...,2,)" € R” ergibt sich

r=\|T1 bl,xg—,...,wn— .
\/|C2| \/|62-...'Cn|

Beweis. Allgemein gilt fur eine MatrixM/ = (m;;) € R™*" und eine DiagonalmatriD =
diag(dy, . ..,d,) € R™*", dass die Eintrage von

— . N d;
M = (mw) = l)]\fl)_1 die Form mi; = d_ZmZJ haben
J

Damit nunA symmetrisch ist, muss; ;_; = @;—1 ; gelten und somit

C; dz 1 di—l ) )
—— = d.h. d: =d;_ -
bidioy  bi—1 di ! il

b
bi—1lei]

(i=23,...,n+1) (2.31)

Dies erreichen wir nun z.B., indem wii = /b; setzen. Dann folgt mit (2.31)

d2_d1—_—7 3_d2—_——_—7 4_d3 - .
bilea| ez bales|  [e2| bales|  |eaes] bslea|  |eaczed

Allgemein folgt aus
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die Darstellung

by b,
di =di_ =
PR e er] T e Ck|

Bei dieser Wahl vorD gilt fur die Diagonaleintrag@;; (i = 1,...,n) der symmetrischen Tridia-
gonalmatrixA

o i i

(2 dz 2 T bl7

und fur die Nebendiagonaleintrage

1/2

P D —LM o2 e[ el —
i,0—1 — g i,0—1 i—1 — ’62 . c,-\l/z b, b1/2 - b1/2b1/2 = Wi—1,i -

i—1 ) i—1
Fur das Matrix-Vektorprodukt vo® mit einem Vektorz € R" gilt
Dx = diag(dl, . ,dn)w = (dl r1,do xo, ..., dy wn)

_ (ml by V2 xL)
) /—|C2|7 9 n |C2 ) Cn|

O

Wie wir spater sehen werden, lassen sich symmetrischen&egygprobleme numerisch besser
behandeln. Anstatt alséu = A\« zu analysieren, betrachten wir

DAD 'Du = \Du

d.h.

Al =\t
mit A := DAD~! und@ := Du. Unter dieseiAhnlichkeitstransformation bleiben also die Ei-
genwerte unverandert und fur die zugehorigen Eigeiorekt gilt, dass Eigenvektoremin Du
Ubergehen. Unter der im Beweis von Satz 2.5.2 verwend&hetiichkeitstransformation lauten
somit die Eigenvektoren zAT = AU zum Eigenwertz,, (k = 1,...,n) bis auf eine nichtver-
schwindende Konstantec R

p1(z)vVba pn_l(wk)x/E>
\/’CQ’ ' ’\/‘02'...'Cn’
Satz 2.5.3Es gelten die Voraussetzungen wie in Satz 2.5.2A18di durch(2.29)definiert. Des

Weiteren sei{ die Matrix, die spaltenweise die Eigenvekto@n= (uy1,...,ux,)’ zu den Ei-
genwertency, (k = 1,...,n) enthalt, d.h.

up =c (po bi,

AU = diag(zy, ..., z0)U.

Dann sind die Gewichte in Satz 2.1.24 gegeben durch

2

wp = (1,1) = (k=1,...,n), (2.32)
Uy, Uk
Beweis.Die Vektorenu, seien Vielfache der Eigenvektorén, (k = 1,...,n) mit der Eigen-
schaft, dass fir den ersten Eintrag jew&jls = po/b; gilt. SeiV = (v;|v3] - - - [0,,) die Matrix,
die spaltenweise die Eigenvektorgnenthalt undd = (wq, wo, ... ,wn)T der Vektor der gesuch-

ten Gewichte. Aufgrund der verwendeten Normierung steltenersten Zeile jeweilgg/b;.
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Nach Satz 2.1.24 integriert die gesuchte Quadraturforrain®me bis zum Gradn — 1 exakt,

d.h.
n b U
. ) — _ (17170)0.; far q = po,
z;w]q(x]) = /a w(r)q(r)dr = { 0 fir g=pp, 1 <k <n.
j:

Damit folgt

> wipovbi (1,1),
iy /D
- > %pl(%:)\/ 2/ |e2] T 0 ' (2.33)
> Wibn—1(xj)\/by [lea .- el 0

Die Nullstellen vonp,, sind einfach nach Satz 2.1.23. Damit folgt aus Satz 2.54s dach die
Eigenwerte vonA einAfach sind. FUr Eigenvektoran, v,,, zu verschiedenen Eigenwertep, x,,
(k # m) gilt nun, daA symmetrisch ist

k= T Uf O = 0 ATy, = 0L AT 5, = 0L Ay = 24 0L D -

Somit gilt o, v, = 0 fur k& # m, d.h. Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigeemvert
stehen senkrecht aufeinander. Fir einen beliebigen gt v, ergibt sich unter Ausnutzung
von (2.33) und der eben gezeigten Orthogonalitat

T

poVb1

p1(a) VB povbi(1, 1),
EVALS O n

pebi(1,1), = ‘:2‘ . . =LVD=70F Zw,v,—wkvgvk
' ' i=1
Pr1(@r)Vbn 0

‘52'---'0'”‘

Berlicksichtigung der vorangegangenen Normierung,wl.bB= po\/b1y /U1, liefert das Ergeb-
nis. ]

Bemerkung 2.5.4 Sind die Momenten;, := f zF dx (k = 0,...,2n — 1) bekannt, so
lassen sich mit Satz 2.1.11 die Koeff:z:entep( 1 ..,n) und-; (j = 2,...,n) in der
Drei-Term-Rekursion
pn(l') = (an + m)pn—l(x) + 7npn—2(33)
mittels
(xpn—lapn—l)w . (pn—lypn—l)w
e Vo= ———————
(pn—lapn—l) (pn—2>pn—2)w

bestimmen. Denn gitiy,(z) = Y°_y Ajz7 (k > 0), so erhalt man fiir

k&
(Pr> Pr) W_ZZ)‘)‘ / gt dw:ZZAi)\j‘mHj

i=0 j=0 i=0 j=0

Ay — —

und

k k

(wpkypk)w - Z Z )\z)\j CMy4j+1 -

i=0 j=0

Setzt man nun die so berechneten Werte-; in die Tridiagonalmatrixﬁ mit den Eintragen
gegeben durcl{2.30) fir a; = «;, b; = 1 undc; = ~; ein, so sind die Quadraturstellen zur
Gewichtsfunktionv gerade die Eigenwerte vohund die Gewichte lassen sich mitt€’s32) aus
den zugehdrigen Eigenvektoren bestimmen.
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MATLAB -Funktion: GaussWeightsNodes.m

function [weights,nodes,kn] = GaussWeightsNodes(momente)
n = (| engt h(momente)+1)/2;
% Orth.polynome und Koeff. mit 3-Term-Rekursion bestimmen

% p k = ( x-aa_(k-1) ) * p_(k-1) - cc_(k-1) * p_(k-2)

h(1) = momente(); % h =(pk, pk)

hx(1) = momente(2); % hx = (x = pk, pk)

aa(l) = hx(1)/h(1);

p{l} = 1;

p{2} = [-aa(1):1];

for k = 3in % bestimme p_k mit 3-Term-Rekurs.
g = mult(p{k-1},p{k-1}); % berechne q = p_(k-1) * p_(k-1)
h(k-1) = integ(g,momente); % berechne int_ah omega *q dx
hx(k-1) = integ([0;q],momente); % berechne int_a’b omega *xxq dx
aa(k-1,1) = hx(k-1)/h(k-1); % bestimme Koeff. vor p_(k-1)
cc(k-1,1) = h(k-1)/h(k-2); % bestimme Koeff. vor p_(k-2)
g{k} = [O;pfk-1}] - aa(k-1) *[p{k-1}10] - cc(k-1) * [p{k-2},0;0];

en

i f length(aa)==1 % sym. Matrix A aufstellen
A = aa;

el se

A = full (spdiags([ sqrt(cc(2: end));0],aa, sqrt (cc)l,...
[(1 0 1],n-1,n-1));

end

[V,D] = eig(A); % Eigenwerte bestimmen

nodes = di ag(D); % Quad.-stellen sind Eigenw. von A

weights = zer os(n-1,1); % Quadraturgewichte sind skalierte

for k = 1in-1 % Skalarprodukte der Eigenvektoren
weights(k) = momente(1) * V(1,k)2 /I (V(,Kk) * V(:,k));

end

kn = integ(mult(p{n},p{n}),momente); % Koeffizient im Fehlerterm

% einige Unterfunktionen zur Behandlung der auftretenden P olynome

% Polynome miteinander multiplizieren
function p = mult(s,t)
p = zeros(length(s)+ | engt h(t)-1,1);
for j = 1: | engt h(s);
p(: | engt h(t)+-1) = p(: I engt h(t)+j-1) + s()) * t(0);
end
end
% Polynome addieren
function r = add(p,q)
if length(q) >= | ength(p)

r=q();

r(l: size(p,1)) = r(l: si ze(p,1)) + p();
el se

r = p();

r(l: size(q,1)) = r(1: si ze(q,1)) + q();
end

end
% Integral auswerten
function r = integ(p,momente)
r = (p()) *momente(1: | engt h(p))’;
end
end
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MATLAB -Funktion: GaussQuadratur.m

1 function [weights,nodes,kn] = QaussQuadratur(anz_Gewichte,typ)
2 N = 2 * anz_Gewichte+1;

3 switch typ

4 case ’'legendre’

5 momente = 2./(1:N); momente(2:2: end) = 0;

6 case 'tschebyscheff’

7 momente = [ pi ,0, pi/2];

8 for j= 2:anz_Gewichte

9 momente = [momente,0,momente( end) * (2 *j-1)/(2  *))];
10 end

11 case ’laguerre’

12 momente = factorial(0:N-1);

13 case ’'hermite’

14 momente = ganma((1:N)./2); momente(2:2: end) = 0;
15 case ’'log’

16 momente = (1./(1:N))."2;

17 otherwise

18 di sp(’Nur "legendre", "tschebyscheff", ’ -

19 "laguerre”, "hermite", "log" m oglich!” )
20 return

21 end

22 [weights,nodes,kn] = GaussWeightsNodes(momente);

23 end

MATLAB -Beispiel:

Man kann z.B. die Quadraturstellen>> [x,w,Kn] = GaussQuadratur(2,’log’)
und Gewichte zur Gewichtsfunkti- X =

on 0.7185
w(:L') _ —log(aj) Yo 0.2815
und n = 2 berechnen lassen, sie 0.1120
erfullen dann 0.6023
Kn =
1 0.0029
—/ log(x) f(x) dx
0

. £ (©)
= jzz:lef(xj) + WKH ;

mit Kn = (prnpn)w/k%-

Bemerkung 2.5.5 Umfangreiche Tabellen von Stitzstellen und Gewichtenersachiedenen Ge-

wichtsfunktionen findet man z.B. in [AS] und [St].
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Tab. 2.1: Momente fur einige Standardfalle von Orthodpolgnomen

Name a b w(x) my = ffw(m)xk dx
[ 2/(k+1) fallsk gerade
Legendre | —1 | 1 1 e = { 0 falls & ungerade
135 k—1
_ 1 _ ) 7 =Sze fallskgerade
Tscheby. Ll 122 Mk { 0 falls k£ ungerade
Laguerre 0 | o e " my = k!
: 2 [ T(EH) falls k gerade
Hermite oo ¢ e = { 0 falls k ungerade
. 1-35-..k=1_ D(atl)
Jacobi 1 | a— e a)? | my = T Mot (3 falls k gerade
a=0F>-1 0 falls £ ungerade
,log" 0 |1 —log(x) my = 1/(k +1)?

Bemerkung 2.5.6 In hbheren Dimensionen hat man eine solche Theorie dep@utialpolynome
nicht, aus der man Quadraturformeln gewinnen koénnte. bligibt einem haufig nichts anderes
ubrig, als diese naherungsweise als Losung nichtlére@teichungen zu bestimmen.

2.6 RADAU- UND LOBATTO-FORMELN

Manchmal bietet es sich an, d

en Funktionswert an einem Raeido@iden Endpunkten mit in die

Quadraturformel einzubringen. Sei dies z.B. der linke Rateha. Wie ersetzem durchn + 1
in (??) und schreibe(t) = (¢t — a)w(t). Die optimale Formel erfullt nun

99
F(a) = (&~ a)(b— 2)o(e) + 1 f(a) + T2 f (b
bzw. fallsa <z < b
1 b—ux r—a

V) = g (10— ot @~ )
Es gelte

b n

[ p@) @ - a)b - awla)do = Y wine) (€ Par)

@ i=1

und , ,
mo—bia/w(w)dx ml—bia/ww(x)dw
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bx—a

b b b —x
/ f@)w(x)dr = / P(z)(x —a)(b—2)w(r)dr +f(a)/ I;_—aw(ac) dz + f(b) w(z) dzx

. b—a

= ) with(w) + f(a)(bmo —ma) + f(b)(m1 — am)
i=1

" 1 b—x; T; —a
— gy (@) - o - Fr )

=1
+f(a)(bmg —m1) + f(b)(m1 — amy)

n

=2 @ —a) b=z’ @

i=1

+f(a)<n Y m —m>
Z}(xi—a)(b—a) v

+/(b) (Z CEE T x“)’(b —y et m1>

=1
= > wi fmi) +wif(a) +wp f(b)
i=1

Diese Kronrod-Formel ist exakt fiff € Py, 3.
Fur den Fehlerterm gilt...

2.7 KRONRODFORMELN

Bei der praktischen Losung von Integrationsproblemerehdbaul3-Quadraturformeln den Nach-
teil, dass zwei Quadraturforme(®,,, und @,, mit m > n keine gemeinsamen Stitzstellen haben
(eventuell den Intervallmittelpunkt). Die Ubliche undiigiche Methode zur naherungsweisen Be-
stimmung des Quadraturfehlers, zwei Formeln mit vers@med Anzahl von Quadraturpunkten
auszuwerten und die Differenz als Fehlerabschatzungravevelen, ware hier nicht sehr effizient.
Zu viele Funktionsauswertungen mussten berechnet weBileser Nachteil kann durch eine na-
heliegende Vorgehensweise tiberwunden verwenden (ésst®@b publiziert von A. S. Kronrod).
Man gibt ahnlich wie bei der Konstruktion der Herleitung &adau- und Lobatto-Formeln die
Quadraturstellen voy,, vor und konstruiert eine Quadraturformel rf@t: + 1) Stellen, die den
groRtmoglichen Genauigkeitsgrad + 1 fur gerades: oder3n + 2 fur ungerades besitzt. Die
neuen Stutzstellen liegen im Inneren des Intervalls undi@redurch diex Quadarturstellen von
Q. getrennt. Laurie ([Calvetti]) zeigte 1997, dass sich diegBenung der Quadraturstellen (und
daraus dann auch die Quadraturgewichte) wiederum auf genigiertproblem zurtickfihren lasst.
Haufig sind die Quadraturstellen der ersten Quadratudbjedoch. Einen Algorithmus, der die
nochmalige Berechnung der ersten Quadraturstellen vdehevurde von Calvetti, Golub, Gragg
und Reichel [Calvetti] vorgestellt.

2.8 LINEARKOMBINATION VON ORTHOGONALPOLYNOMEN

Gegeben sei eine Linearkombination von Orthogonalpolygroater Form

N
Sn(x) = orpr(x),
k=0
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wobei allep, (x) einer Drei-Term-Rekursion der Forf®.11) mit den Startwertepg, p; gentigen.
Hierfur ergeben sich folgende Moglichkeiten zur Auswag einer Linearkombination von Or-
thogonalpolynomen, namlich Vorwarts- und Riuckwaisirsion.

2.8.1 Vorwartsrekursion

Eine naheliegende Berechnung der obigen Summe besteht slejgdem Schritt mit Hilfe von
(2.11) die Wertep,, zu berechnen, diese mit den zu multiplizieren und schlief3lich aufzuaddie-
ren. Wir fassen im Folgenden die Summe+ b,z zum Faktore;,, zusammen, d.h.

Pk = apPk—1 + bppr—2

Aus obigem Schema gewinnen wir folgenden Algorithmus far\érwartsrekursion:
Seienpg, p1 und sy := agpy + a1 p1 gegeben, dann gilt fik =2, ..., N:

Pk = QpPr—1 + bppr—2
Sk = Sk—1+ QkDk

Die Auswertung dep = (po, ..., pn) ist nun aquivalent der Auswertung des gestaffelten Glei-
chungssystems

Po

0 1 : : D1

—by —a, 1 ' B 0

_b3 —das 1 N :

0o ... by  — 1 0
On ay PN

=L =p

Die gegebene Linearkombinatidi)y ist also gerade das Skalarprodukt
N

SN = Zakpk = (a,p)(=a'p), mitLp=r.
k=0

2.8.2 Ruckwartsrekursion
Seiu Losung vonL” v = «, d.h.

Sy = (a,L_17“> = (L_Ta,r> = (u,r),

bzw. in der Matrixschreibweise

1 0 —b 0 o a0
I —ay —by :
1 —as
1 “by a
ay s
0 1 uN an

Als resultierenden Algorithmus erhalten wir:
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Es gelteuy 1 = unro = 0 sowieug := bous + g, dann erhalten wir fuk = N, N — 1,..., 1:
U = Qg Ugs1 + Dy Upg2 +

und Sy := ugpo + uip1.

Bemerkung 2.8.1 Wir wollen nun die beiden vorgestellten Algorithmen himdlich ihrer Opera-
tionen betrachten:

e \Vorwartsrekursionk = 2, ..., N jeweils5 Operationen un8é zu Beginn ergibb(N — 1) +
3 = 5N — 2 Operationen

e Riickwértsrekursionk = N, ... 1 f jeweils 4 Operationen un@ Operationen flit,y bzw.
3 Operationen voi$y im letzten Schritt ergeben insgesatiN + 5

Demzufolge spart man bei Verwendung der Rickwartsrédurs N Operationen, d.h. man ist
gegeniiber der Vorwartsrekursion um BlisProzent schneller.
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INTERPOLATION

Haufig sind in der Praxis z.B. durch Marktanalysen, tedim@aViessungen von einer Funktion nur
einzelne Punkte bekannt, aber keine analytische Bescimgitber Funktion, um sie an beliebigen
Stellen auswerten zu kdnnen. Kénnte man die diskretearDdiirch eine (eventuell glatte) Kurve
verbinden, so ware es moglich, die unbekannte Funktiodesndazwischenliegenden Stellen zu
schatzen. In anderen Fallen will man eine schwierig beebare Funktion naherungsweise durch
eine einfachere darstellen. Eine Interpolationsfunkkann diese Anforderung der Einfachheit
erfullen.

Interpolationsaufgabe: Eine gegebene Funktigh: I — R sei geeignet zu approximieren unter
der Vorgabe, dasg an diskreten (d.h. endlich vielen) Stutzstellen die gegeb Funktionswerte
annehmen soll.

Die Interpolation ist somit eine Art der Approximation. DAg@proximationsgute hangt vom An-
satz ab. Um sie zu schatzen, werden ZusatzinformationerofServations) tiber die Funktigh
bendtigt. Diese ergeben sich auch bei Unkenntnis fbidufig in naturlicher Weise: Beschrankt-
heit, Stetigkeit oder Differenzierbarkeit lassen sichfifgavoraussetzen.

Bei anderen Approximationsverfahren wie z. B. der Ausdjleigsrechnung wird nicht gefordert,
dass die Daten exakt wiedergegeben werden; das untersttade Verfahren von der Interpola-
tion.

Bemerkung 3.0.1 i) Ist man am gesamten Verlauf vgiinteressiert, so sollte man eine Inter-
polierndel f konstruieren, die sichmoéglichst wenig“ vonf unterscheidet.

ii) Dieselnterpolierende [ f sollte eine leicht berechenbare Funktion sein - hierfgnen sich

Polynome trigonometrische Funktionen, Exponentialfunktionen sowierationale Funk-
tionen.

3.1 KLASSISCHEPOLYNOM-INTERPOLATION

Gegeben seiefn+1) diskrete, paarweise verschiedestéitzstellenzy, . . . , =, und dazugehorige
beliebigeStutzwerte fy, ..., fn.

Gesucht ist nun ein Polynoii € P,, vom GradgradP < n, d.h.
P(x) =apz™ + ...+ a1z + ag mita, e R (v=0,...,n),
welches die Interpolationsbedingungen
P(z;)=f; (i=0,...,n) (3.2)

erfullt.

Die Frage nach der Existenz eines solchen Polynéts) fuhrt uns zu folgendem wichtigen
Resultat:

Satz 3.1.1 (Existenz und Eindeutigkeit der Polynominterptation) Zu beliebigen (n + 1)
Stitzstellen(z;, f;) (i = 0,...,n) mit paarweise verschiedenenigsstellenz, . . . , z,, existiert
genau ein Interpolationspolynoi € P,,, das §.1) erfullt und hochstens den Grad besitzt.
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Beweis. (Existenz:) Die Existenz des Interpolationspolynon®§x) zeigen wir auf konstrukti-
ve Art. Zu diesem Zweck betrachten wir zu den gegebenerzSélien die(n + 1) Lagrange-
Polynome

(=)
Li(z) = [[ —2%. (3.2)
izg (@i — )
J#i
Diese Polynome sind vom echten Grad n und besitzen offdfisitldie Eigenschaft
1 furi=k,

Demzufolge besitzt das Polynom
P(z) := Zn:fZLZ(w)
i=0
die geforderten Interpolationseigenschaften. Weged) gilt:
P(xy) = i:fiLi(xk) = Zn:fl-éz-k =fr (k=0,1,...,n).
=0 =0

Ferner ist als Linearkombination von Polynomen vom Gtadker Grad vonP kleiner oder glei-
chn.

(Eindeutigkeit:) Die Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms ergibt sigk folgt: Es seien
P(z) undQ(x) zwei Polynome jeweils vom Grad hochstens gleicmit

P(xy) = Qxr) = f (k=0,1,...,n). (3.4)

Aus dieser Eigenschaf8{) folgt, dassD(z) := P(z) — Q(z) ein Polynom vom Grad kleiner
oder gleichn ist mit den(n + 1) paarweise verschiedenen Nullstelleg, ..., z,. Nach dem
Fundamentalsatz der Algebra muss nun dbér) = 0 gelten, alsaP(x) = Q(x) sein. O

Bemerkung 3.1.2 Die Lagrange-Darstellung §.2) ist fur praktische Zwecke meist zu rechenauf-
wendig, sie eignet sich jedoch hervorragend fir theare¢ig-ragestellungen.

Eine alternative Basis zur Darstellung des Interpolappohgioms mit Lagrange-Polynomen bildet
die sogenanntenonomiale Basis{1,...,z"} vonP, d.h. wir schreiberP in folgender Koeffizi-
entendarstellung

P(z)=ap+ a1z + ...+ apz".

Bemerkung 3.1.3 (Vandermonde-Matrix) Die InterpolationsbedingungeR(x;) = f; lassen
sich nun als folgendes lineares Gleichungssystem auffasse

1 Zo x% e l’g ap f()

1 = w% N aq f1

1 2 n f
Ty T Ty an n

In Numerik | haben wir dies¥andermonde-Matrix schon kennengelernt und an dortiger Stelle
auch eine zunGaul3-Algorithmus alternative Méglichkeit angegeben um daaudehdrige linea-
re Gleichungssystem zu lésen (Aufwand fiir dieses sgeietfahrerbn? /2 + O(n)).

Bemerkung 3.1.4 Die Darstellung in monomialer Basis ist numerisch instabi sollt daher fiir
grof3en im Allgemeinen nicht verwendet werden.
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3.2 Hermite INTERPOLATION UND DIVIDIERTE DIFFERENZEN

Definition 3.2.1 Das nach Satz 3.1.1 eindeutig bestimmte Polyriofeildtinterpolationspoly-
nomvon f zu den paarweise verschiedenen Stitzstafien. . , x,, und wird mit

P = P(f|zo,...,xn)
bezeichnet.

Bemerkung 3.2.2 Ist man nur an der Auswertung des Interpolationspolynétremn einer Stelle
x Interessiert, so muss man dazu nicht dfsbestimmen, sondern kanf(z) durch rekursive
Berechnung effektiver (d.h vor allem effektiver beziiglides Aufwands) bestimmen. Motiviert
wir dies im Folgenden durch das Lemma visitken.

Lemma 3.2.3 (von Aitken) Fur das Interpolationspolynon® = P(f|zo,...,x,) gilt die Re-
kursionsformel

(xo — )P (flx1,...,zp)(x) — (zn, — 2)P(flzo,. .. xn_1)(x)
Tog — Tn

P(flzo,...,xn)(x) = . (3.5)

Hierbei gilt also insbesonder®(f|xx) = f(xk).

Beweis. Sei¢(z) definiert als der Term auf der rechten Seite von (3.5). Dang is P, und es
gilt:
Lo — Xi)J\Ti) = (Tn — T4)J Ty .
o) = T T @) = G =2 0) _ iy 21, ),

€Ty — Tp

Ebenso leicht folgt)(xg) = f(z¢) sowieg(x,,) = f(z,,) und daher obige Behauptung. O

Herleitung des Algorithmus von Aitken und Neville!

Wir definierenf; := f(z;) furi = 0,...,n. Man beachte hierbei
P(flzi) = fi, (i=0,...,n).
Fur festese vereinfachen wir die Notation weiterhin durch
Py = P(flzi—k, ... xi)(x), (1 >k).
Die Rekursion (3.5) schreibt sich nun

P - (330 - x)Pn,n—l - (xn - x)Pn—l,n—l
nn — )
Trog — Tp

oder allgemeiner fuP;; (i > k):

= (zi—k—TitTi—T)

——
P, (i — ) Pip—1— (i —x)Pi—1 g1
ik =
Ti—k — Ty
Ti— T
= Ppat+———(Pp—1—Pi1p-1).
Ti—k — Ty

INeville, Alexander Craig (1895-1967)
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Nach dem Schema vadxevillelasst sichP,,,, ausgehend von den Datefy(. ., f,) wie folgt be-
rechnen:

fo = Po
N
fi = Po — Pn
N
— Pn—2,n—2
N N\
fne1 = Phuo1o — — Poan2 — Puipa
N N N\ N
fn = Pn,O — Pn,l — Pn,n—2 — Pn,n—l — Pnn

Daraus gewinnen wir die folgende Rechenvorschrift:

Algorithmus 3.2.1: Aitken-Neville

P(3,0) = f(7)
P(j,k) = P(jk = 1) + 555 (PG k= 1) = PG = 1L,k =1)),  j>k
oder als Matlab-Routine (man beachte die Indexverschgbum P(f|xq,...,z,)(z) an einer

Stellex auszuwerten.

MATLAB -Funktion: AitkenNeville.m

function value = AitkenNeville(x,fx,x0)

% evaluate the Interpolation polynomial given
% by (x,fx) at the point x0

for k = 2: 1 engt h(fx)

for j = |ength(fx):-1:k
I;X(J') = () + (XO-x())(x()-x(-k+1)) * (fX()-fx(-1));
en
end

value = fx( end);
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MATLAB -Beispiel:

Testen wir das Aitken-Neville- >> x = linspace(0,1,5);
Verfahren anhand zweier Beispiele.>> AitkenNeville(x,x."2,2)
Zum einen werten wir das Interpo-2ans =
lationspolynom zuf(z) = 22 und

3 Stutzstellen an der Stelfeaus.

4

Zum anderen werten das Interpo->> x = linspace(0,1,5);
lationspolynom zuf(z) = sin(z) >> sart(3)/2 - AitkenNeville(x,sin(x),pi/3)
und 5 aquidistanten Stitzstellen inanNs =

0,1] an der Steller/3 aus. Man 4.387286117690792e-005
beachte, dassn(z) = v/3/2 gilt.

Bemerkung 3.2.4 Die rekursive Struktur des Algorithmus lasst sich auchudaiztzen, das ge-
samte Polynon®(f|x, ..., x,) zu bestimmen.

Dies gilt auch fir die verallgemeinerte Interpolationfgaibe, bei der neben den Funktionswer-
ten f(x;) auch die Ableitungen gegeben sind, der sogenartiégmite -Interpolation. Um diese
einzufiihren, bendtigen wir noch einige Notationen.

Notation Wir definieren die Folge\ := {z;},—¢,.. , mit
a=z0<x1<...<x, =0,

wobei Stitzstellen auch mehrfach auftreten konnen. &meiner Steller; einerseits der Funkti-
onswertf (z;) und andererseits die Ableitunggf(z;), ..., f*)(z;) gegeben, so salt; in obiger
Folge(k + 1)-mal auftreten.

Gleiche Knoten nummerieren wir hierbei mit
di :=max{j | z; = x;—;}
von links nach rechts durch; z.B.

wi‘ Lo =21 < Toa=x3=T4 <Ty5 < Tg
| 0 1 0 1 2 0 0

Fuhren wir nun mit diesen Abkiirzungen nachfolgende haesbbildung
pi i C™a,b] = R, pi(f) := fY9(x), (i=0,...,n)

ein, so lautet die Aufgabe détermite-Interpolation: Gegebep; (i = 0,...,n). FindeP € P,
mit

Die LosungP = P(f|xo,...,z,) € P, von (3.6) heillHermite-Interpolierende.

Satz 3.2.5 (Existenz und Eindeutigkeit)Zu jeder Funktionf € C™[a,b] und jeder monotonen
Folge
a=x0<x1<...<x,=0
von (i.Allg. nicht paarweise verschiedenen) Knoten gibg@sau ein Polynon® € P,, sodass
gilt:
,uZ(P) :,uz(f), (ZZO,,TL)
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Beweis. Die Abbildung
I Pp — Rn+17 P (:U‘O(P)v s 7:“%(P))

ist offensichtlich eine lineare Abbildung zwischen dent-1)-dimensionalen reellen Vektorraum-
enP, undR"*!, sodass aus der Injektivitat der Abbildung bereits digektivitat folgen wiirde
und damit der Satz bewiesen ware. Somit reicht es die ajektder linearen Abbildung zu zei-
gen.

Dau(P) = 0 gilt, folgt, dassP mindestengn + 1)-Nullstellen inklusive Vielfachheiten besitzt,
somit aber das Nullpolynom ist. Da fernéim P,, = dim R"+! = n+ 1, folgt daraus auch wieder
die Existenz. O

Definition 3.2.6 (Newton-Basis)Es seienxy, ... x,_1 € R und

i—1

wo:=1, wi(z):= H(m —zj) (wi €Py)
=0

Wir bezeichnenwy, . . . , w, alsNewton-Basis des Polynomraunis, mit Basiselementea;.

Bemerkung 3.2.7 Man beachte, dass bei der Definition der Newton-Basis wader@rdnung
der Punktex;, noch ,paarweise verschieden“ vorgeschrieben wurde. Je nach Muemmg,
erhalt man somit eine andere Newton-Basis. Dies ist beSdgbilitat der folgenden Verfahren
zu berticksichtigen.

Um nun das Verfahren der dividierten Differenzen herzateitmit dem sich die Hermite-
Interpolationsaufgabe effizient l1osen lasst, verwend@rdie Darstellung des Interpolationspo-
lynoms in der Newton-Basis, d.h.

n—1

P(x) = ap+ai(x—x9)+az(x—x0)(x —21) + ...+ ay H(;p — zj)

j=0
n
= Z a;wi(z),
i=0

wobei sich die unbekannten Koeffizienten . . ., a,, prinzipiell aus den Interpolationsbedingun-
gen

P(fL’O) = ag = f(wo)
P(x1) = ap+ai(z—xp) = f(x1)
f(x2)

P(wg) = ag—+ al(acg — wo) + CLQ(JCQ — wl)(xg — wo) =

sukzessive berechnen lassen (dieses LGS hat Linksdrgestktt!). Die Koeffizienter; nennt
mandividierte Differenzen.

Definition 3.2.8 Der fihrende Koeffizieni,, des Interpolationspolynoms

P(flxo,...,xn)(x) = apa™ + 12" P+ . 4 ayz + ao
von f zu den Knoternzy < x1 < ... < xz, hei3tn-te dividierte Differenz von f anxy,...,x,
und wird mit
[3307 ce 7$n]f = an

bezeichnet.
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Satz 3.2.9Fur jede Funktion £ C™(R) und Knotenzy < ... <z, € Rist

n

P(z) = Z[mo, cons ) f o wi(x)

=0

das Interpolationspolynor®( f|zo, . ..,x,) von f anxo, ..., z,.
Gilt dartiber hinausf € C"*1(R), so folgt:

f(z)=P(z)+ [z, ...y Tn, 2| f - wny1(x). (3.7)

Beweis. Wir zeigen die erste Behauptung durch Induktion nach N. Furn = 0 ist die Aussage
trivialerweise erfillt. Sei also im Folgenden> 0 und

n—1
P,_1:= P(flzo,...,xn-1) = Z[mo,...,xi]f - wj
i=0
das Interpolationspolynom vghan den Stitzstelleny, . . . , z,,_1. Damit erhalten wir fur
P, = P(f|xo,...,zn), dass
Py(z) = [zo,...,2n)f 2" 4 ap12" 1+ .. 4 ag

= [$07"'7$n]f'wn(x) +Qn—1($)
mit einem Polynon®),,_; € P, gilt. Nun erfullt aber
Qn—l = Pn — [:L'(], e ,ﬂi‘n]f *Wh

offensichtlich die Interpolationsaufgabe iy, . . ., x,,—1, sodass wir erhalten:
n—1
Qn-1=Por =Y [wo,. .., f - wi.
i=0
Dies beweist aber gerade die Aussage des Satzes. Insbeséridgenun, dass
Pn + [w07"' ,.Z'n,fL']f *Wn+1

die Funktionf an den Knoten, . .., z,, undz interpoliert und damit3.7). O

Aus den Eigenschaften determitelInterpolation lassen sich sofort folgende Aussagen dieer
dividierten Differenzen zy ableiten:

Lemma 3.2.10 4) Fur x; # x gilt die Rekursionsformel

alf = [0y s Ty ey T f — [TOy oo s Ty oy ) f
b n -

[I‘Q,...
T — Xj

)

wobei™ anzeigt, dass die entsprechendat&ttelle weggelassen wird ('seinen Hut nehmen
muss’)

i1) Fur zusammenfallende Knotep = ... = x,, gilt

[20, .. ] f = ) (x0)/n!
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Beweis. Fir dasHermiteInterpolationspolynom gilt mit; # zy:

[:BOwwfi,---,xn}f$n71+Pn72

i—x) P ey Thy ooy py) —(x)p — )P B A
P(Flao, . am) = (@i = 2) P(fl20, -, Tk -, Tn) —(@k = 2)P(fl@0, -, Ty, )
;i — Tk
) (3.8)
was sich durciJberprifen der Interpolationseigenschatft zeigen lasgels Einsetzen der Defi-
nitionen. Aus der Eindeutigkeit des fuhrenden Koeffizéentolgt aug3.8) unmittelbar Behaupt-
ungs). Stimmen dagegen alle Knoteq, . . . , z,, Uberein, so ist das Interpolationspolynom

P(flaos . an)(a) = S L ()

|
=

wie man durch Einsetzen ji; (vgl. oben) leicht einsieht. Sei nun< k < n, dann folgt:

El(x — x0)?
(k+1)!

Somit gilt auchii). O

El(x — z9)™~

k
pur(P) = f8) () + FED (o) + ..+ £ (o).

n!

Satz 3.2.11Es seif € C"[a,b], f™+1) () existiere @ir alle = € (a, b); weiterhin gelten < z <
1 < ... <z, <b.Dann qilt:

10) = Pl ) = EEEEE g, @

wobeimin{z, o, ..., z,} < & < max{z, zg,...,x,} ist.

Beweis.Nach Konstruktion vonP,(f|xo,...,x,) Qi P.(flzo,...,zn) = flxg) (K =

0,1,...,n). Es sei nune fest und dabei ungleichy, 1, . . ., z,,. Ferner sei
(x—x0) ... (. — )

Nun betrachten wir die Funktion

W(t) = f(t) — Pu(flzo, ..., xn)(t) — (t —x0) - ...+ (t — 2p) K (2). (3.11)

Die FunktionW (¢) verschwindet also an den Stellen- z,...,t = z;,, und durch(3.10) auch
an der Stellee = z. Nach dem verallgemeinerten Satz vBolle? verschwindet die Funktion
W+ (t) an einer Stellg mit min{z, zg,...,z,} < & < max{z,zq,...,z,}. Das(n + 1)-
fache Differenzieren vor3.11) liefert

Wt () = fOD (@) — (n + 1)K (@),
sodass qilt:
0=wH(g) = fOE) — (n+ 1)K ().
Damit erhalten wir aber unmittelbar

K(@) = om0 (312)

Nach Einsetzen vo(3.12) in (3.11) erhalten wir die Behauptung fiir= z, dax Nullstelle von
W ist. O

’Rolle, Michel (1652-1719)
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Bemerkung 3.2.12 Im Beweis zum Approximationsfehler (vgl. Saitz(3.9)) haben wir gezeigt

f(l')—P(f|l'0, s 7$n)(x) = ut;—’_i_il_(lx)f(n—’_l)(g)? min{xo, s ,l‘n,w} < g < max{mo, s ,l’n,l'}-

Und mit dem Satz (iber didewtonDarstellung gilt:

f(x) - P(f|$0> e >l'n)($) = [$07 cee 7$mx]f : Wn—i—l(x)'

Somit folgern wir:

Fir alle Knotency < ... < x,, existiert eirt € [xg, z,|, sodass gilt:

n!

[0y, xnlf

Die Auswertung der Rekursionsformgl.8) erfolgt am zweckmaRigsten im Schema der divi-
dierten Differenzen unter Verwendung der Startwértef = f(x;) fir paarweise verschiedepe
Knoten.

zo  [zolf

v [m]f [wo,x]f

zo  [wlf [ri,mo]f  [wo,z1,72]f

x3  [w3]f [wo,ws]f [xi,xe,x3]f [vo,71,72,73]f

vy [wa]f (w3, w4f w2, w3, xalf  [21,72, 23, w4]f  [w0,. ., w4]f

Die gesuchten Koeffizienter), desNewtoninterpolationspolynoms findet man im obigen Sche-
ma der dividierten Differenzen in der oberen Diagonalen.

Beispiel 3.2.13Wenn wir das Schema auf gegebene Ddtenf;) (i = 0,...,3) anwenden, so

erhalten wir
o = 0 : f() =1

N\
x1:3/2 : f1:2 — 2/3

N\ N\
Ta=5/2 1 fo=2 — 0 — —4/15

N\ N\ N\
13=9/2 : f3=1 — —1/2 — —1/6 — 1/45

und dasNewtonschénterpolationspolynom lautet demnach
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MATLAB -Funktionen: NewtonInterpolation.m und EvalNewtonPolym

function fx = Newtonlnterpolation(x,fx)
for k = 2: | engt h(fx)
for j = Iength(fx):-1:k
fx() = (x() - &x(-1))(x()-x(-k+1));
end
end

function value = HornerNewton(a,x0,x)
% evaluate Newton polynom
% p(x0) = a(l) + a(2) *(x0-x(1)) + a(3) *(X0-x(1))  *(x0-x(2)) + ...
% = a(l) + ( (x0-x(1)) * (a2 + (x0-x(2)) * (a3 ..
value = a( end);
for k=length(a)-l:-1:1
value = a(k) + value. * (X0-x(k));
end

MATLAB -Beispiel:

Testen wir das Differenzen- >> x=linspace(0,2,3);

Verfahren nochmals an den beider®> a = Newtoninterpolation(x,x."2)
Beispielen aus Bsp. 3.2. Zum?& =

einen werten wir das Ir;terpolatl- >> HornerNewton(a,2.)
onspolynom zuf(x) = «* und 3 ans =

Stitzstellen an der Stelfeaus. 4

1 1

Zum anderen werten das Interpo->> x=linspace(0,1,5);
lationspolynom zuf(z) = sin(z) >> @ = Newtoninterpolation(x,sin(x));
und 5 aquidistanten Stiitzstellen in>> SArt(3)/2-HornerNewton(a, pi/3,x)
[0,1] an der Steller/3 aus. ans =

4.387286117690792e-005

Beispiel 3.2.14Betrachten wir nun noch abschlielBend das Schema fir detmicale Hermi-
te-Interpolationsaufgabe (d.h. auch Ableitungen werdeerpliert). Unter Beachtung von Lem-
ma 3.2.10, insbesonde(8.8) ergibt sich:

Zo - [wo]f
pY
zo:  [wo]f — [xo,@o]f = f(20)
pY pY )
zo:  [wolf — [zo,w0lf = f'(x0) — [wo,z0,m0lf = L (w0)
pY pY pY
&y - [wl]f — [(ﬂo,xl]f — [(ﬂo,xo,xl]f — [(ﬂo,xo,wo,wl]f

Das resultierende Polynofd(x) mit

P(z) = f(xo) + (z — xo)(f’(xo) + (z — 20) (f"(z0) + (z — wo)[wo,wo,woxl]f)>
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erfullt dann die Interpolationsaufgaben
P(x0) = f(x0), P'(x0) = f'(x0), P"(z0) = f"(x0) und P(z1) = f(z1).

Fur den speziellen Fall, dass an allen Knatgn. . . , z,, sowohl f als auchf’ interpoliert werden
sollen, erhalt man die folgende Darstellung des IntetmiapolynomsP ()

Satz 3.2.15Es seiw(z) = (x — x¢) - ... - (x — x,,) und L (z) seien dieLagrangePolynome zu
den Knoteny, .. ., z,. Dann hat

P) =" flan) (1 _ W) wk>>Li<x> £ )@ — ) L)
k=1

W' () pt
die Interpolationseigenschaften
P(:L'k) = f(:L'k) und P/(:L'k) = f/(:L'k) (k? = 0, . ,’I’L).

Beweis. Es seir, einer der Knoter,, . . ., x,,, dann folgt sofort aus der Interpolationseigenschaft
derLagrange-Polynome

P(xe) = f(z0),
da

n

W'(z) = H(m — ) und somitw’ (z) = H(mz — 1) #0

=0

o

k= k=0
k#i k#L

=

gilt. Fur die Ableitung vonP ergibt sich

n

Pla) = 3 flay) {(1 _ ) o ) 2L} () - MLM)] Ly(x)

k=1 w(zk)

+ 3 £/ | (@ = 20)2Li (@) + L) | Li(a),

k=1

sodass wir nun Folgendes erhalten:

1
/ o / W (w¢) /
Pae) = flae) (2Lytwe) = 05 ) + ),
Nutzt man aus, dass,(z) = % gilt (siehe Hausiibung), so folgt aus

w(z) = Le(z)(x — z0)w' (z0)
nach zweimaligem Differenzieren
() = L) (x)(x — 2p)w’ (20) + 2L () ().

Damit gilt an der Stelle,

w//(.%'[)

= 2L,

w/((L'g) Z(:L'Z)

Einsetzen in die Ableitung voR schliel3t den Beweis ab. O
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3.3 Tschebyscheff NTERPOLATION

Wie das folgende beispiel zeigen wird, hat die Verteilung Sitzstellenz, . . ., z,, Uber das
Interpolationsintervall entscheidenden Einfluss auf digeGler Approximation. Ein klassisches
Beispiel hierfur stammt voRungé:

Die Interpolationspolynom@(f|x1, . .., x,,) zur Funktionf (z) = == im Intervall I := [-5, 5]
bei aquidistanten Stutzsteller), = —5 + %k zeigen bei wachsendem einen zunehmenden
Interpolationsfehler.

MATLAB -Beispiel:

Das Interpolationspolynom zun = 12;
12 aquidistanten Stitzstellen undf = @(x)  1./(x."2+1);
Stiitzwerten zur Funktion x = linspace(-5,5,n);
fx = f(x);
1 s = linspace(x(1),x(end),10 *N);
fla) = 1+ 22 for j=1:length(s)
ps(j) = AitkenNeville(x,x,s()));
ist in Abb. 3.3 dargestellt. end
plot(x,fx,’ *'.5,ps,’r-',s,f(s),’k’)

1.2

Wie wir im weiteren zeigen werden, kann man bei geschickiehtaquidistanter Wahl der Stutz-
stellen dagegen eine Konvergenz erhalten. Genauer gesdden wirz1, . .., x,, als die Nullstel-

len der von[—1, 1] auf I transformiertenTschebyschefPolynome und erhalten dadurch punkt-
weise Konvergenz fin — oo. Man beachte das dieses Phanomen nicht von Rundungsfehler
abhangt.

®Runge, Carl (1856-1927)
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Bei der Berechnung des Approximations- bzw. des Interjmmiatehlers haben wir gesehen, dass

. 7 )
f(@) = P(flzo,...,xn)(z) = mwnﬂ(x) (z € [a,b])
fur ein¢ = &(x) € (a,b) gilt. Wir suchen nun Knotern, ..., z, € [a,b], die dasMinimax
Problem
max |wp41(x)] = max [(x —xg) ...  (r — z,)| = min
x€[a,b] z€[a,b]

l6sen. Anders formuliert, es gilt das normierte Polynogm , € P,,.1 mit den reellen Nullstellen
xo, ..., Ty ZU bestimmen, fur das

max |wp+1(x)| = min

rE|a,
gilt. Im Folgenden werden wir sehen, dass geradeTgehebyschefPolynomeT,, diese obige
MinimaxAufgabe losen (sie l6sen sie bis auf einen skalaren Faktd eine affine Transformati-
on). Somit sind die Nullstellen der Tschebyscheff-Polyrofinis auf eine affine Transformation)
gerade die gesuchten Stutzstelien. .. x,,.

Zunachst reduzieren wir das Problem auf das Interjvall, 1] mit Hilfe der Umkehrabbildung
folgender Abbildung

% —a—b
wilab = -1, tear=at) = — 22,
b—a
d.h. die Umkehrabbildung lautet:
t[-1,1] = [a,b], et =tz) = b;“+ b;“x.

Ist jetzt P € P, mit gradP = n und fuhrendem Koeffizienteh die Losung desMinimax
problems
max |P(z)| = min,
z€[—1,1]

so stelltP(t) := P(x(t)) die Losung des urspriinglichen Problems mit fiihrendereffiiienten
2" /(b — a)™ dar. Furz € [—1, 1] definieren wir dieTschebyschefPolynome durch (vgl. hierzu
auch Kapitels.5):

T, (z) = cos(narccos(x)), =€ [—1,1] (3.14)

und allgemein fur: € R durch die Drei-Term-Rekursion
To(x) =1,T1(x) = 2, T (x) = 22Tp_1(z) — Tp—2(x), k > 2 (3.15)

Wir bendtigen im Folgenden die schon in Kapitel 2 diskuéerEigenschaften ddrschebyscheff
Polynome, die wir der Einfachheit halber hier nochmals wigdben:

Bemerkung 3.3.1 (i) Der fithrende Koeffizient vofi,, ista, = 2"~' (n > 1)
(i4) |Tp(z)| < 1 firz € [~1,1]
(731) Die Nullstellen voril,,(x) sind

2k —1
T
2n

x = cos(
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(iv) |T,(x)| nimmt seinen maximalen Wert im Intervélt 1, 1] an den Stellel;, = cos(%”) far
k=0,...,nan,d.h.

k
T (x)| =1 x=T :cos(—ﬂ) mitk=0,...,n.
n

Satz 3.3.2Jedes Polynon® € PP, mit flhrendem Koeffizienten, # 0 nimmtim Intervall[—1, 1]
einen Wert vom Betrag |a,|/2"! an. Insbesondere sind diEschebyschefPolynomeT;, ()
minimal be#glich der Maximumsnornj f||o. = max,c_147[f(z)| unter den Polynomen vom
Grad n mit fuhrendem Koeffizientezt .

Beweis.(Annahme:) Sei P € PP, ein Polynom mit fihrendem Koeffizienter), = 2"~! und
|P(z)| < 1furz € [—1,1]. Dann istT,, — P, ein Polynom vom Grad kleiner oder glei¢h — 1)
(beide besitzen,, als fuhrenden Koeffizienten). An dérschebyscheffbszissernz, := cos(%’r)
gilt:

Tn(fgk) =1, Pn(fgk) <1l = Pn(fgk) — Tn(fgk) <0

Tn(Toky1) = =1, Po(Tokt1) > —1 = Py(Tok+1) — Tn(Tokt1) > 0,

d.h. die DifferenZl;, — P, ist an den(n + 1)-TschebyschefAbszissen abwechselnd positiv und
negativ, damit besitzt die Differenz mindestemdNullstellen in [-1,1] im Widerspruch z0 #
T, — P, € P,,1. Demnach muss es fur jedes Polyndme P,, mit fuhrendem Koeffizienten
a, = 2" ' einx € [-1,1] geben derart, das®,, (x)| > 1 erfillt. Fur ein beliebiges® € P,, mit

a, # 0 folgt die Behauptung daraus, daBs := 2— P, ein Polynom mii,, = 2"~ ist. O

an

3.4 RATIONALE INTERPOLATION

Zur Interpolation einer Funktion, welche einen Pol besiter deren Graph eine Asymptote auf-
weist sind im Allgemeinen Polynome nicht gut geeignet.
Zu diesem Zweck untersuchen wir im Folgenden die Intermoianittels einer gebrochen ratio-
nalen Funktion
2) = po +prx+ ...+ pa¥ _ P,(x)
Qo+ qr+ .. gt Qux)

Die Polynomgrade, 1. seien hierbei vorgegeben, sod&Xs:) an(n+1) paarweise verschiedenen
Knotenxy, ..., z, die vorgegebenen Funktionswerfg := f(x¢),..., fn := f(z,) annimmt,
somit also gilt:

(3.16)

R(I’Z) :fi, (z:O,,n)

Da Zahler und Nenner i(8.16) jeweils mit einer von Null verschiedenen Zahl multiplizierer-
den durfen, enthalt der Ansat2.16) v + i+ 1 freie Unbekannte. Damit nun die Anzahl der Inter-
polationsbedingungen mit der Unbekanntenanzahl Ubsthgimt, muss zwangslaufig+ @ = n
erfullt sein.

Beispiel 3.4.1zg=1,21 = 1,29 = 2,y0 = 2,41 = 3,52 = 3
Wir setzenv = 0, u = 2, d.h. wir verwenden den Ansatz

Po
Xr) = R
qo + (17 + Qe

Die Interpolationsaufgabe fuhrt uns zum Gleichungssyste

P, (x;) — Qu(xi) - f(zs) =0,
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d.h. im vorliegenden Fall

po—2@0—q1+q) = 0
po—2q+aq+q) = 0
po—3(q0 +2q1 +4q2) = 0

Nach derCramerscherRegel besitzt dieses lineare Gleichungssystem die eihzigeng

36

k@) = =,

Beispiel 3.4.2Wahlen wir zu den Daten von Beispieden Ansatz, = v = 1, so setzen wir
R(z) = Do +p19€’
qo + @17

bzw.
po +pizi — filgo +quz) =0, i=0,1,2

Dies fuhrt uns zu folgendem linearen Gleichungssystem:

po—p1—2(@—q) = 0
po+p1—3@+q) = 0
po+2p1 —3(q +2q1) = 0,

welches die (bis auf einen gemeinsamen Faktor) eindeutigarg
p0:3> p1:3> q0:17 (h:l

besitzt, sodass wir folgendes Ergebnis erhalten:

R(z) = 31135 =3 [Widerspruch (vgl.R(zg) = 2)]

Bemerkung 3.4.3 Die nichttriviale Lésung des LGS zur Bestimmung vBfx:) braucht nicht in
jedem Fall die Interpolationsaufgabe zu erfillen. Da dawgahler als auch Nenner einen ge-
meinsamen Linearfaktdr: — x;) besitzen kénnen, wird sich dieser bei der L6sung wegkiirz
Die daraus resultierende gebrochen rationale Funktian wird dann im Allgemeinen den Funk-
tionswertf; an der Stellec; nicht annehmen (vgl. hierzu Beispiel 3.4.2).

Bemerkung 3.4.4 Auch fir die rationale Interpolation existieren Nevibietige Algorithmen zur
Auswertung des Polynoms, ohne dies vorher bestimmt zu habenAlgorithmen zur Bestim-
mung der Koeffizienten, ahnlich dem dividierten DifferenzVerfahren. Man schlage z.B. in
[Stor/Bulirsch] unter den Stichwortérhielscher Kettenbruch, reziproke Differenzen nach.

Numerik II, 20. Juli 2012



62

Kapitel 3: Interpolation

MATLAB -Funktion: RationalAitkenNeville.m

function value = RationalAitkenNeville(x,fx,x0)
% evaluate the rational interpolation polynomial (n,n+1) r esp. (n,n

% given by (x,fx) at the point x0
fxml = fx;
for j = length(fx):-1:2
I f x0™=x())
fx() = (@) + xX0-x())/(x()-x(-1)) * (fx()-fx(-1));
el se
value = fx(j); return
end
end

for k = 3: 1 engt h(fx)

temp = fx;
for j = |ength(fx):-1:k
d = x(j)-fx(j-1);
% if fx()==fxm1(j-1) % abs(fx(j)-fxmi(j-1))<le-10 * max(1,max(abs
(fx()),abs(fxm1(j-1))))
% fx(j) = NaN;
% else
%((x0-x(j-k+1))/(x0-x(j)) * (1-d/(fx(j)-fxm1(j-1)))-1)
() = x(@)+d/((x0-x(j-k+1))/(x0-x())) * (1-d/(fx(j)-fxm1(j
-1)))-1);
% end
end
fxml = temp;
end

value = fx( end);

MATLAB -Beispiel:

Vergleichen wir die rationale Inter- >> format long

polation (Zahler- und Nennerpoly- >> f = @(x) cot(x  *pi/180);
nom quadratisch) mit der einfachen>> X = linspace(1,5,5);
Polynominterpolation 4. Ordnung. >> AltkenNeville(x,f(x),2.5)

Die Werte furcot(1°), cot(2°), ..., 22_74709740132512

cot(5°) liegen vor und der Wert fir . RationalAitkenNeville(x,f(x),2.5)
cot(2°,30") soll durch Interpolation ans =

angenahert werden. 22.90376554340344
Man beachte die unterschiedliche>> f(2.5)
Genauigkeit. ans =

22.90376554843120

Das die deutlich bessere Approximation durch das ratiolm@polationspolynom kein einzel-
ner Zufallsbefund ist wird durch die folgende Grafik bagtaidie den relativen Fehler zwischen
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Interpolationspolynom und exaktem Wert grafisch wiedergib
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Abb. 3.1: Die Werte fuirot(1°), cot(2°), ...,cot(5°) liegen vor. Dargestellt ist der relative Fehler
zwischen Interpolationspolynom (zu den gegebenen Datahflar exakten Funktion fur das ein-
fache Interpolationspolynom (gestichelte Linie, y-Achisé&s) mit einem Maximalwerts 0.03
und fUr ein rationales Interpolationspolynom (gepurkienie, y-Achse rechts) mit einen maxi-
malen Absolutwerts 5.8 - 1079,

3.5 Pad-APPROXIMATION

Als Pade-Approximation wird eine rationale Funktion bezeichnetrah Potenzreihenentwick-
lung mit einer gegebenen Potenzreihe bis zum hochsten draeinstimmt. Falls die rationale
Funktion die folgende Form
Yo aka®
R(z) =

hat, dann wirdR(z) als Pace-Approximation zur Potenzreihe

f2) =" et
k=0
bezeichnet, falls

R(0) = f(0) undebenso (3.17)
d d
—R@)| = —f@)

pae y pae L k=1,2,...,m+n (3.18)

=0

gilt.

Die Gleichungen (3.17) un@.43) fuhren zum + n + 1 Gleichungen mit den Unbekannten
ao, - -, 0, UNdby, ..., b,. Der einfachste Weg zu diesen Gleichungen zu gelangereHhiekirin,
R(z) und f(z) mit dem Nenner vorR(x) zu multiplizieren und einen Koeffizientenvergleich in
den erstenn + n + 1 Monomenl, z, 22, . .., ™™ durchzufuhren.
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Betrachten wir allerdings nur den Spezialfedl= n, so erhalten witg = ¢o und die Verbleiben-
den Koeffizienten, b erfullen die Gleichungen

Y bicn—iir = —Copx k=1,....n (3.19)
I=1
k
bk = ap k=1,....n (3.20)
1=0
Man startet also zuerst mit (3.19), welches die GleichurgegrBestimmung vom, . .., b, dar-

stellen. Obwohl diese Gleichungen ein@plitzmatrix erzeugen, wendet man nicht das spezielle
Verfahren furToplitzmatrizenaus Numerikl an. Erfahrungen zeigen, dass diese Gleichungen
haufig nahezu singular sind. DigR-Zerlegung ist hier aus Stabilitatsgriinden vorzuzieliNath-
dem diel’s nun bekannt sind, liefert (3.20) eine explizite Darstejjdiar diea’s.

Die Pade-Approximation wird haufig dann angewendet, wenn die zu@pmierende Funktion
f(x) nicht bekannt ist. Wir gehen davon aus, dass es moglichestWert vonf (z) und einiger
Ableitungen an der Stelle = 0, z.B. f(0), f/(0), f”(0) zu bestimmen. Dies sind natirlich bereits
die ersten Koeffizienten der Potenzreihenentwicklungy alseist keinesfalls klar, ob diese be-
tragsmalfiig kleiner werden und ob die Reihe Uberhauptdtgiert. Wir wollen die Moglichkeiten
der Pade-Approximation an einem Beispiel illustrieren, fur ein@#lyse der Methode verweisen
wir auf [Cuyt/Wuytack].

Beispiel 3.5.1 Man stelle sich vor, man konnte die ersten finf Terme elwenzreihe einer un-
bekannten Funktiorf(z) generieren, und diese sind
1 1 49 175
~ 24— —a? — 3
J@)~2+ 5o+ H ~ 5ras®  Tarae”
Wir wahlenm = n = 2 flr unserePade-Approximation. In der nachfolgenden Abbildung sind
die abgebrochene PotenzreihendarstellungPd&-Approximation und die exakte Funktion

SR

1/3

flz) = <7+ (1 +x)4/3>

Diese Funktion hat einen Verzweigungspunkt bei= —1, daher konvergiert die Potenzreihe
lediglichin—1 < z < 1. Im grof3ten Teil der nachfolgenden Abbildung ist die Relivergent und
der Wert der abgebrochenen Entwicklung nahezu sinnlosidiiestoweniger liefert difade-
Approximation sehr gute Werte zumindest bis- 10.

MATLAB -Funktionen: pade.m und horner.m

function [ab] = pade(c)

c=c(:); n=( | ength(c)-1)/2;

b =[1;- toeplitz(c(n+tl: end-1),c(n+1:-1:2))\c(n+2: end)];
a = [toeplitz(c(l:n+l),[c(D), zeros(L,n)]) b]

function value = horner(a,x0)

value = a( end);

for k = | ength(a)-1:-1:1
value = value. *x0 + a(k);

end
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MATLAB -Beispiel:

Vergleich  von  abgebrochener>>
Reihenentwicklung, Padé- >>
Approximation  und  exakter =~
Darstellung der Funktion

V
Vv

1/3
flx) = <7 +(1+ :U)4/3) . >>
>>

Das Ergebnis ist in Abb. 3.5 darge-

stellt.

c = [2,1/9,1/81,-49/8748,175/78732];

x = linspace(0,10,400);

[a,b] = pade(c)

plot(x,(7+(1+x)."(4/3)).”(1/3),’k-", ...
x,horner(c,x),’b-.", ...
x,horner(a,x)./ horner(b,x),’r:")

axis([0,10,1.5,6])

legend(’exakt’,’abgebr. Entwicklung’,

'Pade’,2)

6 T

exakt
— - — - abgebr. Entwicklung
55F Pade

35F

Abb. 3.2: Vergleich von abgebrochener Reihenentwickluhgdé-Approximation und exakter

5 6 7 8 9 10

Darstellung der Funktiotf (z) = (7 + (1 + x)%/3)1/3 .,
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4 SPLINES

In diesem Kapitel wird die Theorie polynomialer und ratilemeSplinefunktionen dargestellt. Zu-
erst stellt sich jedoch die Frage, warum U+berhaupt dien&g\pproximation eingefuhrt wurde.
Eine Antwort liefert der

Satz 4.0.1 (von Jackson)Es gilt die Abschtzung

VEk € NoJep > 0V(—00 < a < b < 00)Vf € C*([a,b],R)Vn < k

i< (120) e (5070

fur die Bestapproxomatio®,, von f.
(Vgl. [Rivlin], Seite 23, in anderer Form [Séimhage], Seite 182.)

Dabei ist
En(f) = diSt(fa Pn) = glen]Pf Hf - .gHoo,[a,b] und

und

w(g,h) := sup [lg(-) — g(- + 0)lloo (a3
[6|<h

der Stetigkeitsmodul von, ein Mal fur die Glattheit vog.

Der Satz von Jackson besagt folgendes: Da der Stetigkedtdnainer wenig glatten Funktion
grof3 ist, wird man keinggute” Naherung erwarten dirfen, da schon die SchrankeiéiBestap-
proximation entsprechend grof3 wird. Ferner sind Intetmolapolynome

e abhangig von der Wahl der Knoten, wie schon das BeispieRummge (siehe Seite 58) zeigt,
e beiAnderung eines Koeffizienten eines Polynoms, tritt einéajleAnderung ein, und
e viele Basen sind schlecht konditioniert.

Die einfachste Form einer stetigen Funktifydie die Bedingund (z;) = y; fir gegebene geord-
nete Paaréz;,y;) (i = 0,...,n) erflllt, ist sicherlich der Streckenzug, d.h.

_ Y _yi—l(

f|($i7171‘i) T T — = wie1) + Y1 (i=1,...,n).

Auf jedem Intervall istf also ein Polynom hochstens ersten Grades und insgesaesteiige
Funktion.

Definition 4.0.2 (SplineraumS* (7)) Es seiT = {tg,...,tn+1} €ine Knotenfolge vom + 2
paarweise verschiedenen Knoten

a:t0<...<tn+1:b.

Ein Spline vom Gradk (k > 0) beziiglichT ist eine Funktiors € C*~[a,b), fiir die auf jedem
Intervall [t;,t;11], 7 =0,...,n

S‘ [thstrt] € Py

gilt. Den Raum aller Splines vom Gradzur KnotenfolgeT bezeichnen wir mig*(T).
UnterC~[a, b] ist der Raum der stiickweise stetigen Funktionen zu vesstethh. unstetig nur
an den Knoterx; (j =0,...,n+1).



Kapitel 4: Splines

4.1 KUBISCHE SPLINE-INTERPOLATION

Im Folgenden betrachten wir die Interpolation kutbischen Splines

\
\\

\ \

Abb. 4.1: Verschiedene Funktionen at, C'' und C?

Welche dieser Funktionen in der Sequenz von Grafiken empfiSdeals glatt?

Der Knick im linken Graphen ist offensichtlich, auch im r@ten Graphen erkennt man mit etwas
Geduld und Erfahrung eine Unstetigkeit in der Krimmung Eenktion, welche jedoch in der
rechten Grafik nicht mehr auszumachen ist.

In vielen grafischen Anwendungen geniigen diese Glattedsderungen an die Interpolations-
funktion, namlich sie vom Auge alglatt’ zu empfinden.

Dies ist einer der Hauptgriinde, weswegen wir uns zuersEaoktionen auss*(7) ¢ C? be-
schranken.

Untersuchen wir zuerst die Eigenschaften der kubischeiné&lbevor wir zu ihrer Konstruktion
und Berechnung kommen.

Satz 4.1.1 Seis ein interpolierender kubischer Spline zu der Funktjpan den Knoten
a=ty<...<tyr1 =bundy eine beliebige interpolierende Funktion vgnsodass

s"(t) - (y'(t) —s'(t)) =0 (t € [a,b]). (4.2)
Dann gilt
b
Is"ll2 = ( / (s”@t))zdt)l/2 < [1y" (4.2)

Beweis.Aus (4.2) folgt mit ¢/ = s" + (y" — s")

b 2 b 2 2
/ (y"(ac)) de = / (s”(m)) + 25" (z) (y"(ac) — s"(ac)) + (y"(ac) — s"(m)) dx
' o 2 2 b 2
— /a (s”(:p)) + (y”(:n) —8”(3:)) dx 2/ (s”(az)) dux,

a

falls f: s"(y" — s")dx verschwindet. Dies laf3t sich aber rfit1) und partieller Integration unter
Beriicksichtigung vom(x)| € P3 (und somi'rs’”(ac)\[x_i1 o =G € R) wiefolgt zeigen:

[i—1,24]
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Die Aussage dieses Satzes benotigen wir inshesondere eumifdes folgenden wichtigen Re-
sultats Uber die Minimaleigenschaften der kubischenn®pli

Satz 4.1.2 (Minimaleigenschaft der kubischen Splinesks sei7 = {x;} eine Knotenfolge mit
a=umxg... < Ty =bunds € S3(T) ein kubischer Spline, der neben den Interpolationsbedin-
gungens(z;) = f(z;) eine der folgenden Randbedingungeriiket

(i) §'(a) = f'(a) unds’(b) = f'(b) (vollstandige Randbedingung)
(i1) §"(a) =5"(b) =0 (natirliche Randbedingung)
(13i) $'(a) = s'(b) unds”(a) = s"(b) (periodische Randbedingung)

(falls f periodisch mit Periodé — a)
Ein solchess € S3(T) existiert und ist eindeutig bestimmtiiFjede interpolierende Funktion
y € C?[a, b], die diesselben Interpolations- und Randbedingungeiilergilt ferner
b

/ab (s”(az))2 dr < / (y”(:z:))2 dz

a

Bevor wir diesen Satz beweisen noch eine Anmerkung zur Dsioanvon S3(7) mit 7 =
{zg,...,xny1}. FUr das Teilintervallz;, x; 1] der Langeh; := x;11 — z; wahlen wir folgen-
den Ansatz:

si(x) == s(x)

Fir seinen Wert und die Ableitungeh s” an den Endpunkten erhalten wir

| = a;(z — w,—)?’ + bi(z — xi)z +ci(zr —x;) + d;

[-’Ei yTi+1

si(x;) = d; = f(x;) 4.3)
si(wiv1) = aihd +bih +cihi +di = fzin) (4.4)
si(z;) = Ci (4.5)
si(wiv1) = 3a;h? +2bih; + ¢ (4.6)
si(x;) = 2b; (4.7)
si(ziv1) = 6azh; + 2b; (4.8)

Gehen wir nun davon aus, dass auf dem ersten Intevallz,| die Koeffizientenag, by, co, do
gegeben seien, sodass die Interpolationsbedingungerauf | erfullt sind. Durch die Interpo-
lationsbedingungen und die Stetigkeit vérund s” an den Knoten folgt:

si(z1) = dy = f(x1) (4.9)
Sl(xg) = CLlhiS + blh% +chi +di = f(wg) (4.10)
si(z1) = 1 = 3agh} + 2boho + co (4.11)
Slll(xl) = 2b1 = 6aghg + 2bg (4.12)

Aus den Gleichunge(B.24) — (3.27) folgt die Eindeutigkeit det, b1, ¢1, d1. Per Induktion folgt
dann auch die eindeutige Bestimmung der weitengiby, cy, di., d.h. der Raun®3(7) mit 7 =
{zg,...,xny1} beSitzt(n + 2) + 2 = n + 4 Freiheitsgrade. Allgemein lat sich zeigen:

dim S*(T) =n +k+ 1.

Beweis von Satz 4.1.Die Interpolations- und Randbedingungen sind lineat, imd ihre Anzahl
stimmt mit der Dimension vosS;(7) Uberein. Somit genugt es zu zeigen, dass fur die Splikefu
tion f = 0 der triviale Splines = 0 einzige Losung ist.

Day = 0 alle Bedingungen erfilllt, folgt mit Satz, dass auchs”|| = 0 gilt. Da s” stetig, folgt
somit auchs” = 0, somits’ = ¢o und s(z) = cox + ¢;. Aus den Interpolationsbedingungen
s(z;) = 0 folgt soforts = 0. O
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Bemerkung 4.1.3 Der Satz 4.1.2 gilt unter Verallgemeinerung der Randbediggn fiir beliebi-
ge Splineraumé&* (k > 3). Siehe z.B. [Hammerlin/Hoffmann], Seite 252.

Berechnung kubischer Splines

Kommen wir nun zur Berechnung kubischer Splines. Zugitztiu den Dateny; := f(x;) (i =
0,...,n+1)istes zweckmaBig Variableyf := s/ (x;) = s!_,(z;) einzufuhren und die Variablen
a;,...,d; durch diese zu ersetzen. Aus den Gleichun@eig), (3.19) sowie (3.22) und (3.23)
gewinnt man das Gleichungssystem

0 0O 0 1 a; si(zi) Yi
hd h? hy 1 bi | _ | si(xiw) | | win
0 2 0 0 c | s () B A (4.13)
6hi 2 0 0 d; s (xig1) Yit1

Die Berechnung der Determinanten der Koeffizientenmaiegbeit

0 0 O

1
h3  h? hy
3 2 . i i z 3 .
det | MM L e 0 2 0 | =—2der( M) Z o2
0 2 0 0 6h: 2 0 6h; O ‘
6h; 2 0 O !
und damit die Eindeutigkeit det;, . . . , d; und somit vors, falls s; unds/ furallei = 0,...,n+1
bekannt sein sollten. Das Losen vghl3) liefert nun
— _ 1 1
di = y; by = 5% (4.14)
G = (e — ) e = e yien — 9) — Shi(yl + 200). (4.15)
6h2 1+ 1 hz 6 1+ 1

Es lassen somit sich die kubischen Polynasie) in jedem Teilintervall eindeutig bestimmen,
wenn neben den Stutzwertgp auch die GroRep; bekannt sind. Damit ware neben der Interpo-
lationseigenschaft auch gleich die Stetigkeit der zweltbleitung vons(x) gesichert.

Was nun zu zeigen ware, ist, dass ausgien!’ auch die Stetigkeit vor(x) folgt. Setzen wir die
Darstellung der;, b;, ¢; undd; in (3.21) ein, so erhalten wir

sé(mHl) = 3h22a2- + 2hibi + ¢
1 1 1 1
= 3h22(6—m(y§/+1 —yi)) + th(gyé/ + h_i(yi-l-l — i) — h—i(yé/ﬂ + 2y;)
1 1 1 1 1
= hi(iyg,-i-l - 5%"/ + yz,'/ - E%HH - gyzﬂ) + h_,-(yHl — i)
hi " " 1
= —Quiy1 +¥) + —Yir1 — vi)
6 h;
bzw.
/ 1 hi—l " "
si1(@i) = & ) (Yi = yi-1) + == 245 +¥ia) (4.16)
i

Die Stetigkeit vons’(z) an den inneren Knoten liefert mit der letzten Gleich#gd6) wegen der
Darstellung vorr; aus(3.20) und (3.29) die Gleichung

1

1
(Yi — Yi—1) + Ehi—1(2y§/ +yi )
B 1
=

S
L

1
(Vi1 — vi) — ghi(yg/ﬂ + 2y;')

Numerik IT, 20. Juli 2012



Abschnitt 4.1: Kubische Spline-Interpolation

71

Sortieren vony, nach links,y;, nach rechts und anschlieRende Multiplikation énliefert

6

E(%‘ — Yi—1)- (4.17)

(yz-i-l yi) -

D‘|®

hic1yi—1 + 2(hi—1 + ha)yi + hiyi, =

Diese Bedingung muss fur alle inneren Knoten. .., x,, erfullt sein und liefert somit, Glei-
chungen fur die Unbekanntey, ...,y ;.

Allerdings reichen dien Gleichungen furn + 2 Unbekannteyy, ...,y nicht aus um diese
eindeutig zu bestimmen. Untersuchen wir nun die unterdiibiee Behandlung der Randbedin-
gungen.

Berlicksichtigung nattrlicher und vollstandiger Randbedingungen

Die vollstandige Randbedingung(a) = f’(a), bzw. (b)) = f'(b) liefert aufgrund von
(3.20), (3.21) und (4.14) die weitere Gleichung

(@) = sh(20) = c0 = 51— w0) — 501+ 266) £ (@)

Somit folgt

6
2hoyo + hoyl = ™ —(y1 — yo) — 6f'(a), (4.18)

bzw. aus

s'(b) = s, (xne1) = 3anh2 — 2bpyhy +cp

hy, 1 1
= 7(1/Z+1 yn) + hnyn + A — (Ynt+1 — Yn) — gh n(Yni1 +2up)
1 1 1 1 1
= hn(§y,’£+1 — §y£{ + 4 — gyZH - Byii) + h_n(yn-l—l — Yn)
Ly 1 1 Y
= hn(gyn—kl + Eyn) + E(yn-i-l —yn) = f(b),
fur den rechten Rand
6 /
hnyn + 2hnyn+1 h (yn—i-l - yn) + 6f (b) (419)

Fur die natlrlichen Randbedingupfj = y;, ., = 0 ergeben sich folgende Gleichungen

v = 0 (4.20)
Yniw = 0 (4.21)

Natdrliche und vollstandige Randbedingungen konnathaemischt auftreten, d.h. an der Stelle
xo ist nebenf (x() auch die Ableitungf’(z() vorgegeben und an der Steltg; gilt y,,+1 = 0.

Im Fallen = 5 erhalten wir daraus folgendes lineares Gleichungssystem:
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* * * * * * yg
ho 2(h0 + h1) hi
hi 2(h1 + hg) ho
ho 2(h2 + hg) hs .
hs 2(h3 + h4) hy :
* * * * * * yg
*
%(l& —y1) — h%(yl — %)
_ %(yS_yZ)_%(yZ_yl) 4.22)
75 (Y2 —y3) — E(y?, —Y2)
%(% —ya) — h—S(y4 —y3)
*

Die in diesem Schema mittelsgekennzeichnete erste und letzte Zeile ist dabei durch digl W
der Randbedingungef.18), (3.22) bzw. (3.35), (3.36) gegeben.

Fur vollstandige Randbedingungen sind(ih22) erste und letzte Zeile durch die Gleichungen
(4.18) und (4.20) zu ersetzen, sodass wir erhalten:

2ho  ho Yo 2= (1 —yo) — 6f(a)
* k% * *
*  x % * *
hy  2hy, Z/Z.H _%(yn-i-l - yn) + 6f/(b)

Hierbei sind die mi gekennzeichneten Zeildnbis n dem Systen{4.22) zu entnehmen.
Analog erhalten wir fir die Randbedingunggh= f"(a), y,, ., = f"(b)

1 Yo f"(a)
* % * * *
* *x  x * *

1 Y1 O

Daim letzten Gleichungssystegf undy,, , ; explizit bekannt sind, kbnnen wir es wie folgt redu-
Zieren:

2(ho + hq) hy Y
h1 2(h1 + hg) ho .

hp—1 2(hp—1+ hy) Z/Z — hnypiq

Bemerkung 4.1.4 Man beachte, dasg = co undy,, ., = ¢ mitcy,c; € R nicht die Matrix,
sondern nur die rechte Seite modifiziert, damit also aucé ¥@rallgemeinerung der natiirlichen
Randbedingungen mdglich ist.

Beriicksictigung periodischer Randbedingungen

Die Stutzstellenzy < ... < x,41 Seien nun so festgelegt, dass, 1 = zo + 7', wobei T die
Periode der gesuchten Funktion darstelle.
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Die periodischen Randbedingungen sjf{dg) = f(zn+1), f'(z0) = f'(zn41) sSowie f7(xg) =
f"(@n41). Mit den GroBenyo = yn11, Y1, - - - » yn Und den Unbekanntegf] = v/ 1,9/, ...,y

ist die Stetigkeit an den + 1 Stutzstellenz, . .. , x,, zu erfullen (beachte, dass die Stetigkeit bei
xo der beiz,; aufgrund der Periodizitat entspricht).

Fur die inneren Knoten, ..., z, sind die Gleichungen gegeben durehl7). Aber auch zum
Knotenz sind die Gleichungen durdf.17) gegeben, wenn man bei der Formulierung

hoy = o—2-1=2p41—Tpn=hy
Vi Vi
Y-1 = yp undy_; =y,

beachtet, da zu jedem Knotef nur die Informationeny; 1, y;, yi+1 undy;_,,y;, vy, , benotigt
werden, d.h. die Daten vom linken, rechten Nachbarn sowie Kiooten selbst

PeriodeT
f———————————————————————»|
h,1 hn
| | | | | | | | | |
I | I I I I I I I |
-1 To Tn Tp+l

Das System lautet dann allgemein file= N, xny1 = xg + T

Y
Q(hN + ho)  ho hn 1151)'
ho 2(h0 + hl) h1 yé/
h1 2(h1 + hg) ho .
hn—o 2(hn—2 +hn_1)  hn—i ,,'
hn hn-1 2(hy—1+ hn) In-1
YN
L (1 —yo) — g(yo —YN)
7 (Y1 — Y0)

h&(m —y1) —

hi(ys —y2) — h%(yz — 1)
me—(yn — yn-1) = 5o (YN—1 — Yn—2)
(Yo — YN) — - 1(yN yn-1)

Bemerkung 4.1.5 Der Name Spline 1ai3t sich aus dem Englischen wie Latte odéhénlineal
Ubersetzen. Wieso die oben diskutierten Funktionen dlge3pbezeichnet werden, erklart sich
durch eine physikalische Interpretation der EigenschastZats:

Die '‘BiegeenergieE eines elastischen Kérpers ist gegeben durch

b "
_ y'(z) 2
- || (=)
also dem Integral liber das Quadrat der Krimmung
y" ()
L+ o/ (@))%

Fir kleiney' (x) lieferty” (x) eine verninftige Naherung a#ix), d.h. unter allen Interpolierenden
‘minimiert’ ein Spline das Integral Gber das Quadrat detirdimung, also die ‘glatteste’ Interpo-
lationsfunktion.

k(x) =
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Die natirlichen Randbedingungen entsprechen also gelexdSituation, dass das Zeichenwerk-
zeug aul3erhalb des Interpolationsintervalls gerade &shddden vollstandigen Randbedingungen
mehr Informationen Uber die zu interpolierende Funktidrgehen, sind auch deren Interpolati-
onseigenschaften besser.

Eine Matlab-Realisierung zur Berechnung der Koeffizientgnb;, c;,d; fur alle Intervalls
[x;, zi+1] (0 = 0,...,n) istim Folgenden wieder gegeben.

MATLAB -Funktion: CoeffSpline.m

1 function coeff = CoeffSpline(t,y,kind,param)

2 % param(1,1)=f'(a) bzw. f’(a) (abh angig von der Wahl von kind)

3 % param(2,1)=f'(b) bzw. f’(b)

4 n=l engt h(t);

5 dy = y(2: end)-y(l: end-1);

6 %% Berechnung des "Kerns" von A und b

7 hl = t(2:n)-t(1:n-1);

8 h2 = t(3: end)-t(l: end-2);

9 A = sparse(n,n);

10 B = [h1,[2 =h2;0],[h1(2: end);0]];

11 A(2:n-1,)= spdi ags(B,[0,1,2],n-2,n);

12 b = zeros(n,l);

13 b(2:n-1)=6 = ((y(3:n)-y(2:n-1))./h1(2:n-1)-...

14 (y(2:n-1)-y(1:n-2))./h1(1:n-2));

15 %% Erweiterung von A und b f Ur unterschiedliche Randbedingungen

16 switch kind

17 case ’'nat’

18 A(1,1)=1; A(n,n)=1,;

19 b(1)=param(1); b( end)=param(2);

20 case ’per

21 1T oy(l)y=y( end)

22 error('This data is not applicable for periodic splines’ )

23 end

24 A(L,[1,2,n-1])=[2 *(h1(1)+h1l( end)),h1(1),h1( end)];

25 A(n,[1,n])=[1,-1];

26 b(1)=6 *((y(2)-y(1))/h1(1)-(y(1)-¥( end-1))/h1(  end));

27 case 'compl’

28 A(L,[1,2])=[2 +*h1(1),h1(1)];

29 A(n,[n-1,n])=[h1( end),2 *h1( end)];

30 b(1)=6 *(y(2)-y(1)-param(1));

31 b(n)=-6 =*(y( end)-y( end-1)+param(2));

32 otherwise

33 error ('This kind does not exist!’ )

34 end

35 %% Berechnung der y”

36 y2d=A\b;

37 %% Berechnung der Koeffizienten a,b,c,d

38 coeff=[y(1: end-1),...

39 (y(2: end)-y(l: end-1))./h1(1: end)-h1(1: end). *(y2d(2: end)+2 *
y2d(1: end-1))/6,...

40 y2d(1: end-1)/2,(y2d(2: end)-y2d(1: end-1))./(6  *h1(1: end))];
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4.2 PRUNKTAUSWERTUNG KUBISCHERSPLINES

Nachdem wir nun im vorletzten Kapitel analysiert haben, sigh aus den Datemn = zg < z1 <
co. < Tper = bundyg, ..., y,11 €in Kubischer Spline bestimmen laft, stellt sich nun demgEr
wie wir diesen auswerten kdnnen. Im Gegensatz zu einemrmBolysind die Splines nur jeweils
stuckweise definiert, d.h. wollen wir an einer Stelle [a, b] den Splines(z) auswerten, missen
wir erstk mit « € [z, z441] bestimmen.

Bei der trivialen Realisierung, bei der man nacheinandet 0,1,...,n durchgeht und testet
ob z in [z;,z;11] liegt, bendtigt man bei einer aquidistanten Untertgjlun; . — z;| =: h

(j =0,...,n)inn+1 Teilintervalle durchschnittlic /2 Abfragen. Dax mit der gleichen Wahr-
scheinlichkeitl /(n + 1) in einem der Intervallgx;, z;1] (j = 0,...,n) liegt, wird bei einem
x, welches im letzter{(n + 1)-ten) Intervall [z, z,,1] oder vorletzten Intervallz,,_1, 5] vor-
hern-mal ein Test aufx liegt im Intervall* durchgefiihrt. Fur ein:, welches imj-ten Intervall
[z;_1,x;] liegt, wird eine solchdJberpriifungj-mal durchgefiihrt, d.h. durchschnittlich werden

1 2 -1 _ (ntDhn ~
ittt t et = 2(n+1)+HL+1~%+1Testsbenot|gt.

Wie man schnell sieht, ist man mit einer binaren Suche whusichneller. Vereinfachen wir die
Voraussetzungen insofern, dass wir von= 2° Intervallen ausgehen und unsetiege mit der
gleichen Wahrscheinlichkeit in einem der Teilintervaldit einem Test ol in den erster2*~!
oder den letztea*—! Intervallen liegt, reduzieren wir die ProblemgroRe aef Hilfte und erhal-
ten nachs Tests das gesuchte Intervall.

Gilt nun2°~! < n < 2%, so wahle mar2® — n virtuelle Intervalle[b, b] und nachs Bisektionen
hat man das gesuchte Intervall gefunden. Die Anzahl desTssfur25~! < n < 2 gerade

s = [logyn]. FUrn = 100(10000) benodtigt man durchschnittlich bei der sequentiellen 8uch
dem501(5001) Tests und bei der binaren Suche fiut4) Tests.

Nachfolgend fiihren wir die entsprechenddatlab-Zeilen zur Auswertung mittels sequentiel-
ler und binarer Suche an. In beiden Fallen wird das Vomgehech die entsprechendéatlab-
Ausgabe verdeutlicht:

MATLAB -Funktion: sequentiellesuche.m

function k = sequentielle_suche(x,x0)
% x 1 <x2<x3< <XxNn
% Finde kleinstes k, sodass x0 in [x_k,x_(k+1)]
% und setze k = 0, wenn es kein solches k gibt
for k = 1: | engt h(x)-1

it x(k) <= x0 && x0 <= x(k+1)

return

end
end
k = 0;

MATLAB -Funktion: binaeresuche.m
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function k_unten = binaeresuche(x,x0)
% X 1 < x2<x3< < X_n
% Finde kleinstes k so dass x0 in [x_kx_ (k+1)]
% und setze k = 0, wenn es kein solches k gibt
It x0 < x(1) || x( end) < x0

k_unten = 0;

return
end
k_unten = 1;
k_oben = | engt h(x);
whil e k oben - k unten > 1
k_mitte = fl oor ((k_unten + k_oben)/2); %rundet -> -inf
I f x(k_unten)<= x0 && x0 <= x(k_mitte)
k_oben = k_mitte;
el se
k_unten = k_mitte;
end
end
MATLAB -Beispiel:
Als Ausgabe erhalten wir: >> N=10"6,x=[1:N];x0=N *rand(100,1);

>> tic, for k=1:100,

N =
1000000

sequentiellesuche(x,x0(k)); end, toc

Elapsed time is 1.844000 seconds.

>> N=10"6,x=[1:N];x0=N

>> tic, for k=1:100,

N =
1000000

*rand(100,1);

binaeresuche(x,x0(k)); end, toc

Elapsed time is 0.016000 seconds.

Suche mit korrelierten Daten

Haufig kommt man bei der Auswertung des Splines noch zu sipeziellen Situation, namlich
die Auswertung vons an einer aufsteigenden Folde; < t¢;,.;) von Punktent; € [a,b]
(j=1,...,m). Giltt; € [vy,,7x;11] (kj € {0,...,n}), soistKlar, dass mat},; nur noch in
der Teilmengézy;, b] suchen muss. Ware nur noch ein Intervall zu suchen, bétBidektionsme-
thode einen effizienten Suchalgorithmus, wenn aber nochiereintervalle furt;,+,...,t,, zu
lokalisieren sind, wird das nachste, ; in der Nahe des zuletzt bestimmtenliegen. Dies muss
aber keineswegs dasselbe oder auch das nachste IntaivalDse Idee des folgendejagd”-
Algorithmus ist es, das nachste,; durchgrof3erwerdende Schritte einzuschachteln.
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Gilt tj41 & [k, Tk;41] SO teste man nacheinander
tj-l—l € [xkj+17 xk]’+2] ?
tj-l—l € [.Z'kj+27 xkj+4] ?

tit1 € [T+, Thj18] 7

Hat man hierdurch ein Intervall identifiziert, wendet maailglich diesem Intervall die Bisekti-
onsmethode an. Ig\Worstcase “ benotigt man zweimal langer als mit der Biselsisuche, aber
im besten Fall ist man um den Faklog, n schneller.

Nachfolgend der oben erwahntgagd-Algorithmus‘inMATLAB Implementierung:

MATLAB -Funktion: lokalisierejagd.m

function ks = lokalisierejagd(xs,x0)
% xs(1) < xs(2) < xs(3) < ... < xs(n)
% Finde f ur alle x0O's die kleinsten k's, sodass x0 in [xs(k),xs(k

+1)]
ks = zeros(Il engt h(x0),1);
n = | engt h(xs);
k = 1;
for j = 1: | engt h(x0)
inc = 1;
K next = k + 1,
while k next <= n && x0() > xs(k_next) % hunting
= k_next;

k next = k next + inc;
inc = 2 =« inc;

end
k_next = m n(k_next,n);
i f k_next > k+1 % bisection
k = k + binaeresuche(xs(k:k_next),x0(j)) - 1;
end
ks(j) = k;
end
end

MATLAB -Beispiel:

Besteht der Spline ausintervallen >> m = 20001; n = 80001,
und gesucht ist die Auswertung>> nodes = linspace(0,1,n);

anm < n Stitzstellen so benoti- >> X0 = linspace(0,1,m);
>> tic, s = lokalisierejagd(nodes,x0);toc

gen lokalisierejagd . un_d Elapsed time is 0.448687 seconds.
binaeresuche  etwa gleich viel _ t=zeros(m,1);
Zelt. >> tic,for j = 1:m,t(j) = binaeresuche(

nodes,x0(j)); end,toc
Elapsed time is 0.349985 seconds.
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Ist jedoch die Anzahl der Aus- >> m = 80001; n = 20001;
wertung deutlich groRer als die>> nodes = linspace(0,1,n);
Anzahl der Intervalle, auf dem >> X0 = linspace(0,1,m);

der Spline stiickweise definiert ist, E/apsed time is 0.023416 seconds.

ist lokalisiereiaad deut >> tic, s = lokalisierejagd(nodes,x0);toc
so ist lokalisierejag Ut - t=zeros(m.1):
lich schneller albinaeresuche . 5 ticfor j = 1:mt(j) = binaeresuche(

nodes,x0(j)); end,toc
Elapsed time is 1.382369 seconds.

4.3 RRAMETRISIERTE KURVEN UND FLACHEN

Implizite und parametrisierte Darstellung

Die beiden haufigsten Methoden um Kurven oder Flachenenaktisch zu beschreiben sind die
implizite Darstellung und die parametrisierte Form.

Die implizite Darstellung einer Kurve in det-Ebene hat die Forrfi(z, y) = 0. Zu einer gegeben
Kurve ist diese Datsellung eindeutig bis auf eine multipitke Konstante. Ein Beispiel ist der
Einheitskreis, definiert durch die Gleichurigz,y) = 22 + y> — 1 = 0.

In der Parameterdarstellunmg wird jede Koordinate einegfsuauf der Kurve seperat durch eine
explizite Funktion eines unabhangigen Parameters detties

C(t) = ((t),y(t) a<t<b.

Somit istC(t) eine vektorwertige Funktion des Parameterédbwohl das Intervalla, b] beliebig
sein kann, wird es ublicherweise &f 1] normiert. Der erste Quadrant des Einheitskreises ist
definiert durch die Paremeterdarstellung

x(t) = cos(t), y(t) =sin(t) a <t <mw/2.

Substituiert man. = tan(t/2) so erhallt man die alternative Darstellung

Die parametrische Darstellung ist folglich nicht eindguti
Beide Darstellungsformen haben Vor- und Nachteile, voredeazinige hier genannt seien.

e Figt man einex-Koordinate hinzu, so lasst sich die gegebene Paramestetlang einer
Kurve einfach in 3-dimensionalen Raum einbetten. Durchimiglizite Form lassen sich
nur Kurven in derry (oderyz oderyz) Ebene darstellen.

e Parametrisierte Kurven haben eine natirliche Richtumog ((a) zu C(b) fura < t <
b. Somit lassen sich einfach geordnete Folgen von Punktexugen. Implizit gegebene
Kurven haben diese Eigenschaft nicht.

e In der Parameterdarstellung muss man manchma|Amomalien kampfen*’, die nicht im
Zusammenhang stehen mit der wirklichen Geometrie. Eindaisst die Einheitskugel.
Verwendet man Kugelkoordianten so sind die Pole algoriglsmischwierige Punkte, ob
wohl sie sich von den anderen Punkten nicht unterscheiden.
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e Die Komplexitat vieler geometrischer Operationen und Malationen hangt stark von der
Darstellung ab. Die Berechnung eines Punktes auf einerekist\vschwierig in der implizi-
ten Darstellung. Die Entscheidung, ob ein Punkt auf einew&oder Flache liegt ist jedoch
in impliziten Darstellung einfacher.

e Unbeschrankte Geometrien lassen sich nur schwer mit Beraimeterdarstellung beschrei-
ben.

Lasst man beliebige Koordinatenfunktione(t), y(t), z(t) zur Beschreibung von Kurven zu, so
erhallt man eine riesige Auswahl an moglichen Kurvenchté man dies aber mit Hilfe eines
Rechners umsetzen, so gibt es einige Restriktionen zwcksdntigen. Am besten ware es, man
beschrankt sich auf eine Klasse von Funktionen, die

e die gewiinschten Kurven prazise genug darstellt, wielsiB&rechnungen oder Darstellun-
gen bendotigt werden,

e einfach, effizient und stabil sind,
e wenig Speicherplatz benotigen,
e mathematisch einfach gut verstanden sind (d.h. keine blém).

Eine naheliegende Wahl von Funktionen waren die Polyn@be:ohl sie die letzten beiden Punk-
te in der Wunschliste erfillen, gibt es mehere wichtigerven und Flachen, die sich nicht durch
Polynome darstellen lassen, z.B. Kreise und Kugeln.

Die Darstellung einer Kurve in monomilaer Bagi¢en Grades ist gegeben durch

C(t) = (z(t),y(t),2(t) =Y ajt/ 0<t<1
j=0

mit a; = (z;,y;, 2;). ZU einem gegebenety lasst sich der Punkt(t,) moglichst effizient mit
dem Horner-Schema berechnen:

o flir den Grad= 1: C(to) = ag + tpay

° Grad= 2: C(tg) = ag + to(a; + tpag)

. Grad= 3: C(tg) = ag + to(a1 + to(az + toas))

o

° Grad= n: C(tg) = ag + to(...to(an—2 + ... to(an—1 + toay)))

In Matlab sieht der Algorithmus wie folgt aus.

MATLAB -Funktion: horner.m

function f = horner(a,t0)
% Compute point on a power basis curve
f = a(, end)
for k = size(a?2)-1:-1:1
f = f. =tO+a(:,k);
end
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4.4 BERNSTEIN-POLYNOME UND BEZIER-KURVEN

Die monomile Basis ist nicht die einzige, um Polynome da#dle. In Rahmen der Interpolation

wurden auch schon die Lagrange- und Newton-Basis diskuli¢ir definieren nun zuerst eine

weitere Basis, namlich die Bernstein-Polynome. Obwoblgdirametrisierten Funktionen, darge-
stellt in monomialer Basis oder mit Bernstein-Polynomemthematisch aquivalent sind, so ist
die Darstellung mit Hilfe der Bernstein-Polynome fir diarBtellung von Kurven und Flachen

deutlich geeigneter. An entsprechender Stelle kommenuwfidi@asen Punkt zuriick.

Definition 4.4.1 (Bernstein-Polynom) Dasi-te Bernstein-Polynom vom Gradh beziiglich des
Intervalls|0, 1] ist das PolynonB}* € P,, mit

n! , ,
B!'(t) = mtl(l -t (4.23)

1

0.9+
4 4
0.8F B B
0.7F
0.6
4 4
0.5-

By By
0.4F
031
0.21

0.1r

0 L L I L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Abb. 4.2: Bernstein-PolynomBy, . .., By auf dem Intervalf0, 1].

Satz 4.4.2 (Eigenschaften der Bernstein-Polynomd)ie Bernstein-Polynome haben folgende
Eigenschaften:

(i) Bt) > 0furalled,nund0 <t <1 (Positivitat).
(i) > BIMt)=1furalle0 <t <1 (Zerlegung der Eins).
(i) By(0) =Bp(1) =1.
(iv) BI(t) hat genau ein Maximum im Intervdl, 1], und zwar bet = i/n.
(v) BMt)=B)_,(1—t)furi=0,...,n (Symmetrie).

(Vi) BM(t) = (1—t)BM " (t)+tB"'(t) (Rekursionsformel); wir definiereR?(t) = 0 fori < 0
oderi > n.
(vii)
d n n— n—
Bt =n (BIMt) — B (b))

mit B"71(t) = B2 '(t) =0
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0=DB% B?,
pY
B, Bj
/ pY
0=DB% B?
pY / pY
B} B}
/ pY /!
1=B) B}
pY /
By Bj
/
0= BY B3

Tab. 4.1: Berechnung voR3.

BY, B}
0 2 /l
B, B2
/ pY
By By
/ pY /
1=DB) B?
pY / pY
Bj B3
. S S
B B3 N
By Bj

Tab. 4.2: Berechnung aller kubischen Bernstein-Polynome.

Die Gleichung (4.23) liefer3)(t) = 1. Aus der Eigenschaft 4.4.2.vi gewinnen wir die linearen
und quadratischen Bernstein-Polynome

Bi(t) = (1 —t)BY(t)+tB%(t)=1—t

BHt) = (1—t)BYt)+tBJ(t) =t

Bit) = (1—-t)B{(t) +tBL (t) = (1 1) (4.24)
Bi(t) = (1—1t)Bi(t)+tBi(t) =2t(1—1)

B3(t) = (1—1t)Bi(t)+tBi(t) =t

Die Eigenschaft 4.4.2.vi liefert einen einfachen Algorimsnum Werte der Bernstein-Polynome
zu einem gegebenenzu bestimmen. In Tabell@? ist dargestellt, welcheBg bendtigt werden,
um B3} zu berechnen. Beriicksichtigt man die Nulleintrag® { = B, = BY = 0), d.h. man
vernachlassigt die Terme von denen man weiss das sie warsldn, so lassen sich alle kubischen
Bernstein-Polynome, wie in der folgenden Tabelle 4.4 datgdie, effizient bestimmen.

Die FunktionAllBernstein.m kombiniert das in Tabelle 4.4 dargestellte Vorgehen mii-Gle
chung (4.23) um die Bernstein-Polynoméen Grades an einer gegeben Steltel bestimmen.
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Abb. 4.3: Ergebnis der Matlab-Zeilen.

MATLAB -Funktion: AlIBernstein.m

function B = AllBernstein(n,x)
% Compute all n-th Bernstein polynomials
B = zeros(n+l,1);
B(1) = 1;
for j=1in
saved = 0;
for k=1ij
temp = B(K);
B(k) = saved + (1-x) * temp;
saved = x * temp;
end
B(j+1) = saved;
end

MATLAB -Beispiel:

Die folgenden Zeilen stellen die >> n = 8; no = 100;
Bernstein-Polynome B§,...,B§ >> t = linspace(0,1,n0);
graphisch dar. >> B = zeros(n+1,no); .
>> for k=1:no,B(:;,k)=AllBernstein(n,t(k));
end
>> hold on, for k=1:n+1, plot(t,B(k,:)),
end
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Definition 4.4.3 (Bézierkurve) Gegeben seien + 1 Kontrollpunkte P; € R (d € N). Eine
Bézierkurve n-ten Grades zu gegebenent 1 PunktenP; e R @G =0,...,n,d e N)istfir
t € [0,1] definiert als

C(t) = zn: BI1)P;. (4.25)
j=0

Bemerkung 4.4.4 Da die Bernstein-Polynome eine Zerlegung der Eins bildsindie Summe
ausgewertet fiir ein festésnichts anderes als die Linearkombination der gegebenektéRr.
Diese Punkte hei3eikontrollpunkte zur Splinekurves.

Bemerkung 4.4.5Ist d = 2, so hei3t die geradlinige Verbindung der Pun¥g, ..., P, das
Kontrollpolygon .

Firn =2 undC(t) = Y°7_; B(t)P; gilt
Ct) = (1-1)*Po+2t(1—t)Py+*Py
= (1- t)((l — )Py +tP1> +t<(l —t)Py +tP2> .

linear linear

Somit kannC(t) als Linearkombination von zwei Bézierkurvérten Grades bestimmt werden.
Betrachten wir dies nun allgemeiner. Bezeichnen wir eidedge Bézierkurve:-ten Grades mit

o P

P,

Abb. 4.4: Berechnung eines Punktes durch wiederholteriénkgerpolation fur = 2/5.
C,.(P,-..,P,),dann liefert uns die Rekursion 4.4.2.vi die Darstellung
Cot:Py,....P)=(1—-t)Cp_1(t: Po,...,Pr1) +tCpq(t: Pr,...,Py).

Dies liefert ein rekursives Verfahren zur Bestimmung @t,) = P,, o(t¢) auf einer Bézierkurve
n-ten Grades, namlich

l—‘
K

.. k
Py i(to) = (1 —to)Ppr_1 (to) + toPr—1;+1(to) fur{ ; (4.26)

Die Gleichung wird algle Casteljau- Algorithmus bezeichnet.
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MATLAB -Funktion: deCasteljaul.m

function C = deCasteljaul(P,t)
% Compute point on a bezier curve using Casteljau
for k=1: si ze(P,2)-1

for i=1: size(P,2)-k

PG = (1-1) *P(,) +t *P(,i+1);

end
end
C = P(,1);

MATLAB -Beispiel:

Die folgenden Zeilen liefern >> P=[0, 1, 2, 3;
das Kontrollpolygon und die >> 0 -1, 4, 3
Bézierkurve zu den Punkten>> t = linspace(0,1,100);

= - for k=1:length(t)
PO - (070)! PO - (1,—1), > ] B ) .
Py = (3,4)und P; = (3,3). >>  C(,k)= deCasteljaul(P,t(k));

\Y

>> end
>> plot(C(1,:),C(2,:),’k-",
P(l,:),P(Z,:)”r * :’);

—1b *

Abb. 4.5: Kontrollpolygon und Bézierkurve, Ergebnis deatlb-Beispiels.

Kommen wir nochmals auf den Vergleich der Darstellungerickird.h. die Koordinatenfunktio-
nenx(t), y(t) undz(¢) sind Polynome in monomialer Basis oder in der BernsteinsB&etrach-
ten wir diesbezuglich einige Beispiele.

Beispiel 4.4.6Es sein = 1. Aus (4.24) erhalten wiB}(t) = 1 — t und Bi(t) = t. Die Darstel-
lung (4.25) nimmt dann die Fori@(¢) = (1 — ¢t)Py + tP; an. Dies ist eine gerade Linie v
nachP;.
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Beispiel 4.4.7Es sein = 2. Aus (4.24) und (4.25) erhalten W (t) = (1 — t)°Pg + 2t(1 —
t)P; + t2P,. Dies ist eine parabolische Kurve va@y nachP, (siehe Abb. 4.6 rechts). Man
beachte, dass der Polygonzug mit den PunRgrP;, P, sprich das Kontrollpolygon, die Form
der Kurve naherungsweise gut approximiert. Fur die Enéfugilt Py = C(0) undPy = C(1).
Die tangentialen Richtungen an den Endpunkten sind pbzalle; — Py undP; —P;. Die Kurve
liegt im Dreieck mit den Eckei?g, Py, Ps.

P1 = C(l) :e"/ P1

P, = C(0)

P, = C(0)

Abb. 4.6: Eine lineare (links) und quadratische (rechtsiBrkurve.

Beispiel 4.4.8Es sein = 3. Wir erhaltenC(t) = (1—t)*Po+3t(1—t)?P1+3t2(1—t) Py +3Ps.
Beispiele kubischer Bézierkurven sind in Abb. 4.7 damgiisMan beachte, dass das Kontrollpo-
lygon naherungsweise die Kurve beschreibt. Fur die Enkifgeugilt Py = C(0) undP3 = C(1).
Die tangentialen Richtungen an den Endpunkten sind phmll®; — Py und P3 — Py. Die
Kurve liegt in der konvexen Hille der Punki®,, P, Po, P3. Keine Gerade schneidet die Kurve
haufiger als sie das Kontrollpolygon schneidet. Die Kurki@gkmt sich bei = 0 in die gleiche
Richtung wiePg, P, P5 bzw. beit = 1 wie Py, P, Ps.

P,

Py =P3 Py

Abb. 4.7: Kubische Bézierkurve und zugehorige Kontraljgone.
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Die Kurve C(t) ist eine vektorwertige funktion in einer Variablen. Einéé¢tie ist eine vektorwer-
tige Funktion in zwei Parameternund ¢ und stellt die Abbildung eines Gebieis von derst-
Ebene in den 3-dimensionalen Raum dar, nanfi¢h ¢) = (z(s,t),y(s,t), 2(s,t))), (s,t) € R.
Es gibt mehrere Moglichkeiten die Koordinatenfunktiorzendefinieren. Der sicherlich einfachste
und haufig verwendete Ansatz, ist der des Tensorprodukts, d

S(3>t) = (x(svt)vy(svt)vz(svt))) = Zz,fi(s)gj(t)bij

i—0 j—=0
mit
bi; = (ij, yij» zij) 0<s,t<1.

Man beachte, dass die Definitionsmenge dieser Abbildun@dasirat0, 1]2 ist. Verwendet man
als Basisfunktionen wieder die Bernstein-Polynome salerhan

S(s,t) =Y .Y BI'(s)B}(t)Py; 0<s,t<1. (4.27)
i=0 j=0

Far ein festes gilt

m n

Co(t) =S(s0,t) = > Y Bi"(s0)B}(t)Py

i=0 j=0
_ S (zBmsme)
j=0 i=0
= Y B} (t)Qj(s0) (4.28)
j=0

wobeiQ;(sg) = Y i~ BI"(s0)Pij, 7 = 0,...,n eine Bézierkurve ist, die auf der Flache liegt.

Abb. 4.8: Eine Tensorproduktflache und isoparametriscinevé.
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Mittels (4.28) kann man also (4.27) zu gegebenes () durch mehrmaliges anwenden des
eindimensionalen deCasteljau-Algorithmus bestimmeres& Vorgehen ist in der Routine

deCasteljau2.m realisiert.

MATLAB -Funktion: deCasteljau2.m

function S = deCasteljau2(P,s,t)
% Compute a point on a Bezier surface
n = sizelP,2); m = size(P,3);
If n<=m
for j = 1m
Q(:,j) = deCasteljaul(squeeze(P(:,:,))),S);
end
S=deCasteljaul(Q,t);
el se
for i = 1n
Q(:,i)=deCasteljaul(squeeze(P(:,i,:)),t);
end
S=deCasteljaul(Q,s);
end

In Abb. 4.9 ist das Kontrollnetz und die Bézierflache bigibmaft dargestellt.

Abb. 4.9: Beispiel eines Kontrollnetz und Bézierflach&th
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45 B-S$PLINES

In Kapitel 4.1 haben wir uns mit den kubischen Splines bafigt und diese mit einem direkten
Ansatz der Form

si(x) = a;(x — xi)g + bi(x — wi)z + ¢i(x — x;) + d;,

hergeleitet. Bis auf eine Verschiebung ugrist die ein monomialer Ansatz. Im Folgenden wollen
wir uns mit einem allgemeinerérAnsatz beschaftigen, der durch die Anwendung in der Com-
putergrafik motiviert ist. Wir werden eine weitere Basisfiéimmen, deren Basisfunktionen einen
Trager minimaler Lange haben (Monome haben darats Trager) und deren Elemente sich ef-
fektiv und numerisch stabil berechnen lassen. Wir erindaran, dass mit dem Trager einer Funk-
tion f : R — R die Mengesupp(f) := {z € R, f(z) # 0} bezeichnet wird, wobei der Strich
den Abschlu3 der Menge bezeichnet. Splines, die in diesgs Blargestellt werden, nemmt man
B-Splines

Rekursive Definition der B-Splines-Basisfunktionen

Definition 4.5.1 (B-Splines-Basisfunktionen)SeiT = {to,t,,} eine nichtfallende Knotenfolge
reeller Zahlen, d.ht; < t;y1 (i = 0,...,m — 1). Diet; werden alKnoten und7 alsKnoten-
vektor bezeichnet. Die-te B-Spline Basisfunktion vom GraggOrdnungp + 1) ist definiert far
p = 0 als stiickweise konstante Funktion der Form

1 fallst; <t <t;
0(4) .— J J = J+l
NO(t) - { o . sonst (4.29)
und firp > 0 durch
—1; _ t; —1 _
NP(t) = iNg’ L)+ 2 NP, (4.30)
J Litp —ti tigpr1 — tiy1

Bemerkung 4.5.2 (i) N? ist eine Treppenfunktion, die auf dem halboffenen Intérvalt; 1)
Eins ist und sonst verschwindet.

(i) Man beachte die rechtsseitige Stetigkeit in der Debnitder N7, d.h. limt_ﬁ+1 NP(t) =
J
NP ()
(iii) Furp > 0 ist N?(t) eine Linearkombination von zwei Basisfunktionen vom Grade 1).

(iv) Die Berechnung einer Menge von Basisfunktionen erfadéen Knotenvektol™ und einen
Gradp.

(v) In (4.30)kann der Nenner im Bruch Null werden; dieser Quotient semdmition Null.

(vi) Die N?(t) sind stiickweise polynomiale Funktionen auf der reellehs&c Normalerweise
ist nur das Intervallty, t,,] von Interesse.

(vii) Dasi-te Knotenintervallt;,t; 1) kann die Lange Null haben, da aufeinanderfolgende Kno-
ten nicht verschieden sein miissen.

(viii) Die Berechnung der Basisfunktionen kann in dem beitan Dreiecksschema erfolgen.
(ix) Die N ]0 liefern auf dem Intervallty, t,,) eine Zerlegung der Eins und sind positiv.

Die rekursive Definition der B-Splines (4.30) liefert eineimfachen Algorihmus, um Werte der
B-Splines zu einem gegebener [t;, ;.1 zu bestimmen.

IAllgemeiner bzgl. des Polynomgrads auf jedem Teilinténals auch der Glattheitsanforderung an den Knoten
zwischen den Teilintervallen, bzw. an den beiden Endpumkte
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Beispiel 4.5.3Es sei7T = {tyo = 0,t; = 0,to = 0,t3 = 1,t4 = 1,t5 = 1} undp = 2. Fur

B-Spline-Basisfunktionen vom Grade1 und2 lauten dann

Ny = N)=0 —co<t<oo
1 0<t<«1
Ny = -
0 sonst
Ny = N)=0 —oco<t<oo
t—0 0—t
N+ —N) = 0
0—0 0—0
t—0 1—t 1—t
— N+ —Nj =
0-0 1—-0 0
t—0 1—t t
N+ —NY =
o2t 0
t—1 o 1—-t o 0
1—1 3" 1-14% —
t—0 1—t (1—1)?
-~ N4+ —N! =
0_o0 0T 0
t—0 1—t 2(1 —t
— N +—N} = ( )
1-0 1-0 0
t—0 1—t 12
2 N o "N =
ot T 0

—o0 <t< oo

0<t<1
sonst

0<t<«1
sonst

—o0<t< oo
0<t<1
sonst

0<t<1
sonst

0<t«1
sonst

Man beachte, dasd’? auf das Intervall[0, 1) restringiert gerade die quadratischen Bernstein-
Polynome sind. Aus diesem Grunde ist die B-Spline-Dartstglimit einem Knotenvektor der
Form
U={0,...,0, 1,...,1}
——  —
(p+1)—mal (p+1)—mal
eine Verallgemeinerung der Bézier-Darstellung ist.

Beispiel 4.5.4Es seiT = {to =1 =ty = 0,t3 = 1,ty = 2,t5 = 3,1t = t7 = 4,13 =
ty = tip = 5} undp = 2. Fur stickweise konstanten, linearen und quadratis&&pline-
Basisfunktionen lauten dann:

N = M=0 —co<t<oo
1 0<t«1
Ny = {
sonst
1 1<t<?2
Ny = -
0 sonst
1 2<t<3
Ny = .
0 sonst
1 3<t<4
N) = -
0 sonst
N) = 0 —oco<t<oo
1 4<t<5b
N7 =
0 sonst
N = N=0 —oco<t<oo
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t—0 0—1
M'ZO—ﬁw O__ON{’zo —00 <t <00
Nl tm0o 1ote  J1-t 0<t<l
L o-0t T 1-0% T o sonst
t 0<t<1
t—0 2—t -
N} = NY Ny = {2t 1<t<?
1=0 2-1 0 sonst
t—1 1<t<?2
t—1 3—1 -
N} = N9+ Ny = {3—t 2<t<3
2-1 52 0 sonst
t—2 2<t<3
t—2 4—1 —
N} = N+ N = {4a—t 3<t<4
32 -3 0 sonst
t—3 4—t t—3 3<t<4
1 _ >
N = oz 3N5+4 4N o sonst
t—4 5—t 55—t 4<t<bh
1 _ 0 _ =
No = 1z 4N 5o N 0 sonst
t—4 5—t t—4 4<t<5
1 0 =
Nro= 5— 4N T EC 5N8 0 sonst
t—>5 5—t1
N = 5_5N8+5_5N8 =0 —o00 <t <00

Die folgendenN? sind bis auf die angegebenen Intervalle jeweils Null.

t—0 ., 1—t

N2 = N, NP = (1—-1t)? 0<t<l1
0 0-0 0+1_0 1 ( ) <
t—0 2t 2t — 3¢2 0<t<l1
N2 — Nl Nl — 2 >
! -0t 20 12— 1) 1<t<2
142
t-0 , 31, 3t 0<t<l1
N2 = 2_ONQ+3_1N5 = q-343t—+2 1<t<?2
%(3_@2 2<t<3
. A 5(t—1)? 1<t<?2
2 _ t— 1 —t. _ 1 42
N = o Ns+ =N = L 45t —t 2<t<3
%(4—t)2 3<t<4
t—2 4—t 1t —2)? 2<t<3
N = N{ Ny = {°? -
‘ 4-2"%74-37° —16 + 10t — 3¢2 3<t<4
t—3 5—t (t — 3)? 3<t<4
NZ = Ny Ng = P
° 4-3"° " 5-4° (5 —1)2 4<t<5
t—4 5—1t
N} = Ng N = 2(t—4)(5—t 4<t<h
6 51 6 51 7 (t—=4)(5-1) <
N} = N} N = (t—4)? 4<t<5b
7 547 T _g5'8 ( ) St<
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In Abbildung 4.10 ist die Zusammensetzung V8§ aus den jeweiligen stiickweise polynomialen
Funktionen auf den einzelnen Teilintervallen grafisch dstgjlt.

2 T

15r 7

05l Ng 1

15 | I | | | | | ] |
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

ol -

Abb. 4.11: Die stuckweise linearen Basisfunktioner7ze {0,0,0,1,2,3,4,4,5,5,5}.

Es ist wichtig, den Effekt von mehrfachen Knoten zu versteidan betrachte die Funktionen
NZ, N2, N2, N2 und N2 in Abbildung 4.12. Beachtet man die rekursive Definition Besis-
funktionen (4.30), so stellt man fest, dass sie jeweils our4 Knoten abhangen, namlich:

Ng . {0,0,0,1}
N . {0,0,1,2}
Ni : {0,1,2,3}
NZ . {3,4,4,5}
NZ . {4,4,5,5}

Der Begriff Vielfachheit eines Knotens, kann man verstehen
e in Bezug auf eine Knoten im Knotenvektor oder
e in Bezug auf einen Knoten belglich einer Basisfunktion.

Zum Beispiel hat = 0 die Vielfachheit3 im o.g. Knotenvektor7, aber in Bezug auf die Ba-
sisfunktion N7 if ¢+ = 0 ein Knoten mit der Vielfachhett. Die Basisfunktionen sind stiickweise
polynomiale Funktionen, d.h. im Inneren der Intervallen ¢;) sind sie beliebig glatt. Unste-
tigkeiten kénnen also nur an den Knoten auftreten.t=&r0 stellt man fest, dasyg unstetig ist,
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Abb. 4.12: Die stiickweise quadratischen Basisfunktiane = {0,0,0,1,2,3,4,4,5,5,5}.

N2 CY stetig ist, N3 C' stetig ist undVZ und all seine Ableitungen dort Null von beiden Seiten
ist. N7 siehtt = 0 als doppelten Knoteny? siehtt = 0 als einfachen Knoten uniy? enthallt
t = 0 gar nicht als Knoten.

Satz 4.5.51st ¢, einm-facher Knoten, d.h.

tr1 <tp=...=tm-1 <lorm,

SO istNJ’? an der Stelle, mindestengk — 1 — m)-mal stetig differenzierbar. & die Ableitung
von NF gilt

d NE=1(¢ NE=L¢
ANt = (k-1 (o D)
dt k-1 =T tjrk — i
Beweis. Der Beweis dieses Satzes wird an spaterer Stelle erbracht O

Satz 4.5.6 Warsdeng Identiat) Bei gegebener Knotenfolge := {¢;},j € Z, mit

lim t; = 400
j—Eoo

sei fur beliebigesy € R
Vir(y) =1, ¥y) = (@i —y)(@jr2 —y) - (Tj4p-1 —y), k> 1

Dann gilt
(x—y) "= Z Vjk(y)Bjk(z)

JEL
Beweis. Sei (aj)j cz eine beliebige Folge reeller Zahlen. Dann folgt aus der Reémn (?7?)
Y aBjk =y (aj-1(1 —wji, + awjr) Bjr—
JEL JEL
Setzen wira; := 1, (x), so folgt
aj-1(1 — wjr(®)) + apwjr(z)
= ((wg —y) (1 —wji(2)) + (2j40-1 — y)wjk(x)>¢j,k—1(y)

= (z—y)Yjr-1(y)

®benannt nach M. J. Marsden, vlg. hierzu [Marsden]
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Damit gewinnen wir die Gleichung

> kW) Bir(@) = (@ —y) > ¥ik-1(y)Bji—1(x)

jEZ jET

und somit mithilfe der Definitionen dep;;, und 5;;

Z Vi Bix(z) = (z —y)F Z Vi1 (y)Bji(x) = (x —y)*!

jEZ j €L
Ol

Bemerkung 4.5.7 Day im obigen Satz beliebig war, haben wir also gezeigt, #ass C Sy +.
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Effiziente Auswertung der B-Spline-Basisfunktionen

. . 3 . . . . . - O O O .
Die Funktion V¢ ist eine Linearkombination der Funktloné@@, N1 Niiound N7 ;. Somit
ist V7 nur von Null verschieden firre [t;, ;4.

0= N]Q sz_l
> N} N?
J J—1
/ pN
0=NP,, N?
pN /! pN
Nj1+1 Ngg
/ pN /
1= NJQ+2 Nj2+1
pN /
Nj1+2 N]+1
/
0= Njs Niis

Tab. 4.3:N7 ist nur auf dem Intervall;, ¢;,4) von Null verschieden.

In jedem Knotenintervallt;, ¢;41) sind maximalp + 1 der N} von Null verschieden, namlich

N oo NJOAUR [t 1) ist z.B. VY die einzige nichtverschwindende Basisfunktion vom Grad
Null. Somit sind N3, ..., N3 die einzigen von Null verschiedenen kubischen Funktionei a

[ts, t4). Diese Eigenschatft ist in der folgenden Grafik 4.5 dargkstel

Ni Ny
/
Ny Nt
S h
Ny NY
e hN /
1=NJ N2
pY S N\
Ny N3
/ /
N} N3
N\
Ni N3
Tab. 4.4:NY ist nur auf dem Intervallts, ¢4) von Null veschieden, Somit sind aud¥y, ..., N3

die einzigen von Null verschiedenen kubischen Funktionstita, ¢).
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MATLAB -Funktion: BasisFunc.m

function N = BasisFunc(i,p,U,t)
% compute the nonvanishing basis functions
N = zeros(p+1,1);
N(1) = 1;
for j=1p
left() = t - U(i+1-));
right() = U(i+]) - t;
saved = O;
for r=1j
temp = N(r)/(right(r)+left(j-r+1));
N(r) = saved + right(r) * temp;
saved = left(j-r+1) * temp;
end
N(j+1) = saved;
end

© 0N O O~ WN P

e i el e =
g h W NP O

MATLAB -Funktion: FindSpan.m

function mid = FindSpan(p,U,t)
% returns the knot span index
n = | engt h(U)-p;
I f t==U( end) % special case
mid = n-1;
return
end
low = p;
high = n;
mid = f 1l oor ((low+high)/2);
whi | e t<U(mid) | t>= U(mid+1)
i f t<U(mid)
high = mid,
el se
low = mid;
end
mid = f | oor ((low+high)/2);
end

© 0 N O OB~ WN P

e e e N e o e =
N O U~ WNR O

MATLAB -Funktion: CurvePoint.m

function value = CurvePoint(p,U,P,t)
% compute point on B-spline curve
span = FindSpan(p,U,t);

B = BasisFunc(span,p,U,t);

A W DN P
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value = 0 *P(;,1);

for i=0:p
value = value + B(i+1) *  P(:,span-p+i);
end

Ableitung der B-Splines

MATLAB -Funktion: AllBasisFunc.m

function N = AllBasisFunc(i,p,U,t)
% compute the nonvanishing basis functions
N = zer os(p+1,p+1);
N(1,1) = 1;
for j=1lp
left() = t - U(i+1-j);
right() = U(i+)) - t

saved = 0;

for r=1j
temp = N(r,j)/(right(r)+left(j-r+1));
N(rj+1) = saved + right(r) * temp;
saved = left(j-r+1) * temp;

end

N(j+1,j+1) = saved;

end

MATLAB -Funktion: CurveDerivPts.m

function PK = CurveDerivPts(p,U,P,d,r1,r2)
% compute control points of curve derivatives
r = r2-ri;
for i=lir+l

PK(:,1,)=P(;,r1+i);
end
for k=2:d+1

tmp = p-k+2;

for i=lir-k+2

PK(:,k,i)=tmp * (PK(:,k-1,i+1)-PK(:,k-1,0))/(U(r1+i+p+1)-U(r1+i+k
-1));

end

end
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Abb. 4.13: Ergebnis der Matlab-Zeilen.

MATLAB -Funktion: CurveDerivs.m

function CK = CurveDerivs(p,U,P,t,d)
% Compute curve derivatives

du = m n(d,p);

CK(1: si ze(P,1),[pt2:d+1]) = O;

span = FindSpan(p,U,t);

N = AllBasisFunc(span,p,U,t);

PK = CurveDerivPts(p,U,P,du,span-p-1,span-1);

for k=l:.du+l
CK(:,k) = 0;
for j=1l:p-k+2
CK(:,k) = CK(:,k) + N(j,p-k+2) * PK(:k,j);
end
end

MATLAB -Beispiel:

Die folgenden Zeilen stellen die >> P =[0,1,5,5;
Bernstein-Polynome B§,..., BS 0,2,0,1];

graphisch dar. >> U = [0,0,0,0,1,1,11]; p=3;
>> s = linspace(U(1),U(end),201);
>> for k = 1l:length(s)

C(:,k) = CurvePoint(p,U,P,s(k));

end

plot(C(1,)),C(2,5),-, ...
P(1,),P(2,),0:);

>> hold on

>> for j = 1 :25:length(s)
V = CurveDerivs(p,U,P,s(j),1);
quiver(V(1,1),V(2,1), ...

0.2 *V(1,2),0.2 *V(2,2))

>

\Y

end
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4.6 RATIONALE B-SPLINES

© 0 N O O b W NP

MATLAB -Funktion: RatCurvePoint.m

function value = RatCurvePoint(p,U,Pw,t)
% compute point on B-spline curve

span = FindSpan(p,U,t);

B = BasisFunc(span,p,U,t);

value = 0 *Pw(;,1);

for i=0:p
value = value + B(i+1) *  Pw(:,span-p+i);
end

value = value(l: end-1)ivalue(  end);

© 0 N O 0o WwN PP

N R o o =
N o o~ WN RO

MATLAB -Funktion: RatCurveDerivs.m

function CK = RatCurveDerivs(p,U,Pw,t,d)
% compute derivatives on rational B-spline curve
du = min(dp);

ders = CurveDerivs(p,U,Pw,t,d);
Aders ders(1: end-1,);
wders ders( end,);

CK(1: si ze(Aders,1),p+2:d+1) = 0;

for k=1l:du+l
v = Aders(:,k);
for i=lik-1
v = v - nchoosek(k-1,i) »wders(i+1) * CK(;,k-i);
end
CK(:,k) = viwders(1);
end
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Abb. 4.14: Ergebnis der Matlab-Zeilen.

*

Die folgenden Zeilen stellen die >>
Bernstein-Polynome B§, ..

graphisch dar.

MATLAB -Beispiel:

1, 1, 2
[1, 1, O;
0 1, 1j
U =[0,00111]; p=2
>> s = linspace(0,1,201);
>> Pw = [P(1,). *w;P(2,).
>> for k = 1:length(s)
Cw(;,k) = RatCurvePoint(p,
end
>> plot(Cw(1,:),Cw(2,),-, ...
P(1,),P(2,), *);
>> hold on
>> for j = 1 :25:length(s)

U=
non

8
.,BS >

>>

* W, W];

U,Pw,s(k));

CK = RatCurveDerivs(p,U,Pw,s(j),1);

quiver(CK(1,1),CK(2,1),0.3
,0.3 *CK(2,2))
end

+CK(1,2)
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4.7 GRUNDLEGENDEALGORITHMEN

© 0 N O O b W NP

NN R R R R RB R B R R
P O © 00N O Ol & WN P O

MATLAB -Funktion: CurveKnotlns.m

function [U,Q] = CurveKnotins(p,U,P,tk,s,r)
iIf p < s+r, Q=P; return, end
% compute new curve from knot insertion
np = | engt h(U)-p-1;
% unaltered control points
Q = P(;,1:k-p);
Q(:,k-s+r:np+r)=P(;,k-s:np);
R = P(;,k-p:k-s);
for j=1ir % insert new knot r times
L=k-p+j-1;
for i=l:p-j-s+1
alpha = (t-U(L+i))/(U(i+k)-U(L+i));
R(:,i) = alpha * R(:,i+1)+(1-alpha) *R(:,0);
end
Q(,L+1) = R(:,1);
Q(k+r-j-s)= R(:,p-j-s+1);
end
%copy remaining control points
Q(;,L+2:k-s)= R(;,2:k-s-L);
% new knot vevtor
U = [U(L:k),t  *ones(1,r),U(k+1: end)];

© 0 N O O B WDN P

[ o o
a b~ WO N PR O

MATLAB -Funktion: CurveSplit.m

function [U1,P1,U2,P2] = CurveSplit(p,U,P,t)
I t==U(2)

U1=[];P1=[;U2=U;P2=P; return
el sei f t==U( end)

Ul=U;P1=P;U2=[];P2=[]; return

end
k = FindSpan(p,U,t);
s = sun((t==U));
I f p>s
[U,P]=CurveKnotins(p,U,P,t,k,s,p-s);
end
Ul = U([1:k+p-s,k+p-s])-U(1);
Ul = Ul/nmax(Ul); P1 = P(;,1:k);
U2 = U([k+1-s,k+1-s: end])-U(k+1-s);
U2 = U2/max(U2); P2 = P(;k-s: end);
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Abb. 4.15: Ergebnis der Matlab-Zeilen.

MATLAB -Beispiel:

Die folgenden Zeilen stellen die >> P =[0,1,5,5;
Bernstein-Polynome B§,..., BS 0,2,0,1];

graphisch dar. >> U =1[0,00,01,1,1,1];
>> p = 3;
>> t = 1/3;
>> [U1,P1, U2, P2] = CurveSplit(p,U,P,t)
ul =
0 000 1 1 1 1
P1 =
0 0.3333 1.0000 1.7407
0 0.6667 0.8889 0.9259
U2 =
0 0001 1 1 1
P2 =

1.7407 3.2222 5.0000 5.0000
0.9259 1.0000 0.3333 1.0000
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Halbierung

Ci1,Ca Ci1,Co2 Ci2, Ca Ci2, Co2

Abb. 4.16: Testen auf gemeinsamen Schnitt der einzelneveken Hullen nach Halbierung der
einzelnen Bézierkurve@; = C;; UC; 2 undCy = Cy ;1 U Cyo.
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© 0N O O~ WN P

I e
A W N FE O

MATLAB -Funktion: isLine.m

function [flag,PO,P1] = isLine(P,toll,tol2)
S = nmean(P,2);
PmS = P-Scones(l, size(P,2));
max ( sun( abs(PmS)));
rot = GivensRotMat(PmS(1,k),PmS(2,k));

ik =

_.,
QD
«
1

1.

Q = rot’" *([PmS(1,:);PmS(2,))]);
= maX(Q:sz)'
f h(2) <= nmax(toll,tol2

m n(Q.[.2);

= S + rot *[h(1):0]/2:
S + rot *[-h(1):0)/2;

0; PO=[;P1=[l;

*h(1))

© 0O N O O B WN P

I e
A W N PR O

15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26

MATLAB -

Funktion: Linelntersect.m

function [flag,s] = Linelntersect(x,y)

% check for intersection of two line segments

% 0 no intersection, 1 one or more intersection points
dx = x(:,2)-x(:,1); mx =
dy = y(:,2)-y(:,1); my =
dw = (y(:,2)+y(;,1)-x(;,2)-x(;,1)); mw = nor n(dw);

flag

= 1;s=[];

nor n(dx);
nor n(dy);

I T abs(det ([dx,dy])) >= le-12
it "sumn(abs(dx,dy\dw)>1)

t

= [dx,dy]\dw;

s = ((X(:,2)+x(:,1))+t(2)

:
end
el sei

eturn

f det ([dx,dw]) <

line
mm = [((x(:,2)+x(:,1))/2)

XX
for
t
i

e
end
end
flag

dd = [dx,dx,dy,dy];

max(1le+10 *real m n,1e-12 *mx mw)

*mxxmy % check for non parallel

* dx)/2;

*[LAL( (. 2)+y (5 1))/2)

[dw+dy,dw-dy,-dw+dx,-dw+dx];

j=1:4

= xx() *dd()IddC,)

f abs(t)<=1

s = mm(:,j)+t/2
return

nd

:0,

*dd(z,));

*dd(.)));

% on common

*[1,1]];
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MATLAB -Funktion: comConvHull.m

1 function flag = comConvHull(xy,st)
2 i f comBoundingBoxes( i n(xy,[],2), max(xy,[,2), ...
3 m n(st,[],2), max (st,[],2))
4 flag = 1,
5
6 i f inConvHull(xy, mean(st(:,1: end-1),2)), return, end
7 i f inConvHuli(st, nmean(xy(:,1:  end-1),2)), return, end
8
9 for j = 1: size(xy,2)-1
10 for k = 1: si ze(st,2)-1
11 i f Linelntersect(xy(:,j;j+1),st(:,k:k+1))
12 return
13 end
14 end
15 end
16 end
17 flag = 0;
MATLAB -Funktion: CurveBisection.m
1 function points = CurveBisection(pl,U1,Q1,p2,U2,Q2,tol)
2 [flagl,al,bl] = isLine(Q1,tol(1),tol(2));
3 [flag2,a2,b2] = isLine(Q2,tol(1),tol(2));
4 i f flagl && flag2 % both segments are lines
5 [ f1 ag,points] = Linelntersect([al,bl],[a2,b2]);
6 else
7 xy = myConvHull(Q1,flagl,al,bl);
8 st = myConvHull(Q2,flag2,a2,b2);
9 points =[];
10 i £ comConvHull(xy,st) % intersection of convex hulls non empty
11 [U11,Q11,U21,Q21] = CurveSplit(p1,U1,Q1,( max(Ul)- m n(Ul))/2);
12 [U12,Q12,U22,Q22] = CurveSplit(p2,U2,Q2,( max(U2)- m n(U2))/2);
13 points = [points,CurveBisection(p1,U11,Q11,p2,U12,Q12 Jtol)];
14 points = [points,CurveBisection(p1,U11,Q11,p2,U22,Q22 tol];
15 points = [points,CurveBisection(p1,U21,Q21,p2,U12,Q12 tol];
16 points = [points,CurveBisection(p1,U21,Q21,p2,U22,Q22 tol];
17 end
18 end
19
20 function h = myConvHul(Q, flag,a,b)
21 % Q
22 % [flag,a,b] = isLine(Q,le-7,1e-7)
23
24 if flag
25 h = [a,b,a];
26 el se
27 h = Q(:,convhull(Q(1,:),Q(2,2));
28 end
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3.5

Abb. 4.17: Ergebnis der Matlab-Zeilen.

MATLAB -Beispiel:

Die folgenden Zeilen stellen die >> P1=[3 0,0,7,6;

Bernstein-Polynome B§,..., BS 3,2,1,2,1]; p1=3;
graphisch dar. : g; : [[(7),2,2,2,;/2,1,1,1.1];
3,0,1,2,0]; p2=2;

>> U2 = [0,0,0,1/3,2/3,1,1,1];
>> CurveBisection(p1,U1,P1,p2,U2,P2, ...
[1e-9,1e-7])
ans =
1.5038 4.6028 2.5178
1.5037 1.6214 1.5214

4.8 B-SPLINEINTERPOLATION
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QUADRATURTHEORIE

Die Quadraturtheorie behandelt die Prinzipien und Algonién zur numerischen Berechnung von
Integralen gegebener Funktionen. Hierbei beschrankerumd vorerst auf die Berechnung des
Riemanrintegrals

b
10)= [ f(a) do.

Dabei stelltf eine (von Computern ausfuhrbare) Vorschrift dar, die esagiet zu jedem: € [a, b]
den entsprechenden Funktionswgrtu ermitteln (in den meisten Anwendungen fistine stiick-
weise stetige oder stiickweise glatte Funktion).

Es ist nun evident, dass im Allgemeinen die Berechnung dektianswerte allein zu keiner gesi-
cherten Aussage bezugliélif) fuhrt; vielmehr bedarf es einer weiteren zusatzlichdorimation
Uber f, welche die Funktionswerte an denjenigen Stellen, an dkeiee Werte errechnet worden
sind, eingrenzt. Diese - globale - Information nennen warG@b-Observatiordes gegebenen Pro-
blems, und interpretieren die€m-Observatiorals eine Meng€ von Funktionen.

Es sei nurC fixiert, @ ein Algorithmus Q| f] der durch diesen bei der Anwendung gérzeugte
Schatzwert fud (f). Dann stellt

b
p(Q:C) = sup / f(x) dz — Q[f) (5.1)

fec

offenbar die durcl®) in C garantierte Genauigkeit dar. Fur einigeind@ wollen wir nunp(Q; C)
untersuchen.

5.1 MITTELPUNKT- UND TRAPEZREGEL

Beginnen wir mit der sicherlich einfachsten Quadraturfelrm
Beispiel 5.1.1 (Mittelpunktsregel) Wir setzen
e = {f ‘ f) stetigund sup | f")(z)| < M}

a<x<b

fur» € Nund M > 0, und betrachten nachfolgende Grafik 5.1:
Sei nunzg € (a,b), dann gilt furf € Ca, b]:

b / b
[ 1= Plzolde < s (@) [ el da (5.2)

a<x<b 1!

Weiterhin ergibt sich mit, := b — a:

b o b
J(x0) ::/ |v — xo| dx = —/ (x — x0) dl’—|—/ (x —xp) dx
a a Zo

(- 70)? b (v — )2 ™
2 =10 2 r=a
(b 7g)? n (a — x0)?
N 2 2
2 b2
= w%—wo(a—i—b)—i—a;— .

!Riemann, Georg Friedrich Bernhard (1826-1866)
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Abb. 5.1: Graph einer Funktiofi.

Wir wollen zp nun so wahlen, dass/(xzo) bzw. der rechte Teil der Ungleichung

5.2 minimal wird. Mit J'(zg) = 2z9 — (@ + b) = 0 ergibt sich als ein-
ziger kritischer Punktzg = “T*b welcher J minimiert, da J* = 2 > 0.

Damit haben wir folgende Quadraturforn{®ittelpunktsformel) motiviert:

a+b
alfl=b-a-7(“57) 53)
Mit obiger Herleitung haben wir auch gezeigt, dass
(1) M ,ratbd
Q.0 < 5-I(57)

B (a+b)? (a+b)? a®+b
- M ( 4 2 * 2 >
= M- (b—a)*

4
als MaR fur die Genauigkeit vas.3) gilt.

Inwiefern laf3t sich die Frage beantworten, ob eine Quadmitnel nun einen optimalen Algo-
rithmus zZur numerischen Berechnung beliebiger I(f) darstellt.

Betrachten wir dazu disummierte Trapezformel:

b—a 1\b—
“}:f<a+<u——) “) (5.4)
no = 2/ n
Es seiw eine auf/ := [0,b — a] definierte monoton-wachsende Funktion, dig)) = 0 und
w(z +vy) < w(zr) +w(y) furz,y € I erfulle. Die Menge

QNf] =

Hy = { | 1f@) = J@)| S w(lz = yl) Y,y € [a,0]}

beinhaltet unter aanderem die Menge aller @uf] stetigen Funktionenf (mit w(t) =

sup {|£(@) ~ F)| | — o] < 1}).
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Satz 5.1.2 ([Lebed]) Die beste Quadraturformel zZaguidistanten $ttzstellenc; = a + ¢ - (b —
a)/n (i =0,...,n)und Funktionen au#/,, hat Gewichtevy = 1/(2n),w; =1/n(i=1,...,n—
1) undw,, = 1/(2n). Des Weiteren giltifr die Genauigkeit

b—a

(o) = 2n/02" w(t)dt, neN (5.5)

Das man mehr benotigt als summierte Mittelpunkts- odepd@zéormeln zeigt das folgende Bei-
spiel.

MAPLE-Beispiel:

Mochten wir das Integral > restart:
> n:=10"500:
4z > 2+ nxint(L/log(x),x=0..exp(-2)/(2 n)):
/0 log |z] > evalf(%);

mit einem moglichst kleinen Feh- -0.0001171749067
ler, z.B. < %10‘4 und einer sum-

mierten Trapezformel berechnen, so

liefert der Satz 5.1.2, dass dazu

die Unterteilungsfeinheit vom =

10°%0 nicht ausreicht! Man beachte,

dass hiew(t) = @ gilt.

Ein weiteres klassisches Ergebnis zur summierten Trapeefdiefert der folgende Satz.
Satz 5.1.3 ([Kiefer]) In der Klasse

Ca,p = {f wachsendf(a) = 4, f(b) = B}
ist die summierte Trapezformel aguidistanten Sitzstellen optimal und es gilt ddper hinaus:

(B—A)(b—a)

N
CES VR

Pn (CA,B) -

Bemerkung 5.1.4 Die Fehlerabschatzungen fiir den Quadraturfehler, dignwiFolgenden be-
trachten werden, werden eher vom Typ 5.2 sein, d.h. bei demgproximationseigenschaft von
Funktionen durch Polynome mittels hbherer Ableitungegeabhatzt wird.

5.2 Newton-Coted~-ORMELN

Die Kernidee der Mittelpunkts- bzw. der Trapezformel liggrin, die Funktionf durch eine
Interpolierendel( f) zu ersetzen, sodass sich fur diese die Quadratur einfattraan lalkt. Wir

verwenden dant (P(f)) als Approximation zu (f) = f:f(x)da:, setzen also:

QLI = I(P(f)).

Lemma5.2.1 Zu (n + 1) paarweise verschiedenen Knoteg . . ., z,, gibt es genau eine Qua-
draturformel

Qlfl=(b—a)> wif(x:), (w=weights (5.6)
i=0
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die fur alle P € IP,, vom Grad kleiner oder gleich exakt ist.

Beweis. Wir verwenden did_agrangePolynome

l‘—l'J

::]s

] O

<.
ER

setzen diese in die Quadraturformel ein und erhalten:

1 flanLi@)) = 3 @I (L) = (b — ) 3 wif (w). (5.7)
i=1 =1 =1

Dadurch erhalten wir die Gewichte

auf eindeutige Weise zuriick. O

Definition 5.2.2 (Newton-Cotes-Formeln)Bei aquidistanter Knotenwall < zq < z1... <
x, < b heil3en die resultierenden Integrationsform@lt) Newton-Cotes-Formeln
Die Newton-Cotes-Formeln hei3abgeschlosserwennzy = a undx,, = b, d.h.

r; = a + th, h:b_a

(i=0,...,n)

Die Newton-Cotes~ormeln heiBemffen, wennxzy < a undzx,, < b, wobei meist

—a

1 .
xi:a+<i—|—§>h mlth:b (i=0,...,n) (5.8)

n—+1

gewéhlt wird.

Der Ausdruck fur die abgeschlossenen Newton-Cotes-Geeuig vereinfacht sich durch die Sub-
stitution s := (x 9 zu

' w — l’J
Wi = b—a / H —xj) /
J#Z
und fur die offenerNewton-Cotes-ormeln erhalt man unter der Wahl (5.8) der

:U—:EJ 1
4 dr =
i b—l/H T — T5) . n+1
J#Z

J#z

n+% n (S—

i

Die in Definition 5.2.2 definierten Gewichig sind von den Intervallgrenzen b unabhangig und
missen nur einmal zu gegebenerhestimmt werden.
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Fur die abgeschlossenen Newton-Cotes-Formeln lautegrstien Gewichte

n Gewichte Fehler

1 1/2 1/2 W)
2 1/6 4/6 1/6 B F(e)
3 1/8 3/8 3/8 1/8 D)
4 7/90 32/90 12/90 32/90 7/90 Bl fO)(¢)

ImFall n=1 liegtdieTrapezregelor
n =2 istdieSimpson-KeplerscHeFassregel
n =3 heilRtNewtonsche 3/8-Regeind fir
n =4 nennen wir die Quadraturform®ilne-Regel

Mittels der folgenden Maple-Anweisungen lassen sich digiG#e einfach bestimmen.

MAPLE-Beispiel:

> # geschlossene newteiCotes—-Formel

> n:=2:

> zaehler:= (x,i)—> quo(product ((xk),k=0..n),(xi),x):

> seq(int(zaehler(x,m)/subs(x=m, zaehler(x,m)),x=0./n)m=0..n);
1 2 1
6 3 6

# offene newtonCotes—Formel

> n:=2:

> zaehler:= (x,i)—> quo(product ((xk),k=0..n),(xi),x):

> seq(int(zaehler(x,m)/subs(x=m, zaehler(x,m)),

x=—=1/2..n+1/2)/(n+1) , m=0..n);

Definition 5.2.3 (Konvergenz einer Quadraturformel) Wir betrachten im weiteren Verlauf nun
Folgen von Quadraturformeln und hierbei den Grenzwert

b
Qn(f)’H—“>/ f(z)dz firjedesf e Cla,b]. (5.9)

~unzKeples;. Johannes (1571-1630)
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Gilt (5.9), so spricht man von détonvergenz der Quadraturformeln Q,,(n € N).

Satz 5.2.4 6ze@) Seia < xé") <...<2™ <b und seiem,&") ER(k=0,...,n).
Dann sind dieifir n € N gen@f3

Qn : (C[a’ b]’ ” : ”OO) — (R" ' D
foo Qulf) =Y ()
k=0

definierten Quadraturformel,, genau dann konvergent, wenn die beiden folgenden Bedingun-
gen ertllt sind:

() )
su w(n) o0
b 2l <
(41)
I(p) = lim Qn(p), (pe€P="P(a,b))

Beweis. Der Beweis dieses Satzes erfordert grundlegende Kenatdess-unktionalanalysis und
wird deshalb an dieser Stelle ausgespart. Man findet ihnsdektoweniger beispielsweise in
[Heuser][Seite 159]. O

Beispiel 5.2.5Wir wenden den Satz vo@zed auf die summierte Mittelpunktsregel an:

2k+1 b—a
2 n—+1

, (k:zO,...,n)

mit den Gewichten
(n) _ b—a

Wk Con+1

Es qilt: Y, \w,&")\ = b — a, demnach is(¢) in Satz3 erfullt. Weiterhin gilt (i7) aufgrund der
Stetigkeit (damit deRiemanrintegrierbarkeit) der Polynome aluf, b und der Fehlerabschéatzung
fur die summierte Mittelpunktsregel.

Satz 5.2.6 Stekloy Unter den Voraussetzungen des SatzesSamyodgelte
w™>0 (neN,0<k<n) (5.10)

n)

fur die Gewichtew,(f der Quadraturformel@,,. Dann konvergieren die Quadraturformeln
Q. (n € N) genau dann, wenn si@rfalle p € P konvergieren.

Beweis.Nach dem Satz voSze@ ist der Beweis erbracht, wenn dort unter der Voraussetzang v
(5.10) (i) aus(zi) folgt. Es gelte als@ii) im Satz vonSze@. Fur f = 1 gilt mit (:7)

n—o0 n—oo

b—a=1I(f)= lim Q,(f) = lim i:w,g"),
k=0

was weger(5.10) die Aussagéi) impliziert. O
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Bemerkung 5.2.7 Bei denNewton-Cotes~ormeiln treten durchaus negative Gewichte auf, d.h.
der Satz vorSteklovkann dann nicht angewandt werden. Jedoch hilft auch derv®at3zegd
nicht weiter, da - wiés. Polyazeigte - eine Funktion existiert, fur die digewton-Cotes~ormein
nicht konvergieren. Flir abgeschlossdiewton-Cotes~ormeln taucht beih = 8, fur offene
Newton-Cotes~ormeln bein = 6 das erste Mal ein negatives Gewicht auf.

Die folgenden ZeilerMaple-Code berechnen die Gewichte der abgeschlossblesrion-Cotes
Formeln firn = 8 und die der offeneMewton-Cotes~ormeln fiirn = 6:

MAPLE-Beispiel:

> n:=8:
> zaehler:= (x,i)—> quo(product((xk),k=0..n),(xi),x):
> seq(int(zaehler(x,m)/subs (x=m, zaehler(x,m)),x=0./n)m=0..n);

989 2944 —464 5248 —454 5248 —464 2944 989

28350 14175 14175 14175 2835 14175 14175 14175 28350

> n:=6:

> zaehler:= (x,i)—> quo(product ((xk),k=0..n),(xi),x):

> seq(int(zaehler(x,m)/subs (x=m, zaehler(x,m)),
x=—1/2..n+1/2)/(n+1) ,m=0..n);

4949 49 6223 —-6257 6223 49 4949

27648 7680 15360 34560 15360 7680 27648

Wie man sieht, enthalten beide Quadratur-Formeln negétarwgichte.

Definition 3 Eine Quadraturformeal),, (zun + 1 Knoten) heif3t von der Ordnurige N, wenn

I(q) = Qulg) =0 (g €Pyp)

gilt und dabeik maximal gewahlt ist.

Satz 5.2.8Sinda < xé") < ...< 2™ < bund ist@,, eine Quadraturformel, so giliif ihre
Ordnungk:
k<2n+ 2.

Beweis. Die Anwendung der Quadraturformel in der Form
Qulf] =Y f (")
k=0

auf das Polynom

p(z) = H (m — w,(:))z, x € [a,b]
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vom Grad2n + 2 liefert die Aussage

b n
() (n)
p(x)dx — w;,. ' plz >0
IRCEEWRS
>0 =0

und damit die Behauptung. O

Schon in Kapitel 2 haben wir folgenden Satz bewiesen (vgk 34.24).
Satz 5.2.9Es seiw(z) > 0, (z € (a,b)) eine Gewichtsfunktion mit zugifigen Orthogonal-

polynomerp,,11(z),n > 0. Ferner seiermu < xzg < ... < z,, < b die Nullstellen vorp,,1(x).
Dann gibt es positive Gewichi®, . . . , w,, sodass gilt:

b n
/ w(z)g(x)dx = Zka(ﬂUk) (p € li2n+1)
a k=0

5.3 SCHWIERIGKEITEN BEI DER QUADRATUR

5.3.1 Unstetige Integranden

Haufig ist der Integrand nur durch Punktauswertungen bekamd als Komposition mehrerer
Teilfunktionen definiert, die an den Nullstellen unstetigds Zum Beispiel ist eine Funktion auf
unterschiedlichen Teilintervallen, durch unterschigadi Approximationen definiert, wie z.B. die
Besselfunktioh Sind diese Nahtstellen bekannt, so sollte man das Integsagebiet hier unter-
teilen, da kommerzielle Programme als auch die spater disitutierte adaptive Quadratur hier
versagen oder ineffizient sind.

5.3.2 Singuére Integrale

Definition 5.3.1 (Singubres Integral) Unter einer singul&ren Funktion wollen wir eine Funktion
verstehen, die mit Ausnahme endlich vieler Stellen aufreifatervall [a, b] definiert und stetig
ist, sodasg in jeder Umgebung einer Unstetigkeitsstelle unbeschrisnk

Beispiel 5.3.2Zum Beispiel ist die Funktion /\/x auf [0, 1] unbeschrankt und trotzdem besitzt
sie endliches Integral, namlich

1
I(f):/o %daz:2

Betrachten wir nun mehrere Methoden, wie sich solche lategdoch noch in,angenehmere*
Integrale umschreiben lassen:

a) Substitution
Fur einzg € [a,b] mdgen die einseitigen Grenzwerte der Ableitungen niclstiexen, z.B.
f(z) = Vasin(z) auf [0,1] undzy = 0. Hier laf3t sich schon die zweite Ableiturfd (0)
nicht definieren. Die Substitutioh:= /= fuhrt hier zum Ziel

/01 Vsin(z) do = /1 2t2 sin(t?) dt.

0

Der Integrand ist nun sogar beliebig oft differenzierbar.

%Bessel, Friedrich Wilhelm (1784-1846)
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b)

d)

Regularisierung
Eine Idee, die unter dem Stichwort Abziehen der Singahadter Regularisierung bekannt
ist, besteht aus der Anwendung der Formel

I(f) = I(f —s) + I(s)

Im obigen Beispiel leistet das die Funktien= \/z - x
1 1 1
/ Vrosin(z) dz = / \/Esin(w)—\/}'wdw—k/ VI - xdz
0 0 0
! 2
- / Va(sin(z) — z) dac—l—g
0

Der neue Integrand ist jetzt dreimal stetig differenzierbéan beriicksichtige jedoch, dass
nun Nahe der Stelley = 0 fur kleine z Ausloschungen auftreten konnen.

Aufspaltung des Integrals
Eine weitere Moglichkeit besteht manchmal in der Aufapadt des Integrals, im Fall)
ware dies

/01 Vrsin(z) de = /08 Vrsin(z) dx + /61 Vzsin(z)dz 0< el

Der zweite Integrand ist nun glatt, wobei die Konstanterdégn Ableitung vore abhangt.
Fur das erste Integral erhalt man, wenn rsaitz) in eine Reihe entwickelt

€ 0 2k+1
/Oﬁsm(x)dx = /\/_Z T 1)k
i £2k+5/2
- Z(_l) 2k + D)I(2k +5/2)°

k=0

Dieses Vorgehen ist gerechtfertigt, da man wegen der gigi@igen Konvergenz der Reihe
diese gliedweise ausrechnen dar, bzw. Summation und &tiegrvertauschen darf. Fir ein
kleinese kann man diese Entwicklung nach wenigen Schritten abbreddas Problem
hierbei ist die geeignete Wahl des

Anwendung de6Gaul3quadratur
Ein weiterer Kunstgriff besteht darin, dass man das Integrdie Form

bringt, wobeiw(x) die Singularitat enthalt. Zur Integration zieht man dagine Gaufd
Formel zum Gewichi(x) heran. Erneut berechnen wir das oben verwendete Integral

/01 Vo sin(z) dz

mit Hilfe einer GauBFormel zum Gewicht/z fir z € (0, 1]. die JacobiPolynomePy’ 172
sind gerade die bezuglieh(z) = (1 + z)'/? auf (-1, 1) orthogonalen Polynome. Mit den

Uberlegungen in KapitelgauRGewichte) lassen sich

2
2k +3

1
mk:/ vzt dr =
0

Quadraturpunkte und Gewichte bestimmen.
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5.4 ADAPTIVE QUADRATUR

Motivation Fir die Berechnung eines Integrals der Funktion

fa) =

scheint die bisher vorgenommene aquidistante Unten@gilon [a, b] nicht optimal zu sein.

Wir betrachten deshalb die sog. adaptive Quadratur:

Herleitung des Algorithmus Es seiy_" := {z;}=0,..» Mita < zg < 1 < ...z, = b.
Furf € Ca p qilt

R(hi= [ e - BB G + o) < (o - amn) o

mit 6y, := f(my,) — L=t/ @)

Die geometrische Veranschaulichung des Fakigrs

y =f)4

Sy [T

! i ¥ >
%8 %o M % %=b X

Vorgehensweisd-alls die Fehler gleichverteilt sind, d.h. falls gilt:

(Tp—1 — 1)

Rialfl<e=g—

dann folgt

b n
| rade - Qgrin)| < S RE ) <=
¢ k=1

Somit reicht es fur jedes Teilintervall
|6k <

b—a
zu fordern.
In Pseudocodeschreibweise ergibt sich also folgenderritgous fur die adaptive Quadratur:

Algorithmus 5.4.1: Adaptive Quadratur
Initialisierung: Gegeben a=zy<z1<...<xp=">

1. Berechne Q% |[f] (k=1,...,n)
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2. Falls > (zp —xk-1)|0k| <e (= R(f) <e¢)

QU =X Qk_4l/]
sonst
verfeinere " Y7 dh f Ur k=1,...,n
fluge 7, ein, mit w1 <2 <z (2.B. durch T = Tepth),
falls  |0x] > 55
Setze n=n und gehe zu 1.
Er gebni s:

Die wesentlichen Bestandteile sind also:

(i) Das Verfeinerungskriteriund,| > =

.. . . . . . . ~ T _1—x
(1) Die Verfeinerungsstrategie, i.e. das Einfligen voa —*——*

(z31) Das Abbruchkriterium

5.5 EXTRAPOLATION

Motivation Wir betrachten ein Quadraturformél,[f] mit h = I"Ta die eine Entwicklung des
Quadraturfehlers in der Form

b
/ f(z)dx — Qu[f] = ah® + Bh' + O(K'HY), s <t
gestattet, wobei, 5 von f abhangen aber nicht van Dann gilt mit0 < ¢ < 1

b
/ f(@)dz — Qanlf] = a(gh)® + B(gh)’ + O(h*1)

also

b .8 s(1 _ t—s
/a Flz)de — anld i_nghm _ (11_ . Vit + o).

In der Linearkombination

Qilz[f] — Qqh[fi :Zi@h[f]

haben wir damit eine Quadraturformel, die sich bezigliee Quadraturfehlers ih wesentlich
gunstiger verhalt al§[f].

Beispiel 4Fiir die summierte Trapezformel gilt diuler-Maclaurir’-Summenformel in der Form

b N
V= [ e YD e+ R
a k=1

mit bestimmten vonh unabhangigen Koeffizienten, und einem RestgliedRy.1(h) =
O (h2N*2) fur jedes festeV undh — 0

3Euler, Leonhard (1707-1783)
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5.6 NUMERISCHE QUADRATUR VON STARK OSZILLIERENDENINTEGRANDEN

Motivation Die Integration von stark oszillierenden Integrandeniistneimerisches Problem von
weitreichender Bedeutung mit einer Vielzahl von Anwendcemg.B. in der Quantenchemie, Bild-
analyse, Elektrodynamik, Computertomographie und Strigemechanik. Allgemein wird dieses
Problem algschwierig“eingestuft, bei dem man am besten die Oszitiaticeliminiert, z.B. durch
die Wahl Giberaus vieler kleiner Teilintervalle. Da dagjaide Kapitel nur einen Einblick in diese
Problematik und Techniken liefern soll, beschranken wi auf ein Integral der Form

I[f] = /0 1 f(x)e™9@) dy (5.11)

Bemerkung 4 Man beachte, dass sich ein beliebiges Integfaf(y)eiwg(y)dy mit der Trans-
formationy = a + (b — a)z auf die Form von (5.11) Uberfuhren laBt, dabei ist dgitn) =

fla+(b—a)y)/(b—a)undg(z) = g(a+ (b —a)y).

Bemerkung 5 Das ubliche numerische Verfahren ein Integral der Forrh1()6zu bestimmen,
wobei f und g als glatt vorausgesetzt werden, ware GigulsQuadratur: Wir interpolieren den
Integranden an paarweise verschiedenen Knotehzy < ... < x, < 1 durch ein Polynom
p € P, und approximieren

uUnglucklicherweise liefert diese Vorgehensweisedins> 1 vollig sinnlose Ergebnisse.

Beispiel 5.6.1

Ein alternativer Ansatz stammt in seiner ersten Idee Mounis N. G. Filon(1928). Anstatt den
ganzen Interpolandefi(x)e™9(®) zu interpolieren, interpolieren wir an den Stellan . . . , z,, die
Funktion f (z) durch ein PolynonP[f](z) und setzen

1 n
Qo f) = / PU)()e " @dr = 3 Aglw) f (1),
0 k=0

wobei \g(w) = fol Li(2)e9@) dz: und L (x) sei dasLagrangePolynom zu den Knoten
T, . .., T,. Man beachte dabei, dass die Konstruktion @Jff’>” voraussetzt, dass sich die ersten
Momentefo1 z™e™9(®) dz berechnen lassen. Dies setzen wir stillschweigend furRst dieses
Abschnitts voraus. Fallg’ # 0 in [0, 1], 1aBt sich zeigen (vgllserles 2003a), dass eine groer
werdende Frequenz zu kleineren Fehlern fuhrt, genauer ausgedrickt

Ow™), , w9 >0oderr, <1

Filon
@ [f]_l[f]N{O(w_z), , xo=0undz, =1 W ee
Diese Methode laf3t sich noch dadurch verbessern, dassasdntdrpolationspolynom durch ein
allgemeineddermite Polynom ersetzt, also ein Polynom wahlt, welches an dele8tz, . .., z,
nicht nur die Funktionswertg (z), ..., f(z,) sondern auch die Ableitungef{”™ (z) an den
Stutzstellen exakt reprasentiert. Durch diese Verallgjaerung laRdt sich auch die Einschrankung
g # 0in [0,1] umgehen, falls/ an endlich vielen Stellefy, mit ¢/(&) = ... = ¢g"*)(&,) und

gt (&) # 0 gilt.
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Beispiel 5Wie oben seif (x) = cos(z), g(z) = z undw > 0. Das Polynom

ple) = Y- ) - (1= S 0 = ) 20) = Y- (01) - (o - ) o),
k=1 k=1

wobei L, die LagrangePolynome sind undv(z) = (x — x1) - ... - (x — z,) ist, erfullt das
Hermite'schelnterpolationsproblem

pler) = flr), pller) = f() (K=1,2,...,n);

fur n = 2 lautet

(3z1 — x9 — 22)(x — 2)? (3z9 — 1 — 22) (2 — 21)?

p(l’) - (331 — $2)2 f(wl) + (1'2 — .1'1)2 f(%’g)
r—T xr—x 2 r—x 2 xr—x
( (wll)_( 22)? 2) f(@1) + ( (w;)_(xl)z Z)f,(xz)-

Setzen wirr; = 0 undxy = 1, so erhalten wir
pla) = (1+2x)(z — 1)*f(0) + (3 = 2x)2” f(1) + x(z — 1) f'(0) + 2*(x — 1) f'(1).
Mit Maple lassen sich leicht die Integrale
/ (1+2z)(z — 1)%e™"da, ... ,/ 23z — 1) da
0 0

berechnen, wobei die entsprechenden Zeilen in Maple lauten
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120 Kapitel 5: Quadraturtheorie

> collect(int((1+2«x)x(x—1)"2«xexp(lxomegax) ,x=0..1), omega);
collect(int((3—2xx)*xx"2 xexp (Ixomegax) ,x=0..1), omega);
collect(int(xx(x—1)"2 xexp (lxomegax) ,x=0..1), omega);
collect(int(x"2«(x—1) xexp (Ixomegax) ,x=0..1), omega);

Die entsprechende Quadraturformel lautet dann

QFilon[ ) — (5 N 61'(1;;“) N 12(1(;4 eW)>f(0)

. (-ijw - 6(1:36w) - 12(1{/0—4 eM)>f(1)
<_ % N 22'(2:3@”) N 6(1 ;4eW))f,(0)
<£ L 20+ 2¢%) 601 —4eW))f,(1)

Fur f(z) = cos(z),g(z) = 2 und10 < w < 100 ist der Fehler fiQf o skaliert mitw? in der
nachfolgenden Abbildung dargestellt.

_|_

_|_

w2 w3 w

Betrachten wir nun die weitere Moglichkeit das Integrall(§ mittels einer asymptotischen Ent-

wicklung zu berechnen. Aus
d

dz
erhalten wir nun unter der Voraussetzugig# 0 in [0,1], w > 0 fur eine beliebige Funktionh
mittels partieller Integration

1 1
/ h(ac)eiwg(x)dlﬂ - / L‘Fﬂ))iwg/(‘r)eiwy(r)dm
0 0

eiwg(m) _ iwg/(m)eiwg(m)

iwg (z
@) gt LA TAE) ] gt
iwg'(x) o =0 /0 iw dx [g’(m)}e e (5.12)
Mit der Notation
oolfie) = @), ounlflle) = D p g 1p
und (5.12) erhalten wir somit filt(x) = oy [f](x):
1
- iwg(x) _ k1Y) iwgy  okLF10) g0
e = (e = 2y o)
1
- iw ol

Per Induktion folgt nun fin > 0

[ s = -3 ) (S ol - S o10)

+ <i>n/01 onl ()9 dg

w

Die Idee der asymptotischen Reihenentwicklung ist nunlikagral (£)" [ o, [f](2)e™9() dz
wegzulassen, da— fur w > ,hoffentlich schneller “gegen Null strebt als das entslpeade
Integral. Somit definieren wir die Quadratur

ciwg(1) £iwg(0)

QU] =—i(£)l(m'az-1m<1)— S o)

=1
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Fur streng monotong erhalten wir durch direktes Ausrechnen

oolf] = f
/!
g 1
oi[f] = —gﬁf+ ?f/
39//3 _ gg/// 3g// , 1 y
oaf] = Tf—gﬁf -I-F
—15¢" +10g'g"g" — g . 159" —4gg"” , 69" ., 1
o3f] = P f+ 75 f —ng +g—,3f
und man sieht sofort, dass fur jedes O undj = 0,1, ...,/ Funktioneno, ; existieren, welche

von g und entsprechenden Ableitungen abhangen, sodass

o
(¢'(z))*

Fur unser Beispiel lautet die Quadraturformg&l? mit 2 Entwicklungstermen

_ M= F0) e Q) = f1(0)

iw w?

¢
oo fl(z) = Zo’z,jf(j)(az) undoy, = £0
=0

Qv f

Fur f(z) = cos(z),g(z) = zund10 < w < 100 ist der Fehler farQs¥?- skaliert mitw? in
nachfolgender Grafik dargestellt (oberer Graph)

1.4

12
0.8

0.4r

0.2

10 20 30 40 50 60 70 80 920 100 110

Abb. 5.2: Der Fehler vorQf°" (oben) undQ@®¥™- (unten), skaliert mitw?3 fur f(z) =
cos(z),g(z) =z und10 < w < 100.

Widmen wir uns noch der Einschrankung, dgss# 0 in [0, 1] gelten soll, was wir in unseren
Betrachtungen immer vorausgesetzt haben. Man beachtelass fur jedeg < [0, 1] und glatte
Funktionenf und g mit ¢’(¢) = 0,¢”(¢) # 0undg¢'(x) # 0 fur x € [0,1]\{¢} die folgende
Gleichheit gilt

1 1 1
/ f(w)ei“’g(x)dx _ f(f)/ e1w9(2) 1o +/ (f(x) _ f(f))eiwg(x)dw
0 0 0

zwg(x) S . ng(SC)
= J(f)/ e dx + o / 7’(35) —e dz
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Mit dem Satz vorde I'Hospitaf* folgt fiir geniigend glatt¢' und g nun, dag” # 0in [0, 1], dass

der Grenzwert )
o J@ = O L @)
r—E€ g’(l‘) r—E€ g”(l’)

existiert. Mit der Notation

polfl(z) = [(z)

pnlflla) = 20O o

folgt dann wieder mittels partieller Integration und Intiok

/f e dx_/ ng(ac)dacg(é)épg[f](ﬁ)
=0

¢iwg(0)

_Z< ) ( ng(l){pé 1[f](1)—pe_1[f](£)} ~ 70 {pZ—l[f](O)—pg_l[f](g)}>

+H(2)" [ mis@esas

w

Beispiel 5.6.2

/_1 cos(z * exp(4 x 2?)) do = 2R (/01 exp((2z — 1) * exp(4 % (2 — 1)?)) dg:)

1

MATLAB -Funktion: asymp_bsp.txt

> restart:

> f = x -> 1

> g =X -> (2 *x1) * exp(4 *(2*x-1)2):
> rho := proc(k)

> local i,tmp;

> tmp = f(X);

> for i from 1 to k do
> tmp:=diff(tmp/diff(g(x),x),x);
> end do;
> simplify(tmp)
> end proc:
>

>

© 0N O OB W N PP

[ S S T
W N R O

simplify(subs(x=(y+1)/2,rho(4)))

polfl(z) = 1

—8exp(—4y?)y(8y? + 3)
pilfl(z) =

(8y% + 1) y=2z—1
8 exp(—8y?)(1024y5 4 704y* + 14432 — 3)
y?+1) y=2z—1
) = —8exp(—12y?)y(24576y° + 2406415 + 9024y* + 1160y> — 75)

P3 = (8y2 4 1)6 =201

“4de I'Hospital (1661-1704)
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A LINEARE DIFFERENZENGLEICHUNG

Wir beschranken uns hier auf lineare Differenzengleiggmmmit konstanten Koeffizienten.

Definition A.0.1 Sei m € N. Eine reelle Folge(a,) ist durch ag,a,...,a,—1 und
1oy [1s - - - 5 m—1 (0 # 0) mit der Rekursionsvorschrift

m—1

nym = Y HiGnyi  firallen € Ny (A.1)
=0

eindeutig bestimmt. Diese Rekursionsvorschrift heil3¢dime Differenzengleichung.-ter Ord-
nung.

Definiert man

0 1 0 0
ag : - : . :
ap = : und A := : 0 (A.2)
Ak+m—1 0O ... ... 0 1
L N

so folgta, 1 = Aayg, also gilta,, = A"ay.

Definition A.0.2 Die Eigenwerté\q, ..., \,, von A aus(A.2) heien auch Eigenwerte der Diffe-
renzengleichung au#\.1).

Wir beschranken uns zunachst auf den Fall, dass die Eige@w,, ..., \,, von A paarweise
verschieden sind, d. i = B~ D B ist diagonalisierbar mit der Diagonalmatrix

A 0
D= ,
0 A,
Damit gibt es Vektoren™), ... b(™ ¢ R™ mit a,, = B~'D"Bag = N}bM) + ... + \2,b(m),

Betrachtet man die erste Zeile, so gibt es Konstanten . | ¢,,, mit

ap =AY + ...+ ey,

Mit Hilfe der Anfangswerteu, . . ., a,,—1 berechnet man die Koeffizienten, ..., c,.
Satz A.0.3 Seien die Nullstelleny, ..., x,, € C des Polynoms
m—1
p(x) =™ — Z pp”
k=0
paarweise verschieden, so igt}), ..., (z],) eine Basis des dsungsraums der linearen Dif-

ferenzengleichungA.1), d. h. a,, ist genau dann einedsung von(A.1l), wenn es Konstanten
c1,...,cp € Rgibtmita, = 127 + ... + e},
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Beweis. Wir zeigen mit vollstandiger Induktion Uben

m—1

det(A = M) = (=)™ + (=)™ > pa®
k=0

fur A aus (A.2). Fiurm = 1 gilt det(A — AI) = =\ + po. Firm > 2 gilt nach Aufldsung der
Determinante nach der ersten Spalte sowie nach Induktioagssetzung

m—2

det(A — \I) = —\ ((—1)”‘1/\’”‘1 + (=™ z_: umM’“) + (=)™ -1
k=0

m—1
= (=1)"A 4+ (=)™ Ak
k=0
Damit sindz, . . ., z,, die Eigenwerte vom. Da der Losungsraum-dimensional ist, ist,, =
axl + ... +cpap furallecy,. .., c, € RLOsung von (A.1). O

Beispiel A.0.4 Die Fibonacci-Zahler{a,,) = (0,1,1,2,3,5,...) sind durch die Rekursionsfor-
mela, s = a,+1 + a, und durch die Anfangswert® = 0 unda; = 1 definiert. Das Differen-
zengleichungssystem hat dann die Gestalt

() =) mea= (1)

An+2 An+1 11

FUr das charakteristische Polynom gilt
—z(l—z)—1=2*>—2—-1=0.

Man erhalt zwei unterschiedliche Eigenwerte

_1-5 1+

T = 5 und To = 5 s

o (5 o159

folgt. Das Einsetzen der Anfangswerte bestimmt

B

woraus

L und L
c=——— o= —F
B VG
und fuhrt zu " "
1 (f1=VB) (145
Cn = \/5 5 5 .
Satz A.0.5 Seienzq, ..., z, € C die Nullstellen des Polynoms

m—1
pla) =™ =Y ppa*
k=0

mit den algebraischen Vielfachheitén . . . , k, € N, soista,, genau dann bsung vor{A.1), wenn
es Polynome; € P, _; gibt mita,, = pi(n)2} + ... + pe(n)x}. Eine Basis desdsungsraums
ware damit

nk1—1 ko—1_n n n kg—lx?.

n n n n n
T, NTY ey L1, Lo, Ny, ..., N Lyyeunnns y Ly Ny 5oy, M
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Beweis.Da mit A aus (A.2) der Rang vod — z;I gleichn — 1 ist, gibt es zu jedem Eigenwert
z; einen Jordanblocl; € R**% mit der Gestalt

0 €T; 1
Ji - ’ 0 )
o
0 0 x;
sodass
Ji 0
A=DB! B
0 Jn
gilt. Sei
0 1 0 0
— i+ (y=1)-
J J:
1
0 0
Wegen

n ki—1
p=twtvry =3 (Maw —ay ()a e
0 .

gibt es vektorwertige Polynomg®) € P | mit

JT 0
an = B! ) Bag = 27¢W(n) + ...+ 2p¢O (n).
0 Jy
Da der Losungsraumn-dimensional ist, ist, = pi1(n)z} + ... + pe(n)zy fur alle Polynome
p; € P,—1 LOsung von (A.1). O

Beispiel A.0.6 Ein Beispiel fur gleiche Eigenwerte liefert die Rekurstormel

b2 = 4byp1 — 4by ,
die zum charakteristischen Polynarh — 4z + 4 = 0 fuhrt. Mit x1,2 = 2 erhalt man den Ansatz

an = (c1 +can) - 2" .
Wahlt man als Anfangswertey = 1 und b; = 4, so hat die explizite Darstellung die Gestalt
by =(14+n)-2".
Bemerkung A.0.7 Sollte eine der Eigenwertevon (A.1) komplex sein, so ist auch der komplex
konjugierte Eigenwert ebenfalls Eigenwert mit der gleichen algebraischen \Gélfeit. Sei

an = c1a” + T .

Dann folgtc := ¢y = ¢, d. h. es gilt

-+ arctan ———=

an = 2R(c - z") = 2|c||z|" cos (n arctan R) R0

() %@>.
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Bemerkung A.0.8 Eine weitere Mdglichkeit Differenzengleichungen zudisesteht unter Ver-
wendung der Potenzreihe

flx) = Z apzh . (A.3)
k=0

(siehe auch [Meyberg/Vachenauer]). Sei iun= max{|u;| : i =0,...,m — 1} > 0, dann zeigt
man|ay| < C(nA)**1=" mit C = max{|a;| : i = 0,...,m — 1} per vollstandiger Induktion.
Damit existiert der Grenzwert der Potenzrejie) fiir |x| < -;. Geschicktes Aufsummieren

m 4 o0 _ m—1 _
(—1 + Zum_ix’> flz) = Z bix' = b;x’
i=1 i=0 i=0
eliminiert wegen
m—1
bn+m = —Om4n T Z MiOnti = 0
i=0

bis auf die erstem — 1 alle weiteren Summanden. Die Koeffizienten der ersienl Summanden
haben die Gestalt

m—1

by = —ay + Z MOk — g -

i=m—Fk

Umformen von(A.3) fihrt zu

. bo + blm 4+ ...+ bm_ll'm_l
=1 1@ F 2T L o™

()

Zerlegt man die rationale Funktion in Partialbriiche dest&lé

- (1) 5 (0@

so kann diese wiederum als Potenzreihen dargestellt urdemiKoeffizienten der urspriinglichen
Potenzreihe verglichen werden.

Bemerkung A.0.9 Allgemeiner kbnnen die Koeffizientaery vonn abhangen, d. h. man erhéalt die
lineare Differenzengleichung

m—1
tnym = Y pi(n)any;  firallen € Ny, (A.4)
i=0

bei der allgemeine Losungsansatze nicht mehr existiétere Behandlung dieses Themas zeigt
[Elayadi]. Anwendungen und rechnergestiitzte Berechawmirmym Thema Differenzengleichun-
gen findet man u. a. in [Cull].

A.1 INHOMOGENE LINEAREDIFFERENZENGLEICHUNGEN

Ersetzen wir (A.1) durch

m—1

Unym = Y HiGnyi+c,  furallen € Ny, (A.5)
i=0
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wobei (¢ ) eine reelle Folge ist. Seie{nl(j)) und (a,(f)) zwei Losungen von (A.5), so folgt
m—1
2 1 2 1
agz—i)-m - a1(1—|)-m = Z Hi (agL—i)-Z B aiz—?—z) ’
=0

also ist(a,(f) — a}j)) Losung von (A.1). Ist eine sogenannte partikulare L@sur.) von (A.5)
bekannt, so sind alle Losungen von (A.5) durch Addition ld@mogenen Losungen bekannt. Ein
allgemeines Verfahren zur Bestimmung einer solchen paétikn Losung gibt es nicht. Fir einige
Spezialfalle kann man wie folgt verfahren:

1. Fall: c¢:= ¢, = const.
Eine partikulare Losung ware die konstante Folge

C

anzi_l.
=320 1

2. Fall: ¢, =p(n), mitp € P,

Verwenden Sie den Ansatz, = >, b;k!, setzen Sie diese in (A.5) ein und vergleichen Sie die

Koeffizienten vor den Monomenw .

3.Fall: ¢, =u", mtueckR
Verwenden Sie den Ansaitz, = b - u*, setzen Sie diese in (A.5) ein und ermitteln Gie

4. Fall: ¢, = Agsin(an) + By cos(an) mit Ag, By € R
Verwenden Sie den Ansaiz = Asin(ak) + B cos(ak), setzen Sie diese in (A.5) ein und ermit-
teln SieA und B.

Beispiel A.1.1 Die Fehlerfolges,, bei der Berechnung einer Nullstelle' einer Funktionf
C2([a, b]) mit Hilfe des Sekantenverfahrens kann naherungsweisendiie Rekursionsformel
En+l = U Ep - En—1

mit v > 0 dargestellt werden. Setzt man nwp= log(e), SO ergibt sich die inhomogene lineare
Differenzengleichung

a1 = 1og () + ap + a1 (A6)

Wie bei der Berechnung der Fibonacci-Zahlen sind

e, (1 —2\/3> e <1 +2\/3>

die Losungen der homogenen Differenzengleichung und

alf) = —log(u)

eine partikulare Losung von (A.6). Das fuhrt zu
an = a® +aW = —log(u) + 1 <1 — \/3> + ¢ (1 i ﬁ)

und man erhalt schlielRlich

SR
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Mit A\; := 1‘2\/5 und g == % ist

€ +1 nt1 nt1
n+l ecle +ea Xy T =1 A Aa—ca Ay _ e—\/gcl)ﬂf 1 (’I’L N OO)

in Abhangigkeit vonn beschrankt. Also ist bei Konvergenz gededie maximale Konvergenz-
ordnung gIeich”T‘/g.
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AUFGABEN UND LOSUNGEN

Aufgabe 1 (Nested intervals) (3+3 Punkte)

(i) Show first that the nonlinear equation= cos x has a unique solution € [0, ).

(i) Determine a numerical solution of the nonlinear eqouiati = cos = by using nested intervals
with initial valuesa = 0 und b = 1 until the error is smaller thafl, 05. You can use a
calculator.

Ldsung zu Aufgabe 1

(i) Zu zeigen: Die Gleichung = cos x hat eine eindeutige Losung.
Seif: R — Rmit f(x) = z — cos z ist stetig.

s

FO) =1, f(5) =3

Damit gilt nach dem Zwischenwertsatz: es existiertéen (0, ) mit f(£) = 0.

fl(ac):1+sinw>0f[]rx7é27rk+g7r, kekZ

Daraus folgt, dasg auf dem Intevall[27rk + %w, 2r(k+1) + %77] , k € Z, streng monoton
steigend ist (Mittelwertsatz).
Damit ist dannf auf ganzR streng monoton steigend und die die Nullstéllist eindeutig.

(ii)

(IQ:O, b():
a120,5, b1:1
as :0,5, b2 :0,75

5 3
= — b = —
as 87 3 4
o, 3
a N —
4 167 4 4
23, _3
=35 BT

Die Lange des Intervalls ist nach der 5-ten Iterafion < 0, 05, damit ist auch der absolute
Fehler fur jedes: € [as, bs] zur Nullstelle kleiner als 0,05.

Aufgabe 2 (Interpolation) (3 Punkte)
Man finde das Polynom : R — R von kleinstem Grad mip(—1) = 3, p(0) = -3, p(1) = =5,
p(2) =3.
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Anhang B: Aufgaben und Losungen

L dsung zu Aufgabe 2

p(x) = az® + b2 + cx +d
p(—1) = —a+b—c—|—d:3
p(0)=d=
p(l)=a+b+c+d=—
(2):8a+4b+2c+2—3

Nach Berechnung der Koeffizienten des linearen Gleichystasis erhalt map(z) = z3 +
222 — 5z — 3.

Aufgabe 3 (Rolle, Taylor, Banach) (3+3+4 Punkte)

(i) Zeigen Sie, dass fur einemal differenzierbare Funktiofi : [a,b] — R mitn + 1 verschie-
denen Nullstellen eig € (a, b) existiert mitf() (¢) = 0.

(i) Berechnen Sie naherungsweise das Integral

1 2
/ e 2 du,
0

indem Sief(z) = e=2*/2 in ein Taylorpolynom 3. Grades mit Entwicklungspukéntwi-
ckeln. Schatzen sie den Fehler mit Hilfe des Restgliedshagmange ab.

1 c
Tpyl1 = = | Tp + —
2 T,

ein iteratives Verfahren zur Berechnung der Quadratwueiedr positiven Zaht definiert
ist. Welche Bedingungen missen fur den Startwgrerfillt sein? Berechnen Sie fur den

Startwertzg = 1 Naherungency,...,z, fir v/2. Hier dirfen Sie einen Taschenrechner
verwenden.

(iii) Zeigen Sie, dass durch

Losung zu Aufgabe 3

(i) Zu zeigen: Es existiert ei@ € (a,b) mit £ (£) = 0.
\ollstandige Induktion Uben:

IA n = 1: f ist differenzierbar und besitzt zwei verschiedene Nulkste Dann gilt nach
dem Satz von Rolle:

3¢ € [a, 0] mit f/(&) =

A(n) = A(n+1): Seif einen+1 mal diff'bare Funktion mit.+2 verschiedene Nullstellen.
Dann istf  einen mal diff’bare Funktion mitn + 1 verschiedenen Nullstellen (Satz von
Rolle). Daraus folgt nach Induktionvoraussetzung: Estiextseiné € [a, b] mit f7+1(¢) =

!

(f)"(€) =o0.
(i) Taylorpolynom dritten Grades mit Entwicklungspurikvon f(x) = e=2°/2;

1
T(x )—1—5352
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LagrangerestgliedR(z) = (3¢ /2 — 662¢7¢/2 4 ¢1e=€/2)2t, ¢ € (0,1) Damit ist
dann die Nahrung des Integrals

/f dw~/1(1——x2)d _1—é:2

Fehlerabschatzung:

I 1
|/ x))dz| = |/ dac|</ |R(x |dac<—/ 4da:max |3—6y> —l—y|——:0,025
24 Jo yelo,1 40

dag(y) = 3 —6y? +y* als Extremstellerylg = ++/3, y3 = 0 hat undg(0) = 3 und

g(1) = —2, also ist daSm[aX 13— 6y% +yt| = 3.
y€lo

(i) Mit z,11 = 2( n— ﬁ) kann man iterativ die Wurzel vonberechnen.
1.Schritt: Startwert:
Sei zunachsf : R\ {0} — Rmit f(z) = 3(z — £)

f(z) < 0furz < 0= Furdie Konvergenz volizy) gegeny/c mussz, positiv sein
2.Schritt: Minimum und Fixpunkt
1c 1

F@=3- 533 =3a0 0

Daraus folgt, dasg an der Stellec = /c ein Minimum hat.
f(Ve) = 3(Ve++/e) = y/edamitist,/c ein Fixpunkt und es gilt: fiiey > 0folgt 2y > /.
3.Schritt: Banachscher Fixpunktsatz
Seinunf : [\/c,00) — [v/c,0) ([v/c, o) vollstandig)
Kontraktion: | (x) — f(y)] = 4o —y+ (2 — 1) = 1 - x—‘;r o —y| < Lz —y
N—_——
<1
damit istf eine Kontraktion mit% als Konstante.
Nach dem Banachschen Fixpunktsatz konver@ie,n gegeny/c.
(Konvergenzgeschwindigkeitr — z,| < (3)" !z — 21]))

Trog = 1
1 =1,5
xo = 1,416667
xg = 1,414216
x4 = 1,414214
Aufgabe 4 (Regula Falsi) (4 Punkte)

Bei der Bestimmung einer Nullstelle mittels Regula Falsdmu einer stetigen Funktiofi: I —
R, I C R Intervall, und einem Intervallz, b] C I, a < b, ein

af(b) —bf(a)
f(0) = f(a)

berechnet und als nachstes Intervall eines der beidenvatiee [a, {] und [¢, b] verwendet, fur
dasf(a)f(§) < 0 bzw. f(£)f(b) < 0 gilt. Durch mehrmalige Anwendung liegt wieder eine
Intervallschachtelung vor. Filhren Sie vier Schritte degia Falsi mit den Startwerten= 0
undb = 1 zur nadherungsweisen Bestimmung der Losung der nichtiereGleichung: = cos(z)
durch. Sie dirfen einen Taschenrechner verwenden.

&=
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Ldsung zu Aufgabe 4

ap=0, bp=1
a1 = 0,6851, by =
as = 0,7363, by =
az = 0,7389, bs =
aqs =0,7391 by =

(Der exakte Wert der Nullstelle ist 739085. . .)

Aufgabe 5 (Newton-Iteration) (2+4 Punkte)
Gegeben Sei die Funktion

f:R2—>R2, f(wth): <21‘1(1—|—$%)—2>

22219
() Berechnen Sie die Jacobi-Matrix vghn

(i) Fuhren Sie zwei Schritte des Newton-Verfahrens zustBemung einer Nullstelle voifi mit

dem Startvektor:(?) = (3, $)7 durch.

Losung zu Aufgabe 5

(i) Die Jacobi-Matrix von f lautet folgendermalR3en:

21+ 23) dxi79
NAED 2:5%

Jy(x1,29) = <

(i) Die Iterationsvorschrift lautet:
2D = ) (PN ()

Mit dem Startvektor:(©) = (3, 1)” kann man die Jacobi-Matrix fik = 0 berechnen:

)

S
—
8
e
SN—
|
7 N
NS
o W

Somit sieht die Inverse wie folgt aus:

(Jp (@)~

Il
7N
I o
ol
<l e
~

Damit kann marx(!) berechnen:

Damit sieht die Jacobi-Matrix fUk = 1 folgendermalRen aus:

20 4
= (3 1)
3 2
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Somit sieht die Inverse wie folgt aus:

1 1 3 -
(JpaW)) ™t = (_41 ;)
2 &
Dadurch erhalt man(?):

(-0 ) 0-0)

Aufgabe 6 (Newtonverfahren bei mehrfachen Nullstellen) (44 Punkte)
Es seif : [a,b] — R eine(¢ + 1)-mal stetige differenzierbare Funktion undl € (a,b) sei eine
(-fache Nullstelle vorf, d. h. es sef (z*) = f'(z*) = ... = fED(z*) = 0und fO) (z*) # 0.

(i) Zeigen Sie, dass fir > 2 das Newtonverfahren unter der Zusatzvoraussetzyng x* in
einer Umgebung von™* die maximale Konvergenzordnung 1 hat.

(i) Zeigen Sie, dass das modifizierte Newton-Verfahren

i f(zn)

Tptl = T — F(wn) (n € Nyp)

unter der Zusatzvoraussetzung # x* in einer Umgebung vor* mindestens die Konver-
genzordnung@ hat.

L dsung zu Aufgabe 6

(i) Fur f(z) qilt:

l 1

f(z) = kZ:O %f(k)(x*)(x - w*)k 4 mf(l—i—l)(g(w))(x - x*)l—i-l
= ﬁf(l)(x*)(x _ w*)l + ﬁf(l-i-l)(é-(x))(x . w*)l-i-l’ £(z) € (z*, )

N—_——

=:a

=:g()

g ist beschrankt, d&(‘+1) beschrankt ist.
Die erste Ableitung vorf sieht dann folgendermal3en aus:

-1

f(z) = E(f')(k) (2")(z — 2*)F + l_lg(f')(l)(fl(x))(w —a")

0

(I jl)!f(l)(m*)(x — ") l_lyf(l“)(ﬁl(iﬂ))(fﬂ — ")
=:l-a =:h()

e
i

Wiederum gilt, das#(z) beschrankt ist, dg(‘+1) beschrankt ist.

- ot — f(x) gt a(xn — 55*)1 + g(zn)(Tn — $*)l+1
n " fllay " la(wy — o)1+ h(wn) (2, — %)

_ * a+ g(zn)(xn —z7)

= (@0 =) (1 " lat h(@n)(zn —3:*)>
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Des Weiteren kann man den zweiten Faktor folgendermalRemaizen:

1

a+ g(xn)(x, —x*)
) ‘ Tl — TG an — ]

la+ h(xn)(z, — x¥)

<1+ (Ja| + Cy4|b —

2 ,
<1+ <\ay + Cylb — a‘@) falls |z, — 2*| genugend klein

konstant

Deshalb besitzt das Verfahren die Konvergenzordnung
Angenommen das Verfahren besalie eine hohere Konvergenog als 1, dann wirde fol-
gendes gelten:
Seix, eine Folge die gegen* fur n — oo konvergiert. Dann gilt:
a+ g(zn) (@, — ") . |Tnq1 — 2

1
0#£#1—-= 1 1- =1 < lim Clay, — 2P =0
7 [ la+ h(zy)(x, —x*) e |xp —x*| Pyt [ — 7]

Dies ist aber ein Widerspruch.

(i) Esqilt:
* * f(xn) * lCL((L’n B w*)l + lg(l’n)(l' — x*)l+1
Tl =& = &n— T = lf’(wn) T aay, — ) 4 () (2, — 27!
_ * la +lg(zn)(zn — 2")
= (2n —27) <1 a4+ W) (2, — x%) )

h(x,) —lg(xy, 1
a —l—(h(;n)(x,f —)x*) < Cn A1 C) | T @ ==
< (Cp+1- g)% falls|z,, — =*| gentigend klein

konstant

Deshalb hat das modifizierte Newtonverfahren die Konvergemung 2.

Aufgabe 7 (Lineare Differenzengleichung) (2+4+3 Punkte)
(i) Seienug, p1, - .., m—1 reelle Zahlen unda,, ) eine reelle Folge, die durch die Anfangswerte
ag,ai,--.,an—1 Und durch die lineare Differenzengleichungen
m—1
Qp4m = Z HiGpyg
i=0

fur n € Ny eindeutig bestimmt ist. Nennen Sie die Matdxe R™*™, die fur allen € Ny
den Vektora,, auf den Vektoi,, 1 abbildet, wobei

af

Af4+m—1

fur k € Ny definiert ist. D. h. es gilé,,» 1 = A a,, und damita,, = A" a,.
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(i) Gegeben sei eine Folde,,) mit der Eigenschaft,, o = a,+1 + a, fur allen € Ny und den
Startwerteruy = 1 unda; = 3. Geben Sie eine explizite Darstellung venan.
Hinweis: Geben Sie zunachst wie in Aufgabe 10 (i) fir = 2 die Matrix A an, fur die

an+1 = Aay, und damit auchi,, = A™ag gilt. Diagonalisieren Sied. Wie sieht dannA™
aus”?

(iii) Gegeben sei eine Folge:,) mit der Eigenschaft,, 2 = a,+1 - a,, fur allen € Ny und
den Startwertemy = 1 unda; = 2. Wie kann man analog zu Aufgabe 10 (ii) die explizite
Darstellung voru,, gewinnen? Geben Sie diese an.

Ldsung zu Aufgabe 7

(i) Man erhalt fura,, 1, a, und A folgende Vektoren bzw. Matrix:

s 0 1 0 ... 0 o
g2 P B : ag+1
ap4+3 | = : o 0 42

: 0 0 0 1
Ak+m o M1 M2 e fme1 Af4m—1
A1 A a

(iiy Dadurch dasi, 12 = a, + a,11 gilt, kann man folgern:

. 0 1)\. A
an+1 = <1 1> Qn mit ap = (akaak-l-l)T

——
=A

Das charakteristische Polynom von A lautet dann folgend@en:
det<1 1_/\>_A —-A—-1=0

Daraus ergeben sich dann folgende Eigenwerte:

1++5 1-+5
A\ =

M= 2

Nun lasst sichi,, darstellen:

At O " Aoo0\" AP0
N n - -1 (M N 1 (M - -1 (A -
an—Aa0—<B <0 )\2>B> ag =B (O )\2> B-ay=0B <O AS)B ag

Nun kann mar,, berechnen:

ap = Cl)\? + 02)\3
ag=c1+cy=1 (I)

1++5 1-+5
Cc1 5 + co 5

ar = =3 & ateata-—a)Vi=6
——
=1

= C] —C2 = \/g ([I)
Durch Addition der beiden Gleichungen ergeben sich-flund ¢, folgende Werte:

1++5 1-+5
R “2= 7

C1
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Daraus lasst sich dann, bestimmen:

- 1+\/5 n+1 1_\/5 n+1
=17 T

(iif) Durch Logarithmieren der gegebenen Gleichung drhin:

An42 = Up * Gp1
logy ant2 = logy(ay - any1) = logy(an) + logs(ant1)
N—— —_——— —
=:bn+2 =:bp, =:bp41
Nun kann man Aufgabe 1@i) anwenden und erhalt analog dazu:
b, = Cl>\? + Cg)\?

bop=c1+ca=0 (I)

b12011+2\/5+621_2\/g:1 & Cl+02+(01—02)\/5:2
=0
= C] — C2 = l (II)
V5
Durch Umformulierung der beiden Gleichungen ergeben sich;fund ¢, folgende Werte:
1 1
C1 % Cy = —%

Dadurch ergibt sich fub,,:

Weshalb man dann fir,, erhalt:

an:2%[< 2’

Aufgabe 8 (Symmetry of orthogonal polynomials) (4 Punkte)
Let (p,,) be a sequence of orthogonal polynomials with respect todhlaisproduct

(F9)o = | wla)f@gle)ds
provided by a symmetric, positive and integrable weightcfiom w : [—a,a] — R. Show that
pr(—z) = (—1)kpi () holds for allz € [—a,a] andk € Nj.

Losung zu Aufgabe 8

Wir erhalten die Aussage,(—z) = (—1)"px(z) durch vollstandige Induktion
n=0: po(z) = const. = Aussage Klar.

Induktionsschritt:Sei f,,(z) = p,(—x), dann gilt furk =0,...,n — 1

a a a

/ (@) fu(2)pe(r) die = / (=) pn(—x)pi (&) d = / w(@)pn(@)pi(—2) da

—a —a —a
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Also folgt f,, € P,, N (P,,_1)* und wir erhaltenf,, = Ap,, und somitpy(—z) = Apy(x)
Sei

n n
pn(x) = Z az!,  also gilt Z ai(=D)lzt = Ayt .
1=0 1=0

Wir erhaltena,,(—1)" = Aa, durch Vergleich des fuhrenden Koeffizienten. Damit folgt=
(—1)™ und die Aussage gilt.

Aufgabe 9 (Tschebyscheff-Polynome) (4+2+4+3 Punkte)
Gegeben sei fik > 2 undx € R die Drei-Term-Rekursion der Tschebyscheff-Polynome:

To(z) =1, Ti(z) =z, T(z) = 20Tj—1(z) — Tp—2(), k > 2, z € R.
Zeigen Sie:
(i) Esgilt Ty (x) = cos(k arccos(z)) fur z € [—1,1].

(i) Die Nullstellen vonT;, sind

2k —1
T ::cos< 5 7T>, (k=1,...,n).

(i) Die Tschebyscheff-Polynome besitzen die globaledbeltung
1 k k .
Tk(x):§<(m—|—\/m2—1) —I—(:L'— :L'2—1> >,W0beI:E€R.

(iv) Zeigen Sie, dass die Quadratur

:L'l) + ...+ wnq(:ﬁn) far aIqu € Py,1

/1 q(x) (
_1\/1—:L'2_WIq

zu den Nullstellerry, . . ., z,, des Tschebyscheff-Polynorfiy die Gewichtev;, = * besitzt.

Ldsung zu Aufgabe 9

(i) Sei fr(x) = cos(k arccos(x)).

Induktionsanfang:

Induktionsschritt:

Tit1(x) = 22Ty (x) — Tx—1(x) = 2x cos(k arccos(x)) — cos((k — 1) arccos(x))
= cos(arccos(z)) cos(k arccos(x)) + x cos(k arccos(z)) — cos((k — 1) arccos(z))
= cos((k + 1) arccos(z)) + sin(arccos(z)) sin(k arccos(x)) + z cos(k arccos(z))

— cos(k arccos(z)) cos(arccos(z)) + sin(— arccos(z)) sin(k arccos(x))

= fr+1(x)
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(i) Berechnung der Nullstellen

1
Tip(x) =0« narccos(x) = 5(2k —-)m , keZ
2k -1
= keZ

& arccos(z) oy T €
2k —1

= keZ

& = cos( o ) €

2k —1

& = cos(

o m) , ke{l,2,...,n}

(iii) Seigi(z) = 3((x + Va2 = 1)F + (z — Va2 — 1)F)

\ollstandige Induktion Uber k:
Induktionsanfangyo(z) = 1 = To(x), ¢1(z) =z =Ti(x)

Induktionsschritt: Wir definieren ung := = + va22 -1, b :=  — 22 —1 und wir
erhaltena + b = 2x sowiea - b = 1.
Somit ergibt sich

1 1
Tioi1(z) = 22T (2) — Ti-1(z) = (a + b)g(ak +b") — §(ak_1 +05h)
_ %(ak-i-l + bk+1) + %(akb—i- abk . ak—l _ bk—l)
1
= 5(
und die Behauptung ist gezeigt.

ak+4.+_bk+4) ::gk+1(x)

(iv) Laut Skript sind die Gewichte durch

kn hn—l
kn—1 Ty (k) Tn—1(xk)

1—a2 : _
2 k (n — 1) arccos(z))
n

Wk —

cos?
= d
sin(narccos(zy)) cos((n — 1) arccos(zy)) / V1— 22 o
~1
2 sin(Z=Lr) 1 r )
= —. n . -1 d
n Sin(2k2_1ﬂ') cos(%ﬂ' - %ﬂ') O/COS ((n=1))
2 sin(Z=L7) 1 T
K sin( 2k — 177) S (Qk _ 17?) sin(2'§;1) 2 n
(—1)k—t (—1)k—t
gegeben.
Aufgabe 10 (Legendre-Polynome) (5+4 Punkte)
(i) Zeigen Sie mit Hilfe der Rodrigues-Formét, (z) = %d‘i—l(l — %), dass fur die

Legendre-Polynomé’,

! m#n
/ Py ()P, (x)dz = {O ) falls m 7 (m,n € Np)
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gilt. Sie durfen dabei die Formel

1 ontlnl
1—2?)"dr =
/_1( ) = e T D)

verwenden.
Hinweis: Integrieren Sie mehrmals patrtiell.

(i) Zeigen Sie, dass fur € N die Rekursionsformel

n(n+1)

(1 —a9)Pifa) = s

(Pn—l(x) - Pn+1($))

fur die Legendre-Polynome,, gilt.

Hinweis: Zeigen Sie, dass die Differenz aus linker und rechter Seitegonal zu allern?,
mit £ = 0,...,n + 1 ist. Das Verhaltnis von den fuhrenden Koeffizienten degdrelre-
PolynomeP, und P, erhalten Sie aus der Rekursionsformel

(n+1)Pyi(x) = 2n+ 1)zPy(x) — nPy_1(x),

die Sie nicht beweisen missen.

Ldsung zu Aufgabe 10

() 1. Schritt.Firk < m existiert ein Polynom p abhangig von k und m mit
8k
ok

\ollstandige Induktion Uber k:

(1—a?)™ = (1—a2*)" *p(x)

Induktionsanfang fur k=0 ist klar.
Induktionsschritt:
ak—l—l - o -
W(l — )" = %((1 — a*)"Fp(x))
= (m = k)(1 = 2*)" "1 (=22) - p(x) + (1 — 2*)"Fp/ ()
= (1= 2*)" " ((m — k)p(z) + (1 — 2°)p/ ()

Polynom

2. Schritt.Durch mehrmalige Anwendung der partiellen Integratioranman

/a—m(l — x2)ma—k(1 —2?)*da

Ox™ Oxk
21
1
ot o OF ovk| ! ot o OFT 2k
—W( —a7) @(1—90) ‘_1— W(l—x) W(l—x)dx

-1

1
n—+m
=...=(D)"[(1-2)"——(1—2%)"dz = anm
(- [y T 1= s =,
21

wobei stets der erste Summand aufgrund des ersten Scltétels Null ist.
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3.Schrittl.Fallm > n (analogm < n)

1
1
1 m m an—i-m .
- (_2)mm!(_2)nn!(_1) /(1 —a?) W(l —2®)"dr =0
1 ~0
2.Fallm=n

(P, P,) = (%)2 Ann = (%)2 (-1)" /11(1 — x2)m§x—1(1 — 2%)"dx

_ ((21)%!)2(1)"(2n)!(1)"/11(1 —P)da

- (2n)!- n! - 27! 2 2:4-6-...-2n 2
S22 (p2.3.5-...-(2n+1) 2n+1 2n . pl 241
n(n+1)

(Pn—l(x) - Pn+1($))

=RHS

(i) (1-2*)P)(z) =
N— ————

=LHS

2n +1

1. LHS — RHS € P, 4,

2. (@) Seij <n-—2
Wir erhalten

n+1

(RHS. Pj) = =5 =

/Pn 1 x)dr — /1Pn+1(x)Pj(m)dx] =0

und

(b) Weiterhin gilt:
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1 1
1
@H&Rﬂz/hfmaﬂﬂ%m:(bﬂﬂﬁﬂ@‘1—/ﬂ—x%RJwM
-1 —1

=(LHS,Pyp)

1
+/mﬁm
-1

1
izwﬂﬁggzz/@gwxzo
-1

da nach Aufgabe 1P? eine gerade Funktion ist und®? damit ungerade ist. Es folgt
(LHS, P,) = 0.
(c) Hinweis:vergleicht man die fuhrenden Koeffizienten in der Rekursformel

(n+1)Pyii(x) = 2n+ 1)zPy(x) — nPp—1(x)

so folgt

k,, n+1
Dkps1 = 2n+ Dk, = )
(n+ Dkye1 = (2n+1) :>l<:n+1 ]

Es folgt nun mit dem Hinweis und der nachfolgenden Anmerkung

n(n+1)
2n+1

13(6) n(n+ 1) 2
Po1,P1) = :
(Fn-1, Fo1) m+1 201

(RHS, P,_1) =

1
1
(LH&F%4%:ﬂ—x%RJ%4‘1—/ﬂl—x%RhJRMw
-1

1 1
:—/a—x%&P;4+2/x&R%mx
—1

—1
k / k /
zm—l)ml/awx+zﬁi/}ﬁm
Fn, K,
—1 —1
kn—1 n 2
e A AL mam i e
wobeik; der fuhrende Koeffizient vo ist.
Anmerkung:
2 / kn—l .
(1_‘T) n—lz_(n_l) k Pn+Q1 mIthGPn—l
xP, 1 = Z_an +q2 mitgy € P,y
(d)
1 2
(RHS, Pyy1) = — 42

m+1 2n+3

Numerik II, 20. Juli 2012



142 Anhang B: Aufgaben und Losungen

kny, 2
kn-i—l 2n 4+ 3

1
(LHS, Py 1) = /(1 — 2P, (x)Ppy1(x)dx = —n
-1

n+1 2
n. .
2n+1 2n+3

Anmerkung:

k .
——P,11+q3 Mitgz € Py

1— 2?2 P/ =—-n
( ) kn-i—l

insgesamtt HS-RHS ist orthogonal zu einer Basis viBR 1. Esfolgt LHS — RHS = 0.

Aufgabe 11 (Nullstellen von Orthogonalpolynome) (3 Punkte
Beweisen Sie Satz 2.5.1: S&p = xp + r das durch die Drei-Term-Rekursion fur Orthogonalpo-
lynome entstehende Gleichungssystem (siehe 2.16 im SKapitel 2). Dann sind die Nullstellen
vonp, 1 die Eigenwerte vor.

Losung zu Aufgabe 11
Seixy, eine Nullstelle vorp, 1. Dann istzy, Eigenwert von A, dalp = zpmitp # 0  (po(zk) #

0). Nach Satz 2.1.16 besitat, 1 genaun + 1 verschiedene Nullstellen,, ..., z,41. Also sind
r1,..., T, Eigenwerte und es gifipektrum(A) = {z1,..., 2,41} wegend € R(++Dx(n+1),
Aufgabe 12 (Newton, Lagrange, Aitken-Neville, Hermite) (63 Punkte)

(i) Berechnen Sie das Interpolationspolyndte P5 in der Darstellung von Lagrange, mittels
dividierter Differenzen in der Darstellung von Newton flie Punkte

x| -1 1 2 3
yi| 4 0 —2 4

sowie den Werf?(2) mit Hilfe des Algorithmus von Aitken und Neville.

(i) Berechnen Sie mit Hilfe dividierter Differenzen daslfAwmm P bezlglich Newton-Basis
vom kleinsten Grad mit den Eigenschafté(l) = —2, P/(1) = —2, P"(1) = 0, P(2) =
—3undP'(2) =1

Losung zu Aufgabe 12

() Per Lagrange erhalt man:

IPRCEES TR MRS LR TR
Po =y i na 20 -3)
(x+1)(z—1)(x—3 +4(1'+1)($— 1)(z—2)
2+1DH)(2-1)(2-3) B+1)3-1)(3-2)
:—%(ac 1)(z —2)(x — 3)—1—%(364—1)(36—1)(36—3)4-%(964‘1)(95—1)(35_2)

=% —22% -3z +4
Man erhalt das Polynom
p)=4-2(x+1)+0-(z+1)(z—1)+1-(z+1)(x—1)(z—2)
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mittels dividierter Differenzen.

[-1]f =4
hN
[_171]f = 10_41) = -2
/ N\
[1)f =0 [-1,1,2]f =0
N\ /" N\
[1,2]f = 22 = -2 [-1,1,2,3]f =1
/ N\ /"
[2]f = —2 [1,2,3]f =4
N\ /"
[273]f = gf% =6
/
[B]f =4
Aitken-Neville liefert an der Stelld den WertP(3) = —13.
1] 4
N\
0+ 25 (0—4) = -1
/ N\
1] 0 1 I (14 1) =1
e /! N\
24 22(—2-0)=—1 _13
/! e /
2 | —2 “54 2 (=5 — (=1)) = —2
N\ \ /
44354 (-2)=-5
/!
3] 4

(i) Mit Hilfe der dividierten Differenzen erhalt man

p(a)=-2-2(x 1)+ (z 1)



144 Anhang B: Aufgaben und Losungen

[1]f
N\
[17 1]f = -2
/ N\
[1]f [1,1,1]f =0
¢ / ¢
[1,1]f = -2 1,1,1,2]f =1
/ N\ / hN
1] f 1,1,2]f =1 1,1,1,2,2]f =0
e / e S
[1,2]f = -1 1,1,2,2]f =1
/ N\ /
2]f [1,2,2)f =2
e /
[27 2]f =1
/!
[2]f
Aufgabe 13 (Interpolationsfehler und Konvergenzeigensdften) (3+3 Punkte)

(i) Esseienf : [a,b] — R dreimal stetig differenzierbar unél € P, das zugehorige quadrati-
sche Interpolationspolynom zu den Stutzsteliern= a + hi, i = 0,1,2, h := (b — a)/2.

Zeigen Sie:
L V3
- 27

(if) Die Funktion f : [0,1] — R sei definiert durclf (x) := log(z + 1).
Zu einer beliebig vorgegeben Folge von Stitzstellenvekto

1f = Plloo R s

<m§n))0<i<n C[0,1], neN

sei P, das zugehorige Interpolationspolynom &us
Zeigen Sie, daf die Folge dé&y, auf|0, 1] gleichmaliig gegerf konvergiert.

Losung zu Aufgabe 13

() Nach dem Satz 3.2.11 gilt

Sei

g(t) = (t — h)t(t + h) = t> — h?t
g (t) = 3t* — h?

und man erhalt

h
TEp=t—
T
als Extremstellen, welche man in g einsetzt
h3 h 2
rp)=+—— — K (+t—) = F—13
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und man kann folgern:

_ _ 2

[wllia,b],00 = [19ll=n,n],00 = 373

Die Abschatzung
1 a+b 1 V3
1 =Palle < £ ll(z—a)(z— )@=b)lloo L ()lloo = Gllglloc 1/ (E)l0 = 2—7h3||f’”\loo
liefert die Behauptung.
(i) Esqilt
n (n+1)
_ S ()
und man erhalt fuf (z) = log(z + 1)
1
™(z) = (=1)" ' (n—1)! .

@) = (0" e = D
Diese Aussage kann induktiv gezeigt werden. Und nun gilt

= ! 1

- Pn e’} < - (n) e’} z <
I = Pl <L =) oo Gy < g — 0 00 20)
Jj= R
<1
Aufgabe 14 (Einheitskreis als parametrisierte Kurve) (3+32+3 Punkte)

(i) Zeigen Sie, dass das Kreissegméft,y) € R? : 22 +y> = 1, = > 0, y > 0} nicht
durch eine parametrisierte Kurge= (s1, s2) : [a,b] — R? dargestellt werden kann, deren
Komponentersy, sy Polynome sind.

(i) Gegeben ses : [0,1] — R? mit

1—t2 2
sW=\17e172)

Zeigen SieBild(s) = {(z,y) e R?: 22 +¢y* =1, 2 >0, y > 0}.

(i) Seiena > 0 undb > 0. Zeigen Sie, dass es zwei rationale Funktiorers, : [0,1] — R
gibt mit
) o (T2 Y\ 2
Bild(s) {(x,y)GR (a) +(b> 1,35_07?4_0}7
d. h. dass die Kurve = (s1, s2) ein Ellipsensegment beschreibt.

(iv) Seiena > 0undb > 0. Zeigen Sie, dass es zwei rationale Funktiopgms : (—1,1) - R

gibt mit
Bild(s) = {(m,y) cR?: (g)z - (%)2 1, 2> o} ,

d. h. dass die Kurve = (s1, s2) einen Hyperbelast beschreibt.
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Ldsung zu Aufgabe 14

(i) Seiensy, sy Polynome mit Bildz) = {(z,y) : 22 +y? = 1,2 > 0,y > 0} dann gilt
0 = grad1) = grads? + s3) = max(2grads; ), 2grad ss))

da sich der Grad bei der Addition aufgrund der positivendiaden Koeffizienten vos? und
s3 nicht verkleinern kann. Deshalb ist der

grads;) = grads2) =0

weshalbs; = const und sy = const.
Nun folgt, dass das Bild(s) nur einelementig ist. Dies s&der einen Widerspruch dar und
die Behauptung folgt unmittelbar.

(i) Es gelten folgende Eigenschaften:

e 5(0)=(1,0),s(1) =(0,1)
e 51(t) >0, so(t)>0

2 2 2
2 2 _ [1=t? 2t _ (21T
® sitsy= <t2+1) + (t2+1> = (t2+1 =1

Also gilt mit dem ZWS

Bild(s) = {(z,9) € R:2? +y?> = 1,2 > 0,y > 0}.

(i) Analoge Rechnung wie in (i) nur mit
1—t2 2t
s(t) = (mbm> '
(iv) Seis? + 32 =1 dann folgt:

P4 =1—=5=1-3

1 5\ 2
81 S1

Firs, (t) = 52 und3,(t) = To&5 erhalt man

_ 11—t
T t21

1+ 2t
Sl(t) = am > O, Sz(t) =b

furt € (—1,1). Betrachtet man das Verhalten von s(t) fir— 1 undt — —1 folgt dass
lim = (00,00), lim = (oo, —00)

t—1 t——1

gilt. Und somit ergibt sich

Bild(s) = {(z,y) e R: (2)2 - <%)2 =1,z >0}
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Aufgabe 15 (Thielscher Kettenbruch) (6 Punkte)

Defintion. Zu (n+ 1) paarweise verschiedenen Stitzsteltgn . . , x,, und zugehdrigen Werten
vo = f(x0),...,yn = f(z,) definieren wir:

1. die erstennversen dividierten Differenzen

Ti — X0

o1(xi,0) = ———, (i=1,...,n),
' f(xi) — f(=o)
2. diek-ten inversen dividierten Differenzen(k = 2,...,n):
Tj— Tk—1
ka‘(mi»xk—la"'vm(]) = 3
Or—1(Ti, Th—2,. .., 20) — Pr—1(Th—1,Th—2;---,T0)

far (i = k,...,n).

Definition. Furn € N definieren wir den abgebrochenen Thielschen Kettenbruch:

T — X0
Bn(x) = co + T —x
€1+
c2 +

T — Tn-2
* €T — Tp—1
Cp—1t ———

Cn

mit ¢y := f(wo), CL 1= gok(wk, ce ,xo), k=1,...,n.

Zeigen Sie, dass der abgebrochdiméelsche Kettenbruch R,,(z) die spezielleationale Inter-
polationsaufgabe

(@)
¢
Rn(l') = Potpixt... +p<w = Pc(x) 5
wo+qar+... +qgrr Qux)
(b)
Ry(zi) =vi, (1=0,...,n),

()

(=v="1, n gerade

¢ = %(n +1),v= %(n —1), nungerade
[Ost.

Ldsung zu Aufgabe 15

Sei
Xr — Xf
Sk(z) = e + T—Thi1
Ck+1 T
Ck+2
Cn—1 + x_:‘:il
Es qilt:
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Anhang B: Aufgaben und Losungen

e So(x) = Ry(x), Sp(x) = ¢y,

) Sk(ack) = Crp = Rn(ack) = Rk(xk)
Far Teil (b)mussR,(x,) = f(x,),n € Ny gezeigt werden.

Wir beweisen die Behauptun§(z,) = vi(Tn, Tp—1,Tk—2,...,20) fUr k = 1,2,... n mit
vollstandiger Induktion (rickwarts) tbér

Induktionsanfangs,,(z,,) = ¢, = ¢n(Tn, Tn-1,...,%0)
Induktionsvoraussetzungy. . 1(z,) = ©k+1(Tn, Tk, Th—1,- - -, T0)

Induktionsschluss:

Ty — Tk Ipn — Tk
Si(zn) = e + —= = i), Tp—1, - .., T0) +
() Sk41(xn) ( ) Ort1(Tn, Ty - -, T0)

Def.

é ('pk(l'/mxk—lv"'v'x(])+¢k(xn>$k—17"'>gjo)_Sok(xkvmk—lw"?m())

— @k(xnyxk—lawk‘—Qy .. 71:0)
Damit gilt:

Tn — X0 Tp — IQ

R, (z,) = So(zn) = co + = = f(xo) + = f(xo) + f(zpn) — f(xo) = f(x
i) = Solea) = o+ Gt = flao) S = flawn) + () = fa0) = Slan)

Zu Teil (a) und (c):
Wir betrachten die BehauptungPolynomepP;, Q mit Sy, = %(k =0,...,n)und

—k —k
grad P}) < “5—,  gradQu) <~

grad P,) < %(n “k41), gradQy) < %(n —k—1), falls(n— k)ungerade

falls (n — k) gerade

und beweisen sie per vollstandiger Induktion (rickajart

Induktionsanfangs,,(z) = SZ((Z)) =cn, Py =¢p,Qn=1=gradP,) =grad@,) =0
Induktionsschluss:

=:Py(z)
T — ) v —wp  cpt Pryi() + (@ — 2p)Qraa () Pi(a)
Sk(x) = ¢ + =c,+ = =
k( ) k Sk—i—l(x) k Pryi(x) P]H_l(ﬂj‘) Qk(ﬂi‘)
Qr+1() —_———
=Qr(2)
1.Fall(n — (k + 1)) gerade= (n — k) ungerade
n—k—1
= grad@Qr) = grad Pr1) < ————
n—k+1
= grad F,) < max(grad Py+1), 1+ grad Q1)) < ————
§7L7]2€71 Snf.;cfl
2.Fall(n — (k + 1)) ungerade= (n — k) gerade
1 1
= grad Q) = grad Py41) < §(n —(k+1)+1) = §(n — k)
1
= grad P) < max(grad Pi+1), 1 + gradQx11)) < 5 (n — k)

<i(n-k) <L(n—k-2)

Somit erhalten wilR,,(z) = So(z) = 33((2)) mit der bewiesenen Behauptung fil= 0.
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Aufgabe 16 (Fehlerabschtzung fir numerische Intergration) (2 Punkte)
Let f be a sufficiently smooth function dn, b]. The polynomialp,, € P, ist the corresponding
interpolation polynomial off for n € Ny andzy, ..., z, € [a,b]. Proof, that the inequality

/ |f(x x)|dz < _|1_1)!Hf(n+1)Hoo/ab‘£[o($—ZEj)‘dx

holds.

Ldsung zu Aufgabe 16
Durch die Gleichung

Aufgabe 17 (Newton-Cotes-Formel) (3+4+3+4+3+4 Punkte)
Sei f eine hinreichend glatte Funktion alf, b]. Furn € N betrachten wir die aquidistante In-
tervalleinteilung(z;, z;+1] von [a,b] mit z; = a + ik, i = 0,...,n, h = =2, Seip € P, das

Interpolationspolynom vorf bzgl. der Stutzstellem;.
(i) Zeigen Sie, dass

b n n n .
/ap(x)dx:(b—a)Z)\,-fi mit )\i:%/o I1 j_:dz (B.1)

i=0 k=0
Ek#i

gilt.
(i) Zeigen Sie, dass,,—; = A\ furi=1,...,nund) "  \; = 1 gilt.
(iii) Sein gerade. Zeigen Sie, dass die Quadraturformel (C.1) sogard P, . gilt.

(iv) Berechnen Sie die Gewichte), ..., A, furn = 1 (Trapezregel)p = 2 (Simpsonregel) und
n = 3 (3/8 Regel).

(v) Furdie Trapezregel zeige man fur den Approximatiehkdr

/abp(x)dx—/abf(w)dw

(vi) Die Unterteilung vorja,b] in N Teilintervalle[t;, t;11],t; = a+ih,i=0,...,N,h = b‘Ta
die Anwendung der Trapezformel in jedem Teilintervall unel @nschlieRende Summation
der Naherungswerte fuhrt zu den summierten Quadratadlr. Geben Sie die summierte
Trapezregel an und schatzen Sie ihren Approximationsifeth.

1 "
< =PI oo
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Ldsung zu Aufgabe 17

(i) Furdas Interpolationspolynom gilt:

/ab dm_/Zf” da:—ZfZ/a H w_x]d:n

Jj= 0#
y=nj—g S hy+a—a—jh
= i d
Zf / H a+hz’—a—hj 4

= —aZfZ/ Hy jdy

Jj=0j7#i

(i) Zuerst betrachten win - \,,_;.

z—k y_—z+n Tl—y—k
An—i = d ——d
" /0 H n—it—k /0 n—i—k Y

kOk;ﬁnz kOk;énz
i
J=0j#i n—z—n+] Jj=0j#i _]

Daraus folgt unmittelbar die erste Behauptung.
Um die zweite Behauptung zu zeigen, setzenpgir) =

b
:>b—a:/ ldz = (b—a) ) A

=0
n
= Z A= 1.
=0

(i) Sein gerade ungh € P,,. Des Weiteren sai,, € P, der Interpolant vom zu den Stutzstellen
xo, ..., Ty UNdp(x;) = p;. Die Behauptung folgt, da

/ab (x)dx — (b—a Z&pz—/a )dw—/abpn(x)dx:/ab(p_pn)dx

1 ’ n+1)
:m/ P (@ —wo) - (@ — an)da
¢ =:cdap€P, 11
b
:ﬁ/“‘wo)*--'(ﬂc—wwdm:o

=0da punktsym. (212 0)

(iv) Fur die Trapezregeln = 1) sind die Gewichte durch
lz—1 1
0 /0 0132~ ™M
gegeben. Fur = 2 kann man die Gewichte durch

1 [2(z=1)(2-2) 12, 1145 3, 2
= — _— = — — 2 = — | = - = 2
Ao 2/0 5 dz 4/0 (22 =32+ 2)dz 1|37 3% + 22 )

A=1-Ag—dy ==
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berechnen. Fir die 3/8-Regel= 3) erhalt man die Gewichte
3

1 2 (z-1)(z-2)(z—23) 1 3 )
Ao = = dz = —— — 622+ 112 — 6)d
0 3/0(0—1)(0—2)(0—3)2 i ), B 67 11z = 6)dz
R S R VNP S P11
=13 [4,2 227 + 5 2 6z]0—8—/\3
3 3

(v) Die Abschatzung

1 b "
3 | @)= b @)

b
/(ﬂm—pmwm

1
< Sl o

/ab(:n —a)(x — b)dz
/_ - b_a(xz—(b_a)2)dw

o]

a)*[Lf" |l

=N

§”fﬂ”oo

= —IIf”Iloo

1
12(

liefert die Behauptung.

(vi) Die summierte Trapezregel

/ d:n—Z/%H d:n—Zh< () + 1p($l+1)>

n—1
b ; a [%p(ﬂﬂl) + Zp(ac,) + %p(zn)
i=1

liefert mit Hilfe folgender Abschatzung den Approximatgiehler

| @ - plaas

3
" b "
) 1 = ES 1

n—1

<)

=0

n—1
1 /b—
< _
—;;12< 2

b
/(ﬂm—pmwm

Aufgabe 18 (Gauf3-Quadratur) (4+4 Punkte)

(i) Bestimmen Siery, z2, x3 Undwy, ws, ws, SO dass die Quadraturformel

1
/;M@dx:wm@ﬂ+ww@ﬁ+ww@@

fur alle Polynomey € P5 gilt.
Hinweis: Verwenden Sie Satz 2.1.17 und die Rodriguesformel fir digelndre-Polynome

P,.
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(i) Bestimmen Siery, z2, x3 Undwy, ws, w3, SO dass

/_OO e‘me(ac)dw = w1p(z1) + wap(x2) + wsp(w3)

fur alle p € P5 qilt.
Hinweis: Verwenden Sie Satz 2.1.17 und die Rodriguesformel

o o

Hk(l’) = (—l)ke d—xke_m2, k S NO.
fur die Hermite-Polynoméd .
Ldsung zu Aufgabe 18
Aufgabe 19 (Mehrdimensionale Integration) (4+4 Punkte)

(i) Seien(0,0),(1,0),(0,1) € R? die Eckpunkte des Dreieckd. Zeigen Sie, dass Gewichte
w1, ...,wy existieren, sodass die Quadraturformel

1 . o) dla9) =1 p(0.0) e p(010) + w0 p(0,1) (1)
von allen Polynomen
pe{q:D—R:qx,y) = ao,o—kal,ow—l—ao@y—kag,ox? +a1,1wy+ao72y2 mit o; ; € R}
erfullt wird. Dabei ist| D| der Flacheninhalt vo®. Wie lauten die Gewichte;?

(i) Seiena,b,c € R? die Eckpunkte eines Dreieck. Zeigen Sie, dass Gewichts, . . . ,wy
existieren, sodass die Quadraturformel

1
o | ) de.9) = w1 p(a) + w2 p(E) + s ple) + e p(22422)
von allen Polynomen

pE {q T —R: q(x,y) = a0,0+a1,0$+04071y+012,01’2 —|—a17lazy+a0,2y2 mit Qg € R}

erfullt wird. Dabei ist|T"| der Flacheninhalt vof'. Wie lauten die Gewichte;?
Hinweis: Verwenden Sie das Ergebnis von 22 (i), indem’Biaffin auf D abbilden.

Losung zu Aufgabe 19
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AUFGABEN UND LOSUNGEN

Aufgabe 20 (Nested intervals) (3+3 Punkte)

(i) Show first that the nonlinear equation= cos x has a unique solution € [0, ).

(i) Determine a numerical solution of the nonlinear eqouiati = cos = by using nested intervals
with initial valuesa = 0 und b = 1 until the error is smaller thafl, 05. You can use a
calculator.

L dsung zu Aufgabe 20

(i) Zu zeigen: Die Gleichung = cos x hat eine eindeutige Losung.
Seif: R — Rmit f(x) = z — cos z ist stetig.

s

J0) =-1f(5) =3

Damit gilt nach dem Zwischenwertsatz: es existiertén (0, 5) mit f(£) = 0.

i

3
f(m):1+sinm>0f[]rac7é27rk:—|—§77, kelZ

Daraus folgt, dasg auf dem Intevall[27rk + %w, 2r(k+1) + %77] ,k € Z, streng monoton
steigend ist (Mittelwertsatz).
Damit ist dannf auf ganzZR streng monoton steigend und die die Nullstélist eindeutig.

(ii)

5 3
= — b = —
as 87 3 4
o, 3
“M=T6 T
N R
5 32a 5 4

Die Lange des Intervalls ist nach der 5-ten Iteration < 0, 05, damit ist auch der absolute
Fehler fur jedes: € [as, bs] zur Nullstelle kleiner als 0,05.

Aufgabe 21 (Interpolation) (3 Punkte)
Man finde das Polynom : R — R von kleinstem Grad mip(—1) = 3, p(0) = =3, p(1) = =5,
p(2) =3.
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Anhang C: Aufgaben und Losungen

Ldsung zu Aufgabe 21

p(x) = az® + b2 + cx +d
p(—1) = —a+b—c—|—d:3
p(0)=d=
p(l)=a+b+c+d=—
(2):8a+4b+2c+2—3

Nach Berechnung der Koeffizienten des linearen Gleichystasis erhalt map(z) = z3 +
222 — 5z — 3.

Aufgabe 22 (Rolle, Taylor, Banach) (3+3+4 Punkte)

(i) Zeigen Sie, dass fur einemal differenzierbare Funktiofi : [a,b] — R mitn + 1 verschie-
denen Nullstellen eig € (a, b) existiert mitf() (¢) = 0.

(i) Berechnen Sie naherungsweise das Integral

1 2
/ e 2 du,
0

indem Sief(z) = e=2*/2 in ein Taylorpolynom 3. Grades mit Entwicklungspukéntwi-
ckeln. Schatzen sie den Fehler mit Hilfe des Restgliedshagmange ab.

1 c
Tpyl1 = = | Tp + —
2 T,

ein iteratives Verfahren zur Berechnung der Quadratwueiedr positiven Zaht definiert
ist. Welche Bedingungen missen fur den Startwgrerfillt sein? Berechnen Sie fur den

Startwertzg = 1 Naherungency,...,z, fir v/2. Hier dirfen Sie einen Taschenrechner
verwenden.

(iii) Zeigen Sie, dass durch

L osung zu Aufgabe 22

(i) Zu zeigen: Es existiert ei@ € (a,b) mit £ (£) = 0.
\ollstandige Induktion Uben:

IA n = 1: f ist differenzierbar und besitzt zwei verschiedene Nulkste Dann gilt nach
dem Satz von Rolle:

3¢ € [a, 0] mit f/(&) =

A(n) = A(n+1): Seif einen+1 mal diff'bare Funktion mit.+2 verschiedene Nullstellen.
Dann istf  einen mal diff’bare Funktion mitn + 1 verschiedenen Nullstellen (Satz von
Rolle). Daraus folgt nach Induktionvoraussetzung: Estiextseiné € [a, b] mit f7+1(¢) =

!

(f)"(€) =o0.
(i) Taylorpolynom dritten Grades mit Entwicklungspurikvon f(x) = e=2°/2;

1
T(x )—1—5352
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LagrangerestgliedR(z) = (3¢ /2 — 662¢7¢/2 4 ¢1e=€/2)2t, ¢ € (0,1) Damit ist
dann die Nahrung des Integrals

/f dw~/1(1——x2)d _1—é:2

Fehlerabschatzung:

I 1
|/ x))dz| = |/ dac|</ |R(x |dac<—/ 4da:max |3—6y> —l—y|——:0,025
24 Jo yelo,1 40

dag(y) = 3 —6y? +y* als Extremstellerylg = ++/3, y3 = 0 hat undg(0) = 3 und

g(1) = —2, also ist daSm[aX 13— 6y% +yt| = 3.
y€lo

(i) Mit z,11 = 2( n— ﬁ) kann man iterativ die Wurzel vonberechnen.
1.Schritt: Startwert:
Sei zunachsf : R\ {0} — Rmit f(z) = 3(z — £)

f(z) < 0furz < 0= Furdie Konvergenz volizy) gegeny/c mussz, positiv sein
2.Schritt: Minimum und Fixpunkt
1c 1

F@=3- 533 =3a0 0

Daraus folgt, dasg an der Stellec = /c ein Minimum hat.
f(Ve) = 3(Ve++/e) = y/edamitist,/c ein Fixpunkt und es gilt: fiiey > 0folgt 2y > /.
3.Schritt: Banachscher Fixpunktsatz
Seinunf : [\/c,00) — [v/c,0) ([v/c, o) vollstandig)
Kontraktion: | (x) — f(y)] = 4o —y+ (2 — 1) = 1 - x—‘;r o —y| < Lz —y
N—_——
<1
damit istf eine Kontraktion mit% als Konstante.
Nach dem Banachschen Fixpunktsatz konver@ie,n gegeny/c.
(Konvergenzgeschwindigkeitr — z,| < (3)" !z — 21]))

Trog = 1
1 =1,5
xo = 1,416667
xg = 1,414216
x4 = 1,414214
Aufgabe 23 (Regula Falsi) (4 Punkte)

Bei der Bestimmung einer Nullstelle mittels Regula Falsdmu einer stetigen Funktiofi: I —
R, I C R Intervall, und einem Intervallz, b] C I, a < b, ein

af(b) —bf(a)
f(0) = f(a)

berechnet und als nachstes Intervall eines der beidenvatiee [a, {] und [¢, b] verwendet, fur
dasf(a)f(§) < 0 bzw. f(£)f(b) < 0 gilt. Durch mehrmalige Anwendung liegt wieder eine
Intervallschachtelung vor. Filhren Sie vier Schritte degia Falsi mit den Startwerten= 0
undb = 1 zur nadherungsweisen Bestimmung der Losung der nichtiereGleichung: = cos(z)
durch. Sie dirfen einen Taschenrechner verwenden.

&=
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Ldsung zu Aufgabe 23

ap=0, bp=1
a1 = 0,6851, by =
as = 0,7363, by =
az = 0,7389, bs =
aqs =0,7391 by =

(Der exakte Wert der Nullstelle ist 739085. . .)

Aufgabe 24 (Newton-Iteration) (2+4 Punkte)
Gegeben Sei die Funktion

f:R2—>R2, f(wth): <21‘1(1—|—$%)—2>

22219
() Berechnen Sie die Jacobi-Matrix vghn

(i) Fuhren Sie zwei Schritte des Newton-Verfahrens zustBemung einer Nullstelle voifi mit

dem Startvektor:(?) = (3, $)7 durch.

Losung zu Aufgabe 24

(i) Die Jacobi-Matrix von f lautet folgendermalR3en:

21+ 23) dxi79
NAED 2:5%

Jy(x1,29) = <

(i) Die Iterationsvorschrift lautet:
2D = ) (PN ()

Mit dem Startvektor:(©) = (3, 1)” kann man die Jacobi-Matrix fik = 0 berechnen:

)

S
—
8
e
SN—
|
7 N
NS
o W

Somit sieht die Inverse wie folgt aus:

(Jp (@)~

Il
7N
I o
ol
<l e
~

Damit kann marx(!) berechnen:

Damit sieht die Jacobi-Matrix fUk = 1 folgendermalRen aus:

20 4
= (3 1)
3 2
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Somit sieht die Inverse wie folgt aus:

1 1 3 -
(JpaW)) ™t = (_41 ;)
2 &
Dadurch erhalt man(?):

(-0 ) 0-0)

Aufgabe 25 (Newtonverfahren bei mehrfachen Nullstellen) 4+4 Punkte)
Es seif : [a,b] — R eine(¢ + 1)-mal stetige differenzierbare Funktion undl € (a,b) sei eine
(-fache Nullstelle vorf, d. h. es sef (z*) = f'(z*) = ... = fED(z*) = 0und fO) (z*) # 0.

(i) Zeigen Sie, dass fir > 2 das Newtonverfahren unter der Zusatzvoraussetzyng x* in
einer Umgebung von™* die maximale Konvergenzordnung 1 hat.

(i) Zeigen Sie, dass das modifizierte Newton-Verfahren

i f(zn)

Tptl = T — F(wn) (n € Nyp)

unter der Zusatzvoraussetzung # x* in einer Umgebung vor* mindestens die Konver-
genzordnung@ hat.

L dsung zu Aufgabe 25

(i) Fur f(z) qilt:

l 1

f(z) = kZ:O %f(k)(x*)(x - w*)k 4 mf(l—kl)(g(w))(x - x*)l—kl
= ﬂf(l)(x*)(x _ w*)l + ﬁf(l-i-l)(é-(x))(x . w*)l-i-l’ £(z) € (z*, )

N—_——

=:a

=:g()

g ist beschrankt, d&(‘+1) beschrankt ist.
Die erste Ableitung vorf sieht dann folgendermal3en aus:

-1

f(z) = E(f')(k) (2")(z — 2*)F + l_lg(f')(l)(fl(x))(w —a")

0

(I jl)!f(l)(x*)(x — ") l_llf(“rl)(fl(iﬂ))(fﬂ —a*)f
=:l-a =:h()

e
i

Wiederum gilt, das#(z) beschrankt ist, dg(‘+1) beschrankt ist.

- ot — f(x) gt a(xn — x*)l + g(zn)(Tn — x*)Hl
n " fllay " la(wy — o)1+ h(wn) (2, — %)

_ * a+ g(zn)(xn —z7)

= (@0 =) (1 " lat h(@n)(zn —a:*)>
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Des Weiteren kann man den zweiten Faktor folgendermalRemaizen:

1

a+ g(xn)(x, —x*)
) ‘ Tl — TG an — ]

la+ h(xn)(z, — x¥)

<1+ (Ja| + Cy4|b —

2 ,
<1+ <\ay + Cylb — a‘@) falls |z, — 2*| genugend klein

konstant

Deshalb besitzt das Verfahren die Konvergenzordnung
Angenommen das Verfahren besalie eine hohere Konvergenog als 1, dann wirde fol-
gendes gelten:
Seix, eine Folge die gegen* fur n — oo konvergiert. Dann gilt:
a+ g(zn) (@, — ") . |Tnq1 — 2

1
0#£#1—-= 1 1- =1 < lim Clay, — 2P =0
7 [ la+ h(zy)(x, —x*) e |xp —x*| Pyt [ — 7]

Dies ist aber ein Widerspruch.

(i) Esqilt:
* * f(xn) * lCL((L’n B w*)l + lg(l’n)(l' — x*)l+1
Tl =& = &n— T = lf’(wn) T aay, — ) 4 () (2, — 27!
_ * la +lg(zn)(zn — 2")
= (2n —27) <1 a4+ W) (2, — x%) )

h(x,) —lg(xy, 1
a —l—(h(;n)(x,f —)x*) < Cn A1 C) | T @ ==
< (Cp+1- g)% falls|z,, — =*| gentigend klein

konstant

Deshalb hat das modifizierte Newtonverfahren die Konvergemung 2.

Aufgabe 26 (Lineare Differenzengleichung) (2+4+3 Punkte)
(i) Seienug, p1, - .., m—1 reelle Zahlen unda,, ) eine reelle Folge, die durch die Anfangswerte
ag,ai,--.,an—1 Und durch die lineare Differenzengleichungen
m—1
Qp4m = Z HiGpyg
i=0

fur n € Ny eindeutig bestimmt ist. Nennen Sie die Matdxe R™*™, die fur allen € Ny
den Vektora,, auf den Vektoi,, 1 abbildet, wobei

af

Af4+m—1

fur k € Ny definiert ist. D. h. es gilé,,» 1 = A a,, und damita,, = A" a,.
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(i) Gegeben sei eine Folde,,) mit der Eigenschaft,, o = a,+1 + a, fur allen € Ny und den
Startwerteruy = 1 unda; = 3. Geben Sie eine explizite Darstellung venan.
Hinweis: Geben Sie zunachst wie in Aufgabe 10 (i) fir = 2 die Matrix A an, fur die

an+1 = Aay, und damit auchi,, = A™ag gilt. Diagonalisieren Sied. Wie sieht dannA™
aus”?

(iii) Gegeben sei eine Folge:,) mit der Eigenschaft,, 2 = a,+1 - a,, fur allen € Ny und
den Startwertemy = 1 unda; = 2. Wie kann man analog zu Aufgabe 10 (ii) die explizite
Darstellung voru,, gewinnen? Geben Sie diese an.

Ldsung zu Aufgabe 26

(i) Man erhalt fura,, 1, a, und A folgende Vektoren bzw. Matrix:

s 0 1 0 ... 0 o
g2 P B : ag+1
ap4+3 | = : o 0 42

: 0 0 0 1
Ak+m o M1 M2 e fme1 Af4m—1
A1 A a

(iiy Dadurch dasi, 12 = a, + a,11 gilt, kann man folgern:

. 0 1)\. A
an+1 = <1 1> Qn mit ap = (akaak-l-l)T

——
=A

Das charakteristische Polynom von A lautet dann folgend@en:
det<1 1_/\>_A —-A—-1=0

Daraus ergeben sich dann folgende Eigenwerte:

1++5 1-+5
A\ =

M= 2

Nun lasst sichi,, darstellen:

At O " Aoo0\" AP0
N n - -1 (M N 1 (M - -1 (A -
an—Aa0—<B <0 )\2>B> ag =B (O )\2> B-ay=0B <O AS)B ag

Nun kann mar,, berechnen:

ap = Cl)\? + 02)\3
ag=c1+cy=1 (I)

1++5 1-+5
Cc1 5 + co 5

ar = =3 & ateata-—a)Vi=6
——
=1

= C] —C2 = \/g ([I)
Durch Addition der beiden Gleichungen ergeben sich-flund ¢, folgende Werte:

1++5 1-+5
R “2= 7

C1
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Daraus lasst sich dann, bestimmen:

- 1+\/5 n+1 1_\/5 n+1
=17 T

(iif) Durch Logarithmieren der gegebenen Gleichung drhin:

An42 = Up * Gp1
logy ant2 = logy(ay - any1) = logy(an) + logs(ant1)
N—— —_——— —
=:bn+2 =:bp, =:bp41
Nun kann man Aufgabe 1@i) anwenden und erhalt analog dazu:
b, = Cl>\? + Cg)\?

bop=c1+ca=0 (I)

b12011+2\/5+621_2\/g:1 & Cl+02+(01—02)\/5:2
=0
= C] — C2 = l (II)
V5
Durch Umformulierung der beiden Gleichungen ergeben sich;fund ¢, folgende Werte:
1 1
C1 % Cy = —%

Dadurch ergibt sich fub,,:

Weshalb man dann fir,, erhalt:

an:2%[< 2’

Aufgabe 27 (Symmetry of orthogonal polynomials) (4 Punkte)
Let (p,,) be a sequence of orthogonal polynomials with respect todhlaisproduct

(F9)o = | wla)f@gle)ds
provided by a symmetric, positive and integrable weightcfiom w : [—a,a] — R. Show that
pr(—z) = (—1)kpi () holds for allz € [—a,a] andk € Nj.

Losung zu Aufgabe 27

Wir erhalten die Aussage,(—z) = (—1)"px(z) durch vollstandige Induktion
n=0: po(z) = const. = Aussage Klar.

Induktionsschritt:Sei f,,(z) = p,(—x), dann gilt furk =0,...,n — 1

a a a

/ (@) fu(2)pe(r) die = / (=) pn(—x)pi (&) d = / w(@)pn(@)pi(—2) da

—a —a —a
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Also folgt f,, € P,, N (P,,_1)* und wir erhaltenf,, = Ap,, und somitpy(—z) = Apy(x)
Sei

n n
pn(x) = Z az!,  also gilt Z ai(=D)lzt = Ayt .
1=0 1=0

Wir erhaltena,,(—1)" = Aa, durch Vergleich des fuhrenden Koeffizienten. Damit folgt=
(—1)™ und die Aussage gilt.

Aufgabe 28 (Tschebyscheff-Polynome) (4+2+4+3 Punkte)
Gegeben sei fik > 2 undx € R die Drei-Term-Rekursion der Tschebyscheff-Polynome:

To(z) =1, Ti(z) =z, T(z) = 20Tj—1(z) — Tp—2(), k > 2, z € R.
Zeigen Sie:
(i) Esgilt Ty (x) = cos(k arccos(z)) fur z € [—1,1].

(i) Die Nullstellen vonT;, sind

2k —1
T ::cos< 5 7T>, (k=1,...,n).

(i) Die Tschebyscheff-Polynome besitzen die globaledbeltung
1 k k .
Tk(x):§<(m—|—\/m2—1) —I—(:L'— :L'2—1> >,W0beI:E€R.

(iv) Zeigen Sie, dass die Quadratur

:L'l) + ...+ wnq(:ﬁn) far aIqu € Py,1

/1 q(x) (
_1\/1—:L'2_WIq

zu den Nullstellerry, . . ., z,, des Tschebyscheff-Polynorfiy die Gewichtev;, = * besitzt.

Ldsung zu Aufgabe 28

(i) Sei fr(x) = cos(k arccos(x)).

Induktionsanfang:

Induktionsschritt:

Tit1(x) = 22Ty (x) — Tx—1(x) = 2x cos(k arccos(x)) — cos((k — 1) arccos(x))
= cos(arccos(z)) cos(k arccos(x)) + x cos(k arccos(z)) — cos((k — 1) arccos(z))
= cos((k + 1) arccos(z)) + sin(arccos(z)) sin(k arccos(x)) + z cos(k arccos(z))

— cos(k arccos(z)) cos(arccos(z)) + sin(— arccos(z)) sin(k arccos(x))

= fr+1(x)
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(i) Berechnung der Nullstellen

1
Tip(x) =0« narccos(x) = 5(2k —-)m , keZ
2k -1
= keZ

& arccos(z) oy T €
2k —1

= keZ

& = cos( o ) €

2k —1

& = cos(

o m) , ke{l,2,...,n}

(iii) Seigi(z) = 3((x + Va2 = 1)F + (z — Va2 — 1)F)

\ollstandige Induktion Uber k:
Induktionsanfangyo(z) = 1 = To(x), ¢1(z) =z =Ti(x)

Induktionsschritt: Wir definieren ung := = + va22 -1, b :=  — 22 —1 und wir
erhaltena + b = 2x sowiea - b = 1.
Somit ergibt sich

1 1
Tioi1(z) = 22T (2) — Ti-1(z) = (a + b)g(ak +b") — §(ak_1 +05h)
_ %(ak-i-l + bk+1) + %(akb—i- abk . ak—l _ bk—l)
1
= 5(
und die Behauptung ist gezeigt.

ak+4.+_bk+4) ::gk+1(x)

(iv) Laut Skript sind die Gewichte durch

kn hn—l
kn—1 Ty (k) Tn—1(xk)

1—a2 : _
2 k (n — 1) arccos(z))
n

Wk —

cos?
= d
sin(narccos(zy)) cos((n — 1) arccos(zy)) / V1— 22 o
~1
2 sin(Z=Lr) 1 r )
= —. n . -1 d
n Sin(2k2_1ﬂ') cos(%ﬂ' - %ﬂ') O/COS ((n=1))
2 sin(Z=L7) 1 T
K sin( 2k — 177) S (Qk _ 17?) sin(2'§;1) 2 n
(—1)k—t (—1)k—t
gegeben.
Aufgabe 29 (Legendre-Polynome) (5+4 Punkte)
(i) Zeigen Sie mit Hilfe der Rodrigues-Formét, (z) = %d‘i—l(l — %), dass fur die

Legendre-Polynomé’,

! m#n
/ Py ()P, (x)dz = {O ) falls m 7 (m,n € Np)
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gilt. Sie durfen dabei die Formel

1 ontlnl
1—2?)"dr =
/_1( ) = e T D)

verwenden.
Hinweis: Integrieren Sie mehrmals patrtiell.

(i) Zeigen Sie, dass fur € N die Rekursionsformel

n(n+1)

(1 —a9)Pifa) = s

(Pn—l(x) - Pn+1($))

fur die Legendre-Polynome,, gilt.

Hinweis: Zeigen Sie, dass die Differenz aus linker und rechter Seitegonal zu allern?,
mit £ = 0,...,n + 1 ist. Das Verhaltnis von den fuhrenden Koeffizienten degdrelre-
PolynomeP, und P, erhalten Sie aus der Rekursionsformel

(n+1)Pyi(x) = 2n+ 1)zPy(x) — nPy_1(x),

die Sie nicht beweisen missen.

Ldsung zu Aufgabe 29

() 1. Schritt.Firk < m existiert ein Polynom p abhangig von k und m mit
8k
ok

\ollstandige Induktion Uber k:

(1—a?)™ = (1—a2*)" *p(x)

Induktionsanfang fur k=0 ist klar.
Induktionsschritt:
ak—l—l - o -
W(l — )" = %((1 — a*)"Fp(x))
= (m = k)(1 = 2*)" "1 (=22) - p(x) + (1 — 2*)"Fp/ ()
= (1= 2*)" " ((m — k)p(z) + (1 — 2°)p/ ()

Polynom

2. Schritt.Durch mehrmalige Anwendung der partiellen Integratioranman

/a—m(l — x2)ma—k(1 —2?)*da

Ox™ Oxk
21
1
ot o OF ovk| ! ot o OFT 2k
—W( —a7) @(1—90) ‘_1— W(l—x) W(l—x)dx

-1

1
n—+m
=...=(D)"[(1-2)"——(1—2%)"dz = anm
(- [y T 1= s =,
21

wobei stets der erste Summand aufgrund des ersten Scltétels Null ist.
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3.Schrittl.Fallm > n (analogm < n)

1
1
1 m m an—i-m .
- (_2)mm!(_2)nn!(_1) /(1 —a?) W(l —2®)"dr =0
1 ~0
2.Fallm=n

(P, P,) = (%)2 Ann = (%)2 (-1)" /11(1 — x2)m§x—1(1 — 2%)"dx

_ ((21)%!)2(1)"(2n)!(1)"/11(1 —P)da

- (2n)!- n! - 27! 2 2:4-6-...-2n 2
S22 (p2.3.5-...-(2n+1) 2n+1 2n . pl 241
n(n+1)

(Pn—l(x) - Pn+1($))

=RHS

(i) (1-2*)P)(z) =
N— ————

=LHS

2n +1

1. LHS — RHS € P, 4,

2. (@) Seij <n-—2
Wir erhalten

n+1

(RHS. Pj) = =5 =

/Pn 1 x)dr — /1Pn+1(x)Pj(m)dx] =0

und

(b) Weiterhin gilt:

Numerik IT, 20. Juli 2012



165

1 1
1
@H&Rﬂz/hfmaﬂﬂ%m:(bﬂﬂﬁﬂ@‘1—/ﬂ—x%RJwM
-1 —1

=(LHS,Pyp)

1
+/mﬁm
-1

1
izwﬂﬁggzz/@gwxzo
-1

da nach Aufgabe 1P? eine gerade Funktion ist und®? damit ungerade ist. Es folgt
(LHS, P,) = 0.
(c) Hinweis:vergleicht man die fuhrenden Koeffizienten in der Rekursformel

(n+1)Pyii(x) = 2n+ 1)zPy(x) — nPp—1(x)

so folgt

k,, n+1
Dkps1 = 2n+ Dk, = )
(n+ Dkye1 = (2n+1) :>l<:n+1 ]

Es folgt nun mit dem Hinweis und der nachfolgenden Anmerkung

n(n+1)
2n+1

13(6) n(n+ 1) 2
Po1,P1) = :
(Fn-1, Fo1) m+1 201

(RHS, P,_1) =

1
1
(LH&F%4%:ﬂ—x%RJ%4‘1—/ﬂl—x%RhJRMw
-1

1 1
:—/a—x%&P;4+2/x&R%mx
—1

—1
k / k /
zm—l)ml/awx+zﬁi/}ﬁm
Fn, K,
—1 —1
kn—1 n 2
e A AL mam i e
wobeik; der fuhrende Koeffizient vo ist.
Anmerkung:
2 / kn—l .
(1_‘T) n—lz_(n_l) k Pn+Q1 mIthGPn—l
xP, 1 = Z_an +q2 mitgy € P,y
(d)
1 2
(RHS, Pyy1) = — 42

m+1 2n+3
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kny, 2
kn-i—l 2n 4+ 3

1
(LHS, Py 1) = /(1 — 2P, (x)Ppy1(x)dx = —n
-1

n+1 2
n. .
2n+1 2n+3

Anmerkung:

k .
——P,11+q3 Mitgz € Py

1— 2?2 P/ =—-n
( ) kn-i—l

insgesamtt HS-RHS ist orthogonal zu einer Basis viBR 1. Esfolgt LHS — RHS = 0.

Aufgabe 30 (Nullstellen von Orthogonalpolynome) (3 Punkte
Beweisen Sie Satz 2.5.1: S&p = xp + r das durch die Drei-Term-Rekursion fur Orthogonalpo-
lynome entstehende Gleichungssystem (siehe 2.16 im SKapitel 2). Dann sind die Nullstellen
vonp, 1 die Eigenwerte vor.

L dsung zu Aufgabe 30
Seixy, eine Nullstelle vorp, 1. Dann istzy, Eigenwert von A, dalp = zpmitp # 0  (po(zk) #

0). Nach Satz 2.1.16 besitat, 1 genaun + 1 verschiedene Nullstellen,, ..., z,41. Also sind
r1,..., T, Eigenwerte und es gifipektrum(A) = {z1,..., 2,41} wegend € R(++Dx(n+1),
Aufgabe 31 (Newton, Lagrange, Aitken-Neville, Hermite) (63 Punkte)

(i) Berechnen Sie das Interpolationspolyndte P5 in der Darstellung von Lagrange, mittels
dividierter Differenzen in der Darstellung von Newton flie Punkte

x| -1 1 2 3
yi| 4 0 —2 4

sowie den Werf?(2) mit Hilfe des Algorithmus von Aitken und Neville.

(i) Berechnen Sie mit Hilfe dividierter Differenzen daslfAwmm P bezlglich Newton-Basis
vom kleinsten Grad mit den Eigenschafté(l) = —2, P/(1) = —2, P"(1) = 0, P(2) =
—3undP'(2) =1

Losung zu Aufgabe 31

() Per Lagrange erhalt man:

IPRCEES TR MRS LR TR
Po =y i na 20 -3)
(x+1)(z—1)(x—3 +4(1'+1)($— 1)(z—2)
2+1DH)(2-1)(2-3) B+1)3-1)(3-2)
:—%(ac 1)(z —2)(x — 3)—1—%(364—1)(36—1)(36—3)4-%(964‘1)(95—1)(35_2)

=% —22% -3z +4
Man erhalt das Polynom
p)=4-2(x+1)+0-(z+1)(z—1)+1-(z+1)(x—1)(z—2)
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mittels dividierter Differenzen.

[-1]f =4
hN
[_171]f = 10_41) = -2
/ N\
[1)f =0 [-1,1,2]f =0
N\ /" N\
[1,2]f = 22 = -2 [-1,1,2,3]f =1
/ N\ /"
[2]f = —2 [1,2,3]f =4
N\ /"
[273]f = gf% =6
/
[B]f =4
Aitken-Neville liefert an der Stelld den WertP(3) = —13.
1] 4
N\
0+ 25 (0—4) = -1
/ N\
1] 0 1 I (14 1) =1
e /! N\
24 22(—2-0)=—1 _13
/! e /
2 | —2 “54 2 (=5 — (=1)) = —2
N\ \ /
44354 (-2)=-5
/!
3] 4

(i) Mit Hilfe der dividierten Differenzen erhalt man

p(a)=-2-2(x 1)+ (z 1)
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[1]f
N\
[17 1]f = -2
/ N\
[1]f [1,1,1]f =0
¢ / ¢
[1,1]f = -2 1,1,1,2]f =1
/ N\ / hN
1] f 1,1,2]f =1 1,1,1,2,2]f =0
e / e S
[1,2]f = -1 1,1,2,2]f =1
/ N\ /
2]f [1,2,2)f =2
e /
[27 2]f =1
/!
[2]f
Aufgabe 32 (Interpolationsfehler und Konvergenzeigensdften) (3+3 Punkte)

(i) Esseienf : [a,b] — R dreimal stetig differenzierbar unél € P, das zugehorige quadrati-
sche Interpolationspolynom zu den Stutzsteliern= a + hi, i = 0,1,2, h := (b — a)/2.

Zeigen Sie:
L V3
- 27

(if) Die Funktion f : [0,1] — R sei definiert durclf (x) := log(z + 1).
Zu einer beliebig vorgegeben Folge von Stitzstellenvekto

1f = Plloo R s

<m§n))0<i<n C[0,1], neN

sei P, das zugehorige Interpolationspolynom &us
Zeigen Sie, daf die Folge dé&y, auf|0, 1] gleichmaliig gegerf konvergiert.

Losung zu Aufgabe 32

() Nach dem Satz 3.2.11 gilt

Sei

g(t) = (t — h)t(t + h) = t> — h?t
g (t) = 3t* — h?

und man erhalt

h
TEp=t—
T
als Extremstellen, welche man in g einsetzt
h3 h 2
rp)=+—— — K (+t—) = F—13
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und man kann folgern:

_ _ 2

[wllia,b],00 = [19ll=n,n],00 = 373

Die Abschatzung
1 a+b 1 V3
1 =Palle < £ ll(z—a)(z— )@=b)lloo L ()lloo = Gllglloc 1/ (E)l0 = 2—7h3||f’”\loo
liefert die Behauptung.
(i) Esqilt
n (n+1)
_ S ()
und man erhalt fuf (z) = log(z + 1)
1
™(z) = (=1)" ' (n—1)! .

@) = (0" e = D
Diese Aussage kann induktiv gezeigt werden. Und nun gilt

= ! 1

- Pn e’} < - (n) e’} z <
I = Pl <L =) oo Gy < g — 0 00 20)
Jj= R
<1
Aufgabe 33 (Einheitskreis als parametrisierte Kurve) (3+32+3 Punkte)

(i) Zeigen Sie, dass das Kreissegméft,y) € R? : 22 +y> = 1, = > 0, y > 0} nicht
durch eine parametrisierte Kurge= (s1, s2) : [a,b] — R? dargestellt werden kann, deren
Komponentersy, sy Polynome sind.

(i) Gegeben ses : [0,1] — R? mit

1—t2 2
sW=\17e172)

Zeigen SieBild(s) = {(z,y) e R?: 22 +¢y* =1, 2 >0, y > 0}.

(i) Seiena > 0 undb > 0. Zeigen Sie, dass es zwei rationale Funktiorers, : [0,1] — R
gibt mit
) o (T2 Y\ 2
Bild(s) {(x,y)GR (a) +(b> 1,35_07?4_0}7
d. h. dass die Kurve = (s1, s2) ein Ellipsensegment beschreibt.

(iv) Seiena > 0undb > 0. Zeigen Sie, dass es zwei rationale Funktiopgms : (—1,1) - R

gibt mit
Bild(s) = {(m,y) cR?: (g)z - (%)2 1, 2> o} ,

d. h. dass die Kurve = (s1, s2) einen Hyperbelast beschreibt.
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Ldsung zu Aufgabe 33

(i) Seiensy, sy Polynome mit Bildz) = {(z,y) : 22 +y? = 1,2 > 0,y > 0} dann gilt
0 = grad1) = grads? + s3) = max(2grads; ), 2grad ss))

da sich der Grad bei der Addition aufgrund der positivendiaden Koeffizienten vos? und
s3 nicht verkleinern kann. Deshalb ist der

grads;) = grads2) =0

weshalbs; = const und sy = const.
Nun folgt, dass das Bild(s) nur einelementig ist. Dies s&der einen Widerspruch dar und
die Behauptung folgt unmittelbar.

(i) Es gelten folgende Eigenschaften:

e 5(0)=(1,0),s(1) =(0,1)
e 51(t) >0, so(t)>0

2 2 2
2 2 _ [1=t? 2t _ (21T
® sitsy= <t2+1) + (t2+1> = (t2+1 =1

Also gilt mit dem ZWS

Bild(s) = {(z,9) € R:2? +y?> = 1,2 > 0,y > 0}.

(i) Analoge Rechnung wie in (i) nur mit
1—t2 2t
s(t) = (mbm> '
(iv) Seis? + 32 =1 dann folgt:

P4 =1—=5=1-3

1 5\ 2
81 S1

Firs, (t) = 52 und3,(t) = To&5 erhalt man

_ 11—t
T t21

1+ 2t
Sl(t) = am > O, Sz(t) =b

furt € (—1,1). Betrachtet man das Verhalten von s(t) fir— 1 undt — —1 folgt dass
lim = (00,00), lim = (oo, —00)

t—1 t——1

gilt. Und somit ergibt sich

Bild(s) = {(z,y) e R: (2)2 - <%)2 =1,z >0}
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Aufgabe 34 (Thielscher Kettenbruch) (6 Punkte)

Defintion. Zu (n+ 1) paarweise verschiedenen Stitzsteltgn . . , x,, und zugehdrigen Werten
vo = f(x0),...,yn = f(z,) definieren wir:

1. die erstennversen dividierten Differenzen

Ti — X0

o1(xi,0) = ———, (i=1,...,n),
' f(xi) — f(=o)
2. diek-ten inversen dividierten Differenzen(k = 2,...,n):
Tj— Tk—1
ka‘(mi»xk—la"'vm(]) = 3
Or—1(Ti, Th—2,. .., 20) — Pr—1(Th—1,Th—2;---,T0)

far (i = k,...,n).

Definition. Furn € N definieren wir den abgebrochenen Thielschen Kettenbruch:

T — X0
Bn(x) = co + T —x
€1+
c2 +

T — Tn-2
* €T — Tp—1
Cp—1t ———

Cn

mit ¢y := f(wo), CL 1= gok(wk, ce ,xo), k=1,...,n.

Zeigen Sie, dass der abgebrochdiméelsche Kettenbruch R,,(z) die spezielleationale Inter-
polationsaufgabe

(@)
¢
Rn(l') = Potpixt... +p<w = Pc(x) 5
wo+qar+... +qgrr Qux)
(b)
Ry(zi) =vi, (1=0,...,n),

()

(=v="1, n gerade

¢ = %(n +1),v= %(n —1), nungerade
[Ost.

L dsung zu Aufgabe 34

Sei
Xr — Xf
Sk(z) = e + T—Thi1
Ck+1 T
Ck+2
Cn—1 + x_:‘:il
Es qilt:
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Anhang C: Aufgaben und Losungen

e So(x) = Ry(x), Sp(x) = ¢y,

) Sk(ack) = Crp = Rn(ack) = Rk(xk)
Far Teil (b)mussR,(x,) = f(x,),n € Ny gezeigt werden.

Wir beweisen die Behauptun§(z,) = vi(Tn, Tp—1,Tk—2,...,20) fUr k = 1,2,... n mit
vollstandiger Induktion (rickwarts) tbér

Induktionsanfangs,,(z,,) = ¢, = ¢n(Tn, Tn-1,...,%0)
Induktionsvoraussetzungy. . 1(z,) = ©k+1(Tn, Tk, Th—1,- - -, T0)

Induktionsschluss:

Ty — Tk Ipn — Tk
Si(zn) = e + —= = i), Tp—1, - .., T0) +
() Sk41(xn) ( ) Ort1(Tn, Ty - -, T0)

Def.

é ('pk(l'/mxk—lv"'v'x(])+¢k(xn>$k—17"'>gjo)_Sok(xkvmk—lw"?m())

— @k(xnyxk—lawk‘—Qy .. 71:0)
Damit gilt:

Tn — X0 Tp — IQ

R, (z,) = So(zn) = co + = = f(xo) + = f(xo) + f(zpn) — f(xo) = f(x
i) = Solea) = o+ Gt = flao) S = flawn) + () = fa0) = Slan)

Zu Teil (a) und (c):
Wir betrachten die BehauptungPolynomepP;, Q mit Sy, = %(k =0,...,n)und

—k —k
grad P}) < “5—,  gradQu) <~

grad P,) < %(n “k41), gradQy) < %(n —k—1), falls(n— k)ungerade

falls (n — k) gerade

und beweisen sie per vollstandiger Induktion (rickajart

Induktionsanfangs,,(z) = SZ((Z)) =cn, Py =¢p,Qn=1=gradP,) =grad@,) =0
Induktionsschluss:

=:Py(z)
T — ) v —wp  cpt Pryi() + (@ — 2p)Qraa () Pi(a)
Sk(x) = ¢ + =c,+ = =
k( ) k Sk—i—l(x) k Pryi(x) P]H_l(ﬂj‘) Qk(ﬂi‘)
Qr+1() —_———
=Qr(2)
1.Fall(n — (k + 1)) gerade= (n — k) ungerade
n—k—1
= grad@Qr) = grad Pr1) < ————
n—k+1
= grad F,) < max(grad Py+1), 1+ grad Q1)) < ————
§7L7]2€71 Snf.;cfl
2.Fall(n — (k + 1)) ungerade= (n — k) gerade
1 1
= grad Q) = grad Py41) < §(n —(k+1)+1) = §(n — k)
1
= grad P) < max(grad Pi+1), 1 + gradQx11)) < 5 (n — k)

<i(n-k) <L(n—k-2)

Somit erhalten wilR,,(z) = So(z) = 33((2)) mit der bewiesenen Behauptung fil= 0.
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Aufgabe 35 (Fehlerabschtzung fir numerische Intergration) (2 Punkte)
Let f be a sufficiently smooth function dn, b]. The polynomialp,, € P, ist the corresponding
interpolation polynomial off for n € Ny andzy, ..., z, € [a,b]. Proof, that the inequality

/ |f(x x)|dz < _|1_1)!Hf(n+1)Hoo/ab‘£[o($—ZEj)‘dx

holds.

Ldsung zu Aufgabe 35
Durch die Gleichung

Aufgabe 36 (Newton-Cotes-Formel) (3+4+3+4+3+4 Punkte)
Sei f eine hinreichend glatte Funktion alf, b]. Furn € N betrachten wir die aquidistante In-
tervalleinteilung(z;, z;+1] von [a,b] mit z; = a + ik, i = 0,...,n, h = =2, Seip € P, das

Interpolationspolynom vorf bzgl. der Stutzstellem;.
(i) Zeigen Sie, dass

b n n n .
/ap(x)dx:(b—a)Z)\,-fi mit )\i:%/o I1 j_:dz (C.1)

i=0 k=0
Ek#i

gilt.
(i) Zeigen Sie, dass,,—; = A\ furi=1,...,nund) "  \; = 1 gilt.
(iii) Sein gerade. Zeigen Sie, dass die Quadraturformel (C.1) sogard P, . gilt.

(iv) Berechnen Sie die Gewichte), ..., A, furn = 1 (Trapezregel)p = 2 (Simpsonregel) und
n = 3 (3/8 Regel).

(v) Furdie Trapezregel zeige man fur den Approximatiehkdr

/abp(x)dx—/abf(w)dw

(vi) Die Unterteilung vorja,b] in N Teilintervalle[t;, t;11],t; = a+ih,i=0,...,N,h = b‘Ta
die Anwendung der Trapezformel in jedem Teilintervall unel @nschlieRende Summation
der Naherungswerte fuhrt zu den summierten Quadratadlr. Geben Sie die summierte
Trapezregel an und schatzen Sie ihren Approximationsifeth.

1 "
< =PI oo
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L dsung zu Aufgabe 36

(i) Furdas Interpolationspolynom gilt:

/ab dm_/Zf” da:—ZfZ/a H w_x]d:n

Jj= 0#
y=nj—g S hy+a—a—jh
= i d
Zf / H a+hz’—a—hj 4

= —aZfZ/ Hy jdy

Jj=0j7#i

(i) Zuerst betrachten win - \,,_;.

z—k y_—z+n Tl—y—k
An—i = d ——d
" /0 H n—it—k /0 n—i—k Y

kOk;ﬁnz kOk;énz
i
J=0j#i n—z—n+] Jj=0j#i _]

Daraus folgt unmittelbar die erste Behauptung.
Um die zweite Behauptung zu zeigen, setzenpgir) =

b
:>b—a:/ ldz = (b—a) ) A

=0
n
= Z A= 1.
=0

(i) Sein gerade ungh € P,,. Des Weiteren sai,, € P, der Interpolant vom zu den Stutzstellen
xo, ..., Ty UNdp(x;) = p;. Die Behauptung folgt, da

/ab (x)dx — (b—a Z&pz—/a )dw—/abpn(x)dx:/ab(p_pn)dx

1 ’ n+1)
:m/ P (@ —wo) - (@ — an)da
¢ =:cdap€P, 11
b
:ﬁ/“‘wo)*--'(ﬂc—wwdm:o

=0da punktsym. (212 0)

(iv) Fur die Trapezregeln = 1) sind die Gewichte durch
lz—1 1
0 /0 0132~ ™M
gegeben. Fur = 2 kann man die Gewichte durch

1 [2(z=1)(2-2) 12, 1145 3, 2
= — _— = — — 2 = — | = - = 2
Ao 2/0 5 dz 4/0 (22 =32+ 2)dz 1|37 3% + 22 )

A=1-Ag—dy ==
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berechnen. Fir die 3/8-Regel= 3) erhalt man die Gewichte
3

1 2 (z-1)(z-2)(z—23) 1 3 )
Ao = = dz = —— — 622+ 112 — 6)d
0 3/0(0—1)(0—2)(0—3)2 i ), B 67 11z = 6)dz
R S R VNP S P11
=13 [4,2 227 + 5 2 6z]0—8—/\3
3 3

(v) Die Abschatzung

1 b "
3 | @)= b @)

b
/(ﬂm—pmwm

1
< Sl o

/ab(:n —a)(x — b)dz
/_ - b_a(xz—(b_a)2)dw

o]

a)*[Lf" |l

=N

§”fﬂ”oo

= —IIf”Iloo

1
12(

liefert die Behauptung.

(vi) Die summierte Trapezregel

/ d:n—Z/%H d:n—Zh< () + 1p($l+1)>

n—1
b ; a [%p(ﬂﬂl) + Zp(ac,) + %p(zn)
i=1

liefert mit Hilfe folgender Abschatzung den Approximatgiehler

| @ - plaas

3
" b "
) 1 = ES 1

n—1

<)

=0

n—1
1 /b—
< _
—;;12< 2

b
/(ﬂm—pmwm

Aufgabe 37 (Gauf3-Quadratur) (4+4 Punkte)

(i) Bestimmen Siery, z2, x3 Undwy, ws, ws, SO dass die Quadraturformel

1
/;M@dx:wm@ﬂ+ww@ﬁ+ww@@

fur alle Polynomey € P5 gilt.
Hinweis: Verwenden Sie Satz 2.1.17 und die Rodriguesformel fir digelndre-Polynome

P,.
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(i) Bestimmen Siery, z2, x3 Undwy, ws, w3, SO dass

/_OO e‘me(ac)dw = w1p(z1) + wap(x2) + wsp(w3)

fur alle p € P5 qilt.
Hinweis: Verwenden Sie Satz 2.1.17 und die Rodriguesformel

o o

Hk(l’) = (—l)ke d—xke_m2, k S NO.
fur die Hermite-Polynoméd .
Ldsung zu Aufgabe 37
Aufgabe 38 (Mehrdimensionale Integration) (4+4 Punkte)

(i) Seien(0,0),(1,0),(0,1) € R? die Eckpunkte des Dreieckd. Zeigen Sie, dass Gewichte
w1, ...,wy existieren, sodass die Quadraturformel

1 . o) dla9) =1 p(0.0) e p(010) + w0 p(0,1) (1)
von allen Polynomen
pe{q:D—R:qx,y) = ao,o—kal,ow—l—ao@y—kag,ox? +a1,1wy+ao72y2 mit o; ; € R}
erfullt wird. Dabei ist| D| der Flacheninhalt vo®. Wie lauten die Gewichte;?

(i) Seiena,b,c € R? die Eckpunkte eines Dreieck. Zeigen Sie, dass Gewichts, . . . ,wy
existieren, sodass die Quadraturformel

1
o | ) de.9) = w1 p(a) + w2 p(E) + s ple) + e p(22422)
von allen Polynomen

pE {q T —R: q(x,y) = a0,0+a1,0$+04071y+012,01’2 —|—a17lazy+a0,2y2 mit Qg € R}

erfullt wird. Dabei ist|T"| der Flacheninhalt vof'. Wie lauten die Gewichte;?
Hinweis: Verwenden Sie das Ergebnis von 22 (i), indem’Biaffin auf D abbilden.

L osung zu Aufgabe 38
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