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Losung
(Abgabe am 26.05.2015 vor der Ubung!)

Hinweise:
Siehe Theorie-Blatt 1/2.

Aufgabe 5 (Interpolation, Divided Differences, BTEX) (6 Punkte)

Let zg,...x, € R. Show by induction over mn:
The divided differences of the product f(z) = g(x)h(x) can be computed by

n

[0, ..,z f = Z[mg, ce TR [Thy - e ) D
k=0
(Hint: Use Leibnitz’s rule).
Loésung
1.Fall zg=... =2, = x:
f(") RS 8 () B 9P (@) MM (z) &
[0y .. ] f = i —;Z x)h () = Z R —Z[mg,...,xk]g[xk,...,mn]h
k=0 k=0 k=0
2. Fall z,, > xq:
Induktion nach n:
n=0:[zo]f = f(zo) = g(zo)h(x0) = [0]g [x0]h
n—1—n
(CCQ - mn)[CEOa v amn]f = [:COa s amn—l]f - [mla B amn]f
n—1 n
= Z[xo, ces TElg [k, oy Tp—1]h — Z[zl, cos TElg [Tk, -, an)h
k=0 k=1
n—1

= Z[Jco, o269 (ks - ooy @n—1]h — [Trg1, ..., xn]h)+
k=0
Z([JCO ces Th—1)g — [T1, - 2k 9) [Tk - - Tn]h

= Z[xo, cooxklg(er — xn) [Tk, - xnlh + Z(Z’O —xp)|xo, ., TG [Ty - TR )R
k=1

k=0
n
= Z[JCO, ey Tho1]g (=1 — Tn)[Tk=1, - - -, TR+ (k0 — x) [T0, - - - TE]G[TE, - -, TH]D
k=1
n
I’Q—Cﬁnzmo,..., mk,...,xn]h
k=0

(Die letzte Gleichheit erhélt man, wenn man beide Summen einfach zusammenfasst - die meisten Terme kiirzen
sich!)



Aufgabe 6 (64343 Punkte)

(i) Berechnen Sie das Interpolationspolynom P € P5 in der Darstellung von Lagrange und mittels dividierter Diffe-
renzen in der Darstellung von Newton fiir die Punkte

x| -1 1 2 3

(ii) Berechnen Sie den Wert P(%) mit Hilfe des Algorithmus von Aitken und Neville.

(iii) Berechnen Sie mit Hilfe dividierter Differenzen das Polynom P beziiglich der Newton-Basis vom kleinsten Grad
mit den Eigenschaften P(1) = -2, P/(1) = =2, P"(1) =0, P(2) = =3 und P’(2) = 1.

Losung

(i) Per Lagrange erhilt man:

Jr1(,7:4—1)(30—2)(90—3)
(—1—1)(—1—2)(—1—3) (I14+1)(1-2)(1-3)
x—3 (x+1)(x—1)(xz—2)

)(
e DeE3) T BINE -6 Y)
= 2= D =D —3)+ @+ Ve - —3)+ 2@+ (e - Dz -3)
17 19 5, 9, 43
T 1

Man erhélt das Polynom
PE) =31 +1) 2 @+ 1=+ 31 @+ (e - D ~2)

mittels dividierter Differenzen:

1| [-1f =3
hY
1 lf=1 - [-L1f= 1_1(__31) =-1
hN N\
2 |2f=-2 - [LAf=33=-3 - [-LL2f=3 5 =-2
\ \‘ 3 \‘ 5/2+2/3
3| Blf=0 -  R3Af=%2=2 - [123f=552=3 - [-1,1,23/=E0 -1
(i) Aitken-Neville liefert an der Stelle 3 den Wert P(3) = —322.
-1 3
\ 1-3/2
11— 1+ 5=550-3)=1/2
\‘ 2—-3/2 \‘ 2—-3/2
2 [ -2 - —2+432201+42)=-1/2 - -L+322(1+1)=-1
\ 2 \ 3—3/2 \ 3—3/2
310 — 0+%22(—2-0=-3 o —34+Z22(-143)=-2 » 2418814953
(iii) Mit Hilfe der dividierten Differenzen erhilt man
p(z)=—-2—-2x—1)+ (z—1)>
1| [1]f =2
h
Lf=—2 > [Lf=-2
e e
e e hN
212lf=-3 — [,2]f=-1 — [LL1,2]f=1 — [L,1,1,2]f=1
hY hY N\ N\
212lf=-3 — [2,2]f=1 — [L,2,2]f=2 — [L,1,2,2]f=1 — [1,1,1,2,2]f=0




Aufgabe 7 (Tschebyscheff Polynome) (34-3+3+3 Punkte)
Die Tschebyscheff Polynome sind definiert durch
T, (z) = cos(narccos(z)), n € Ny, z € [-1,1].
Zeigen Sie die folgenden Eigenschaften:
(i) Es gilt fiir n > 2, T,,(x) = 22 Ty,—1(x) — Tpo—a(x).
(ii) T, hat die Nullstellen xgcn) = cos(Z=L).
(iii) Der fiihrende Koeffizient von T, ist a,, = 2"~ 1.
(iv) T, € P,.
Lésung:
(i) Sei k e N, k> 2und z € [—1,1]
20Ty (x) — Ti—1(x) = 22 cos(k arccos(z)) — cos((k — 1) arccos(x))
= cos(arccos(x)) cos(k arccos(z)) + = cos(k arccos(x)) — cos((k — 1) arccos(z))
= cos((k + 1) arccos(x)) + sin(arccos(z)) sin(k arccos(x)) + x cos(k arccos(z))
— cos(k arccos(z)) cos(arccos(x)) + sin(— arccos(x)) sin(k arccos(x))
= cos((k + 1) arccos(x)) + sin(arccos(x)) sin(k arccos(x)) + x cos(k arccos(x))

— cos(k arccos(z))x — sin(arccos(x)) sin(k arccos(z))
= cos((k + 1) arccos(x)) = Tx41(x)

(ii) Berechnung der Nullstellen
1
T.(x) =0« narccos(z) = 5(2k —1)r , keZ

2k —1
& arccos(x) = T , keZ

Da die Tschebyscheff Polynome nur auf [—1, 1] definiert sind, erhalten wir

2k —1
ac:cos( 5 7r) , ke{l,2,...,n}

n

(ili) Induktion iiber n € N (wir verwenden Teil (i) und (iv) ):
n=1T(x)=x=2%
n—1-=n:Ty(x)=22T,_1(z) — Th_a(x) = 222" 22" + O(2"7?)) + O(z"2) = 2"~ 1z + O(2" ).

(iv) Induktion iiber n:
n=1: P1 =xc Pl
n—1—=nT,=2zT,_1(x)—Th_2(x) € P,
—_—— ——

€Pp—1 €P,_2

Mehr Informationen zur Vorlesung und den Ubungen finden Sie auf

http://www.uni-ulm.de/mawi/mawi-numerik/lehre/sose15/numana0.html



