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Aufgabe 29 (Lanczos Algorithmus)

Gegeben sei eine n? x n? Matrix A
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Schreiben Sie eine Funktion y = applyA(x), in der as Matrix-Vektor Produkt y = Az berechnet wird OHNE die
Matrix A aufzustellen. Achten Sie darauf, dass Sie mdoglichst geschickt, d.h. vektorisiert programmieren. Vergleichen
Sie die Laufzeiten des Lanczos Algorithmus wenn Sie

e die Matrix A als voll besetzte Matrix aufstellen
o die Matrix A als diinn besetze Matrix aufstellen

e die Matrix A nicht aufstellen und das Matrix Vektor Produkt mit applyA durchfiihren.



Aufgabe 29 (Eigenschaften der SVD)

Sei r = rank(A), A = USVT eine Singuldrwertzerlegung, U = [u1, ..., upy] € R™*™ V = [v1,...,v,] € R™™" und
Y =diag(oy,...,0.). Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Wenn k < r und Ay = Zle ouvl, dann gilt:

min ||A — Bl|r = ||A — Ai||F,
rank(B)=k

d.h. Ay ist die beste Rang-k Approximation von A. Hinweise:

Zeigen Sie die Aussage fiir eine quadratische Matrix (d.h. n = m).

[|A]|F bezeichnet die Frobenius-Norm von A und es gilt:

m n

1A[|% = Z Z lai x|* = spur(A" A).

i=1 k=1

Zeigen Sie zuniichst: ||A||%Z = >0_, o2,

i=19;
Schreiben Sie eine beliebige Rang-k Matrix B als B = Zle z;yl, wobei die z; eine Orthonormalbasis bilden
(das geht 0.B.d.A.) und zeigen Sie

k
14 = Bl = |7 = Y [|Awi][3.

=1

Folgern Sie aus dem vorigen Schritt die Behauptung, indem Sie zeigen, dass

k k
> Azl <D o,
i=1 i=1

(b) Zeigen Sie

ker(A) = span{v,41,...,0,}
range(A) = spanf{uq, ..., u,}.



