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Aufgabe 14 (FEM fiir die Platten-Gleichung, MATLAB)
Sei H3(0,1) := {u € H?*(0,1) : u(0) = «/(0) = u(1) = «/(1) = 0}. Wir betrachten die schwache Formulierung der
Platten-Gleichung;:

Suche u € HZ(0,1), sodass

/ o (z)v" (z) dx :/ fx)v(x)de  Yove HE0,1). (1)
0 0

Fiir h := N%H > 0 und z; = kh (kK = 0,...,N + 1) sei der Finiten-
Element-Raum V}, gegeben durch Uk

Vi i={v €CY0,1) : v|jzy 2r,1) € P*([2k, ig1])} € H?(0,1).

Mk

Als Basis von V, wihlen wir {¢;,i =0,..., N+1}U{n;,i =0,..., N+1},
wobei wir

Vi(rr) = ik, Yi(xk) =0, ni(xx) = 0 und n;(zy) = 0, Tp1 Ty, Tht1
voraussetzen.
Zeigen Sie:

(i) Die Basis-Funktionen v, n sind eindeutig gegeben durch:

(@ — ) (x —xp1)?, @ € [Tp_1, ]
Me(2) = § 72 (@ — 2) (@ — 2p41)?, @ € (23, Trg]
0, sonst

o(x) = F(—1(2) + (), = € [zp_1,24]
Yr(r) = or(@) + 1 () + mera (@), € [ag, Tpp]
0, sonst,

wobei ¢y, die Hutfunktionen bezeichnet.
(i) SN (x) = 1 fiir alle 2 € (0,1).

Mit (u,v) := fol u(z) v(x) dr ist die System-Matrix A als Blockmatrix und die rechte Seite b gegeben durch

W90 o @Wher) | @) () (f. 1)
Ao LWkt e W) | (W) - (R IN) o LU ¥n)
Ml er) o o) | lm) o () (fsm)
(1) o ¥R) | () - (1R ) (f.nn)

(iii) Geben Sie die Eintriage der System-Matrix A explizit in Abhéngigkeit von h an (Maple!).



Th+1

(iv) Zur Berechnung der rechten Seite verwenden wir eine Gauss-Quadratur, wobei gilt
f@u @ o+ [ @) @) ds
1

(r) = | )
:g Ulf <Z(t+1)+zk_1> N <Z(t+1)+zk_1> dt

+/11f <Z(t+1)+xk) v (Z(t+1)+wk> dt} :

Vervollstiandigen Sie die Routine buildRHS, die fiir gegebenes f, h und N den Vektor fiir die rechte Seite aufstellt.
(Eine Vorlage konnen sie von der Homepage laden.)
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(v) Schreiben sie ein Skript femPlatte, das fiir h = 2(1*®) das LGS aufstellt und 16st. Stellen Sie am Ende die Lésung
graphisch dar. Schreiben sie dazu eine Funktion

val = eval_uh(x,sx,h,N),

welche fiir gegebenen Koeffizientenvektor x, h und N die Losung uj, an den Punkten s, auswertet.

(vi) Erweitern Sie Thr Skript, sodass fiir jede Schrittweite der Fehler in der Maximumsnorm berechnet wird. Plotten
Sie den Fehler in doppelt-logarithmischer Skala.

(vii) Testen Sie Thre Implementierung am Beispiel u(z) = sin®(7 x) (Berechnen Sie die passende rechte Seite f).

Aufgabe 15 (Der Raum H(div,())
Sei n € N und €2 C R” ein Gebiet, das in Teilgebiete 2; C R™, i = 1, .., m geteilt ist mit

ﬁ:

s

ﬁi und Qiﬂsz(D (Z#])

=1

Dariiber hinaus seien (2;, i = 1, .., m regulére Gebiete, in denen der Gauf’sche Integralsatz gilt.
Sei z : 4 = R™ eine vektorwertige Funktion, die mit z; := z|q, der Bedingung z; € (C'(£2;))" geniigt.

Falls fiir jede innere Kante T'; 5, := Q; N Q) mit der zugehdrigen Normalen n; ;. (zeigt von ; nach Q) gilt
Zinjk = zkne V¥V, k=1,...,m,

dann ist 2z € H(div; Q) := {w € (L?())" : divw € L?(Q)}.



