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Aufgabe 1 (Fehlerschätzer) (5+5+5=15 Punkte)

Sei Ω = (0, 1). Wir betrachten das folgende Randwertproblem:

(Lu)(x) := −
(
(b(x)u′(x)

)′
+ c(x)u(x) = f(x) auf Ω,

u(0) = u(1) = 0.
(1)

wobei die Funktionen b, c glatt seien und die folgende Elliptizitätsbedingungen b(x) ≥ b̄ > 0, c(x) ≥ 0
für alle x ∈ Ω gelte. Ferner sei T := {Tn : 0 ≤ n ≤ N − 1}, Tn := (xn, xn+1), ein Gitter auf Ω,
wobei 0 = x0 < x1 < · · · < xN−1 < xN = 1 und hTn := xn+1 − xn. Weiter bezeichne uN ∈ S1,1

0 die
FE-Approximation, wobei

S1,1
0 := S1,1 ∩H1

0 (Ω), S1,1 =
{
v ∈ C(Ω̄) : v|T ∈ P1, T ∈ T

}
.

Wir definieren weiter für Ω̃ ⊂ Ω die Bilinearform aΩ̃(w, v) :=
∫

Ω̃ b(x)w′(x)v′(x) + c(x)v(x) dx, sowie die
Norm ‖v‖2

E,Ω̃
:= aΩ̃(v, v).

(i) Definieren Sie für jedes T ∈ T

η2
T := h2

T ‖f − LuN‖20;T

und zeigen Sie, dass es eine Konstante C > 0 gibt, welche unabhängig von T und von u ist, so dass
für den FE-Fehler u− uN die folgende Abschätzung gilt:

‖u− uN‖21;Ω ≤ C
∑
T∈T

η2
T .

Hinweis: Sei IN : H1(Ω)→ S1,1 der stückweise lineare Interpolant. Dann gilt für g ∈ H1(Ω):

‖g − INg‖0;Tn ≤ chTn−1‖g′‖0;Tn .

(ii) Für n = 0, . . . , N − 1 sei ϕDir,n ∈ H1
0 (Tn) Lösung des folgenden Randwertproblems:

(LϕDir,n)(x) = f(x)− (LuN )(x), auf Tn,

ϕDir,n(xn) = ϕDir,n(xn+1).

Zeigen Sie, dass dann die folgende Abschätzung gilt:∑
n

‖ϕDir,n‖2E;Tn
≤ ‖u− uN‖2E;Ω, (Dirichlet-Schätzer).

(iii) Für n = 0, . . . , N − 1 sei ϕNeu,n ∈ H1
0 (Tn) Lösung des folgenden Randwertproblems:

(LϕNeu,n)(x) = f(x)− (LuN )(x), auf Tn,

ϕ′Neu,n(xn) = Jn,

ϕ′Neu,n(xn+1) = Jn+1,

wobei Jn ∈ R für alle n belieblig ist. Zeigen Sie, dass dann die folgende Abschätzung gilt:

‖u− uN‖2E;Ω ≤
∑
n

‖ϕNeu,n‖2E;Tn
, (Neumann-Schätzer).



Aufgabe 2 (Mehrgitter-Verfahren) (15 Punkte)

Mehrgitterverfahren sind in der numerischen Mathematik eine Klasse von Algorithmen, welche zum
näherungsweisen Lösen von Gleichungssystemen eingesetzt werden, die meistens aus der Diskretisierung
partieller Differentialgleichungen stammen. Die Grundidee besteht darin, den unbekannten Fehler zu einer
gegebenen Näherung auf einem feinen Gitter, auf einem gröberen Gitter zu approximieren. Implementieren
Sie das Mehrgitter-Verfahren, indem Sie die Schritte 1)-7) aus §3 im Skript umsetzen. Verwenden Sie hierzu
µ = ν = 5 und testen Sie den V- (R=1) sowie den W-Zyklus (R=2).

Hinweis: Verwenden Sie die Lösung zu Blatt 5 oder 7 und ersetzen Sie beim Lösen des LGS den /-Operator
durch das Multigrid-Verfahren. Vergleichen Sie beide Lösungen miteinander!


