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Aufgabe 1 (Nachtrag zu Blatt 4, Aufgabe 1) (5 Punkte)

Analog zu Aufgabe 1, Blatt 4 (wir verwenden hier die gleichen Bezeichnungen) berechnen Sie
[ Ve dtww
T

Aufgabe 2 (Koerzivitits- und inf-sup Konstante) (10 Punkte)

Es sei X = HE(Q), (-,+)1 das H'-Skalarprodukt und | - ||; die H'-Norm. Ferner sei fiir b € R? und v € R
die Bilinearform a : X x X — R gegeben durch

a(u,v) ::/VUTVvdﬂs—f—/bTVuvda:—i—’y/uvdx.
Q Q Q

Sei S(Tp) € X der diskrete Ansatz-Raum, der von den Hutfunktionen ¢; aufgespannt wird, A die Matrix,
die zur Bilinearform a assoziiert ist, und M die Matrix, die zum H'-Skalarprodukt assoziiert ist ( M;; =

JoVeIV;de+ [ ol pjdz).
In dieser Aufgabe wollen wir

o ) a(v,v)
I st ol W
By = inf sup M (2)
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numerisch bestimmen.

Erweitern Sie das Paket fem2d derart, dass die Matrix A berechnet wird. Schreiben Sie weiter die Funktionen
alpha = CoerzRand(A,M,N) und beta = InfSupRand(A,M,N), die die Konstanten ap und B approximie-
ren. Dazu sollen jeweils N Zufallsvektoren als Koeffizientenvektoren von v und w angelegt werden und das
Supremum bzw. Infimum durch das Maximum bzw. Minimum der Eintrige berechnet werden. Achten Sie
bei der Implementierung auf die Vektorisierung in MATLAB (keine for-Schleifen!).

Alternativ kann man die Berechnung beider Konstanten auch auf Eigenwertprobleme (EWP) zuriickfiihren.
(iii) Zeigen Sie: vy, ist der kleinste Eigenwert des verallgemeinerten EWP
Agx = \Mzx,
wobei Ag := 2(A+ AT) den symmetrischen Anteil von A bezeichnet.

Um die inf-sup-Konstante auf ein passendes EWP zuriickzufiihren definieren wir einen Operator T mit

T:5(Th) = S(Th)
(Tw,v); = a(w,v) YoveS(Th).



Der Satz von Riesz liefert uns dann

Alw, v
ITwlh = la(w, Y1 = sup ALY
ves(ry vl

Damit erhalten wir

2
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Aus der Definition des Operators 7" erhalten wir die Matrix-Darstellung T = M ' AT (wieso?). Damit ergibt
sich

) (Tw, Tw)y ) T AM*MM-TAT ) eTAM ATy
= 11 —_— = 1mn T 11 Y
veS(TH\0}  (w,w)q z€R"\{0} T Mx zeRr\{0} T Muzx

Also ist 8;, die Wurzel des kleinstes EW von
AM YAz = AMz.
(iv) Erweitern Sie Thr Skript, sodass die Konstanten «j und ) iiber EWP berechnet werden.

(v) Erweitern Sie Thr Skript, sodass die Ausgangstriangulierung mehrfach verfeinert wird und berechnen
Sie die Konstanten zu jeder Triangulierung. Plotten Sie die Konstanten in Abhéngigkeit der Freiheits-
grade. Was stellen Sie fest?

Aufgabe 3 (Konforme Methoden und Ansatzfunktionen) (5 Punkte)
Sei k > 1 und Q beschrinkt. Zeigen Sie, dass eine stiickweise beliebig oft differenzierbare Funktion v : Q — R
genau dann zu H*(Q) gehort, wenn v € C*~1(Q) gilt.

Aufgabe 4 (Satz von Kato) (0 Punkte)

Entfillt oder wird auf néchstem Blatt nachgeliefert.



