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Aufgabe 1 (Satz von Kato) (15 Punkte)
Wir betrachten das folgende Poisson-Problem auf dem Einheitsquadrat Q := [0, 1]%:
—AU(l"y) = f(l',y),
u(0,y) = 1+ sin(y),
u(1,y) = cos(1) + sin(y),
u(z,0) = cos(z),
u(z,1) = cos(z) + sin(1)

mit f(z,y) = cos(x) + sin(y). Wie man leicht nachrechnen kann, ist die exakte Losung auf 2 dann durch

u(z,y) = cos(x) + sin(y)
gegeben. Wir orientieren uns an der Variationsformulierung von Blatt 5, Aufgabe 1 oder genauer: Finde ein

u € HH(R), s.d.

/ Vul' Vv de = / fuvdr— / VuhVoe de, Vv e HY(Q).
Q Q Q

a) Zeigen Sie zunéchst, dass fiir die Koverzivititskonstante o sowie der Stetigkeitskonstanten ~ von
a(u,v) = Vul Vo dx
[0,1]2
die folgenden Abschéitzungen gelten:
e a(v,v) > 3|v|? Vv € H}(Q) und
o a(u,v) < lullllvll  Yu,v e Hy(Q),
d.h.a:%und’yzl.

Mit Hilfe des Satzes von Kato konnten wir die bisher bekannte Fehlerabschétzung
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— < (1+ =) inf —
Hu uhHV > ( )v;EVh Huh UhHV

verbessern und konnten folgende bessere Abschitzung beweisen:

v o
lu—upllv < = inf |un — vnllv. (1)
h

Uberpriifen Sie dies nun numerisch, indem Sie obiges Beispiel mit Hilfe der Aufgabe 1 auf Blatt 5 zur Hilfe
nehmen. Varrieren Sie hierbei die Anzahl der Knoten, indem Sie den Befehl refine verwenden. Gehen Sie
anschliefflend wie folgt vor:

b) Die Abschitzung aus Teilaufgabe a) ist nur sehr grob (warum?). Bestimmen Sie daher die Koerzi-
vitédtskonstante numerisch mit Hilfe eines Eigenwertproblems. Nehmen Sie dazu Aufgabe 2 von Blatt
7 zu Hilfe.



¢) Schreiben Sie eine Funktion val = eval u(yl,y2,elements,coordinates,u), welche zu einem vor-
gegebenen Punkt (y1,y2)7 € [0,1]% den Wert

(u(y1,y2) — un(y1,42))*

bestimmt.
Tipp: Uberpriifen Sie dazu zunéchst, in welchem Element der Diskretisierung sich der Punkt (31, y2
befindet.
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d) Schreiben Sie eine Funktion val = eval_gradu(yl,y2,elements,coordinates), welche analog zu c)
zu einem vorgegeben Punkt (y1,y2)7 € [0,1]? den Wert

(Vu(yr,y2) — Vup(y1, y2))2

bestimmt.

e) Schreiben Sie eine Funktion I = myquad2D(fun,X,Y), welche ein Integral iiber {2 mit Hilfe der Tra-
pezregel approximiert. Hierbei diirfen dquidistante Stiitzstellen gewéhlt werden.

f) Verwenden Sie die vorherigen Teilaufgaben um die Ungleichung (1) zu verifizieren. Uberlegen Sie sich
dazu auch, wie man die beste Approximation in unserem Fall bestimmen kann.
Aufgabe 2 (Konvektionsdominates Problem) (10 Punkte)

Fiir € > 0, 8 € R? und v > 0 betrachten wir die elliptische PDE zweiter Ordnung
—eAu+ BIVu+yu = f.
Verwenden Sie fiir die folgenden Aufgaben 3 = (1,1)” und v =0
(i) Verwenden Sie Aufgabe 2 von Blatt 7, um die Koerzivitdtskonstante fiir immer kleiner werdende € > 0
zu bestimmen. Was f&llt auf?
(ii) Verwenden Sie die exakte Losung u(z,y) = exp(—ﬁx) exp(—ey) um eine geeignete rechte Seite f(z,y)

und geeignete Dirichlet Randwerte aufzustellen. Betrachten Sie den Fehler fiir immer kleiner werdende
€.



