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LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Im folgenden werden wir uns mit der GauBschenfootnote! Eliminationsmethode zur Losung von
linearen Gleichungssystemen beschiftigen, bei dem wir voraussetzen, dass es eine eindeutige
Losung gibt und die Anzahl an Unbekannten und Gleichungen gleich ist. Obwohl mit dem Na-
men Gauss verbunden, wurde schon von Lagrange® 1759 eine Methode verdffentlicht, welches die
grundlegenden Ideen enthélt. Gauss verdffentlichte das von ihm im Rahmen seiner Entwicklung
und Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate von modifizierte Verfahren mitunter in in
Theoria motus corporum coelestium in sectionibus conicis solem ambientium (Theorie der Bewe-
gung der Himmelskorper, die in Kegelschnitten die Sonne umlaufen), das 1809 erschien. In realen
Anwendungen, war das Verfahren von Cramer wegen des grolen Rechenaufwands nicht anwend-
bar. Gauss entwickelte daher ein systematisches eliminieren fiir Gleichungsyteme, eine Methode
bei der gewisse Gleichungen mit geeigneten Faktoren multipliziert und dann addiert werden. Die
nun unter dem Namen Gauss-Verfahren bekannte Methode, ist mit dem vor iiber 2100 Jahren in
China verwendeten Verfahren identisch. In der frithen Han-Zeit entstand in das chinesische Re-
chenbuch ,,Neun Biicher arithmetischer Technik“Dabei handelt es sich um eine Zusammenstellung
der in den vorhergehenden Jahrhunderten entwickelten Erkenntnisse in Gestalt einer Sammlung
praktischer Aufgaben mit ihren jeweiligen Losungsangen. Hieraus ist das folgende Problem ent-
nommen.

Drei Bauern handeln auf einem Markt Rinder, Schafe und Schweine. Der erste Bauer
verkauft 2 Rinder und 5 Schafe und kauft 13 Schweine, wobei 1000 Geldstiicke
tibrigbleiben. Der zweite verkauft 3 Rinder und 3 Schweine, wofiir er genau 9 Schafe
bekommt. Der dritte Bauer verkauft 6 Schafe und 8 Schweine und kauft 5 Rinder, wobei
er noch 600 Geldstiicke drauflegen muss. Wie hoch ist der Preis eines Rinds, eines
Schafs und eines Schweins?

aus ,,Neun Biicher arithmetischer Technik *
(1. Jahrhunderts n. Chr)

1.1 KURZE MOTIVATION VON LINEAREN GLEICHUNGSSYTEMEN
Betrachten wir doch noch zwei weitere motivierende Beispiele fiir lineare Gleichungssysteme.

1.1.1 Netzwerkanalyse

Die Maschen- und die Knotenanalyse sind die formalisierten Varianten der Anwendung der Kirch-
hoffschen Gesetze auf umfangreichere elektrische Netzwerk. In beiden Fallen wird die Schaltung
in Untereinheiten zerlegt, allerdings nicht auf Grund eines Sinnzusammenhanges sondern auf der
Basis der topologischen Merkmale Masche und Knoten.

Das Aufstellen des vollstindigen Gleichungssystems ist etwas mithsam und in der Regel auch
nicht erforderlich. Die Maschenstromanalyse ist eins von zwei gebrduchlichen abkiirzenden Ver-
fahren. welches wir hier genauer betrachten wollen.

Die Maschenanalyse reduziert die Zahl der zu losenden Gleichungen um die Knotengleichungen.
Anstelle der Zweigstrome werden dazu Maschen- oder Kreisstrome eingefiihrt, durch deren Uber-
lagerung sich die Zweigstrome ergeben.

'Carl Friedrich GauB, 1777 - 1855
*Lagrange, 1777 - 1855



Kapitel 1: Lineare Gleichungssysteme

iz5

Rz5
Es seien R, die ohmschen Widerstinde auf den Zwei-

gen und i, die Zweigstrome des Zweigs . Der Span-
nungsverlust ohne zusitzliche Spannungsquelle ist nach
dem ohmschen Gesetz somit u, = R} i,.

Ziel ist es nun, aus der gegebenen Quellenspannung w4
und den Zqweigwwiderstinden R, die Zweigstrome
1,,und -spannungen u,, zu berechnen. Wieso fiihrt dies
auf ein lineares Gleichungssystem?

Legen wir nun das Bezugssystem fest.
e Nummerierung der Knoten 1, ...,k (hier k = 4)
e Nummerierung der Zweige 1,.. ., z (hier z = 6)
e Festlegen der Stromrichtung

Desweiteren ermitteln wir linear unabhingige Maschen,
d.h. geschlossene Wege im Graphen.

Das 2. Kirchhoffsche Gesetz oder der als Maschenregel
bekannte Satz besagt, dass alle Teilspannungen eines Um-
laufs bzw. einer Masche in einem elektrischen Netzwerk
sich zu null addieren.

J} Maschen/Zweige —

1 2 3 4 5 6
O] —Uz2 U4 U =0
@ —Uz3 Uzs  Uzs =
® Uzl —Uz2 Uz3 =0

1
In der Mascheninzidenzmatrix habe wir +1 eingetragen, falls Bezugspfeil von Masche ¢ und
Zweigstrom j gleich sind, eine —1, falls sie gegensinnig verlaufen und eine 0, falls sich die Pfeile
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Abschnitt 1.1: Kurze Motivation von linearen Gleichungssytemen

nicht beriihren. In Matrix-Vektorschreibweise lautet dies nun

Uz1
0 -1 0 1 0 1\ "2 0
00 —10 1 1 ZZSZO
1 -1 1 000 # 0

Uz5

U6

bzw. Mwu, = 0 mit der Mascheninzidenzmatrix M € R"*%,
Der Zusammenhang zwischen Maschenstromen i,, und Zweigstromen ¢, kann ebenfalls in
Matrix-Vektorschreibweise formuliert werden, d.h.

121 0 0 1

i 1 0 -1,
is| o -1 1| ™
ial 711 0o o ||
i 0 1 0| \'m3
i 1 1 0

bzw. i, = MTi,,.
Der Spannungsverlust entlang eines Zweiges p ist unter Beriicksichtigung einer Zweigspannungs-
quelle g,

Uzy + Ugu = RByiy
Fast man alle Zweigwiderstinde in einer Zweigwiderstandsmatrix R, zusammen, so lassen sich
die Spannungsverluste aller Zweige wiederum in Matrix-Vektorschreibweise formulieren, namlich

Uzl Uq1 R 0 0 ce 121
Uz2 Ug2 0 R.9 0 122
Uz3 + Ugs | 0 0 R.3 123

bzw. u, + uq = R i.. Aus der Zweigrelation R.i, = u, + uq und der Zweigstrome i, = M .
ergibt sich
RZMTim =u; +ug.

Multipliziert man nun diese Gleichung von links mit M so ergibt sich mit der Maschengleichung
Mu, = 0, die Maschenwiderstandsgleichung

MR, M" i, = Mu,.

Aus den bestimmbaren GroBen, der Maschenwiderstandsmatrix R,,, := MR,M7T und der Ma-
schenquellenspannung ,, := Mu, kann man nun den Maschenstrom i,,, als Losung des linearen
Gleichungsystems

Ry i = U

gewinnen. Daraus folgen mit i, = M7 i, direkt die Zweigstrome und mit u, = R, i, — Ug
die Zweigspannungen. In der Praxis wird auch mit induktiven und kapazitiven Widerstinden ge-
rechnet, dies bedeutet, dass 2, dann eine Diagonalmatrix mit komplexwertigen Eintridgen sein
kann. Auch die Anzahl der Zweige und Maschen sind in der Praxis schnell in der Groenordnung
10% — 10%.

Wir konnen festhalten, dass in dem Fall einer Diagonalmatrix R, mit positiven, reellen Diagonal-
eintrigen, die Matrix MR, M7 positiv Defizit ist. Dass M vollen Rang hat, geht aus den linear
unabhiédngigen Maschen hervor.
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Kapitel 1: Lineare Gleichungssysteme

—*— Weltrekorde

O Funken 2012
0.09*Distanz"%®
— 1.65"0.09"Distanz

1.06

Abb. 1.1: Weltrekorde im Laufen iiber 800m, 1500m, 5000m, 10km und Marathon und gemessene
Werte eines Hobbyliufers.

1.1.2 Ausgleichsproblem

Wie vorhersehbar ist Ihre Bestzeit auf 10.000 m, wenn Sie Thre 1000m Zeit kennen? Betrachten
wir dazu einmal folgende Werte

Distanz | bestehende Rekorde Hobbylaufer
800 | 1:43,01 (David Lekuta Rudisha 29.08.2010)
1000 3:35,00
1500 | 3:26,00 (Hicham EI Guerrouj 14.07.1998)
5000 | 12:37,35 (Kenenisa Bekele 31.05.2004)
10000 | 26:17,53 (Kenenisa Bekele 26.08.2005) 40:56,00
21098 1:34:11
42195 | 2:02:57 (Dennis Kimetto 28.09.2014) 3:26:37

und stellen diese in einer Grafik mit doppelt-logarithmischer Skalierung dar, so erhalten wir fol-
gende Grafik.

Scheinbar verhilt sich die Funktion der Bestzeit in doppelt-logarithmischer Skalierung annidhernd
wie eine Gerade, d.h. Bestzeit(Distanz) = C - Distanz'%. Dabei hingt das C von der Per-
son bzw. vom Trainingszustand ab, der Exponent, sprich die Steigung der Geraden in der Grafik,
scheint jedoch annédhernd gleich zu sein. Wie kann man aber nun die gesuchte Gerade bestmoglich
fitten, denn ein exaktes lineares Verhalten wir es wahrscheinlich nicht sein.

Abstrahieren wir die Aufgabenstellung, so kann man folgendes Problem formulieren: Gesucht ist

ein Polynom p(x) = p(x; ag, ..., a,) = ap+a12+. .., a,z", dessen Funktionswerte den kleins-
ten Quadratsummenabstand zu gegebenen Daten (x;, f;), ¢ = 1,...,m haben, das sogenannte
Ausgleichspolynom.

Im oben betrachteten Fall suchen wir also eine Ausgleichsgerade. Wie wir in einem spateren Ka-
pitel sehen werden, ergeben sich die Parameter ay, . . . a,, gerade als Losungsvektor a der Norma-
lengleichung

WiWa=wTy
mit
1z z2¥ - al fi
W= ] =
1 xy, 22 xy, fm
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Abschnitt 1.2: Einfithrung, Cramersche Regel

Die Matrix W7 wird auch als Vandermond-Matrix bezeichnet. Einfache Uberlegungungen zeigen,
dass man fiir eine regulire Matrix W7 W n + 1 paarweise verschiedene Punkte x; (i = 1,...,m)
benotigt. Gilt dies, so ist W7 TV symmetrisch und positiv Defizit.

Wo liegen Sie mit Thren Bestzeiten? Und welche Zeit liefert dies iiber 10km?

1.2 EINFUHRUNG, CRAMERSCHE REGEL

Wir beginnen mit dem klassischen Verfahren zur Losung eines linearen Gleichungssystems (LGS),
der GauBschen® Eliminationsmethode.

Zu ldsen ist ein System von n linearen Gleichungen mit n Unbekannten z;,...,z, € R
a11x1 + apra + -+ ATy = b1
anry + axpry + -+ awT, = b
) . : (1.
an1T1 + Gp2x2 + 0+ AppTp = by
oder kurz
Az = b, 1.2)

wobei A € R™™™ eine reelle n x n-Matrix ist und b, x € R™ reelle (Spalten-)Vektoren sind.

Wann ist ein lineares Gleichungssystem iiberhaupt 10sbar? Aus der Linearen Algebra (siehe z.B.
[Wille]) kennen wir das folgende Resultat, das die Losbarkeit mit Hilfe der Determinante der
Matrix A charakterisiert.

Satz 1.2.1 (Losbarkeit) Sei A € R™"™ mit det A # 0 und b € R"™. Dann existiert genau ein
x € R", so dass Ax = b.

Falls det A # 0, so lasst sich die Losung # = A~'b mit der Cramerschen Regel berechnen,
d.h.

a1 b1 ... Q1p
- 1 a1 ... bg ... Q9pn 7Dz (71 )
xl_detA =7 1=1,...,n).
A -or bn ... Gpn

Dabei geht die im Zahler stehende Determinante D; dadurch aus D = det A hervor, dass man
die i-te Spalte der Matrix A durch den Vektor b der rechten Seite ersetzt.

Man beachte hier die Verbindung von Existenz- und Eindeutigkeitsaussage mit dem Rechenver-
fahren, was einen ,,guten” Algorithmus ausmacht. Dieser braucht dabei nicht unbedingt optimal
zu sein!

3Carl Friedrich GauB, 1777 - 1855. Lagrange hatte 1759 die Methode schon vorweggenommen und in China war
sie schon vor dem ersten Jahrhundert bekannt. Niheres zu Gauf3, Lagrange und weiteren Mathematikern findet man im
Internet unter www-groups.dcs.st-andrews.ac.uk/~history.
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Kapitel 1: Lineare Gleichungssysteme

Die Determinanten von n x n-Matrizen lassen sich mittels der Leibnizschen Darstellung be-
rechnen, d.h.
det A := Z(—l)j(”)am A2y * * * Ay,
™

wobei die Summe iiber alle moglichen n! Permutationen 7 der Zahlen 1,2, ..., n zu berech-
nen ist. Der Wert des Ausdrucks (—1)7(™) ergibt sich aus der Anzahl j(7) der Inversionen der
. ( 1 2 ... n >
Permutation 7 = [ . | . .
11 12 ... 1p

Bemerkung 1.2.2 (Rechenoperationen) Im Folgenden werden die Verkniipfungen Multiplika-
tion, Addition, Division und Subtraktion in ihrem Rechenaufwand nicht unterschieden und un-
ter dem Begriff Gleitkommaoperation zusammengefasst (1 Gleitkommaoperation ~ 1 FLOP* ).
Systematische Multiplikationen mit £1 bleiben im Allgemeinen unberiicksichtigt. Anderweitige
Operationen wie z.B. Wurzelziehen werden gesondert betrachtet.

Satz 1.2.3 (Aufwand Leibnizsche Darstellung) Sei A € R™*™. Der Aufwand zur Berechnung
von det A mit der Leibnizschen Darstellung, d.h. als Summe iiber alle Permutationen der Menge
{1,...,n}, betriigt

FLOP(det A) =nn! —1.

Beweis. Der Aufwand zur Berechnung von det A fiir A € R™*"™ in der Leibnizschen Darstellung
(unter Vernachlissigung der Multiplikation mit (—1) (7)) ergibt sich wie folgt:

FLOP(det A) = 7 (n!— 1) Additionen + n! Produkte mit n Faktoren ”
nl—1+nl(n—1)=nn!—1.

Damit ist die Aussage des Satzes bewiesen. O

Alternativ lasst sich die Determinante rekursiv mit Hilfe des Laplaceschen Entwicklungssatzes
berechnen. Dieser lautet fiir eine quadratische Matrix A € R™*"

det A= (1) ay; det(Ay),
Jj=1

wobei Aj; diejenige Matrix ist, die aus A durch Streichen der ersten Zeile und der j-ten Spalte
entsteht.

Satz 1.2.4 (Aufwand Laplacescher Entwicklungssatz) Sei A € R"*"™ (n > 2). Der Aufwand
zur Berechnung von det A mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz betrigt

" nl
FLOP(det A) = Z% —2<en!—2.
k=0

Beweis. Die Ungleichung ist klar. Die Gleichung ldsst sich induktiv beweisen:

Induktionsanfang (n = 2): Die Determinante der Matrix A = (a;;) € R?*? lautet

det(A) = arrag — az1a12,

“FLOP ist nicht zu verwechseln mit FLOP/s oder flops (floating point operations per second), welches als MaBein-
heit fiir die Geschwindigkeit von Computersystemen verwendet wird.
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Abschnitt 1.2: Einfithrung, Cramersche Regel

d.h. der Aufwand betrédgt 2 Multiplikationen und 1 Addition, also
21 20 2

2Xx2 —
FLOP (det(R*?)) =3 = 5o+ 31 + 5

Induktionsschritt (n — n + 1): Fiirn > 2 gilt
FLOP (det(R(”“)X(”“))) = "n Additionen + (n + 1) Multiplikationen
+ (n + 1) Berechnungen von det(R"*")”
=n+(n+1)+ (n+ 1) FLOP(det(R"*"))

n
|
122n+1+(n+1)-( E—2)

k!
k=0
" (n+1)!
:2n+1+ZT—2(n+1)
k=0
n !
Kl
k=0
7n+1 (TL—I—l)' )
_Z T
k=0

O

Beispiel 1.2.5 Ein einfaches Beispiel soll zeigen, dass man die Determinante tiberhaupt nur fiir
sehr kleine allgemeine Matrizen der Dimension n < 23 mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz
berechnen kann.

Ein Jahr hat 365 - 24 - 60 - 60 ~ 3 - 107 Sekunden. Geht man nun von einem schnellen Rechner’
mit 180 TFlops aus, so bendtigt man zur Berechnung der Determinante einer 20 x 20-Matrix mit
dem Laplaceschen Entwicklungssatz

20 o
k—!'—2

Anzahl der Operationen = =0

= R0 1oz |8 & 36741 [s] ~ 10.2 [n]

Gleitkommaoperationen pro Sekunde

bzw. fiir eine 23 x 23 -Matrix

2 .
T 2
161:80071012 [s] = 3.904 - 10° [s] ~ 12.38 Jahre .

Bemerkung 1.2.6 Bei der Cramerschen Regel ist zum Losen eines linearen Gleichungssystems
Az = bmit A € R"™™ und b € R" die Berechnung von n + 1 Determinanten und n Quo-
tienten notwendig. Der Aufwand zur Losung eines linearen Gleichungssystems ldsst sich somit
zusammenfassen, wobei wir auf die Komplexitit des Gaul3- Verfahrens (siehe Seite 14) erst spéter
eingehen werden.

- Cramersche Regel GauB3-Elimination
Leibniz Laplace
n 4n3 9 2 _
nn+1)! -1 kz_:o%—n—Q w

SDer weltweit auf Platz sechs rangierende und zugleich schnellste europiische Supercomputer JUGENE am
nordrhein-westfilischen Forschungszentrum Jiilich hat 180 TFlops (Stand Okt. 2008). Ein aktueller PC hat eine Leis-
tung von 1-10 GFlops. T = Tera = 10*?, G = Giga = 10°.
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Kapitel 1: Lineare Gleichungssysteme

y Bemerkung 1.2.7 Fiir das Losen eines LGS mit 20 Unbekannten mit der Cramerschen Regel
und dem Laplaceschen Entwicklungssatz benotigt man auf einem der schnellsten Rechner mehr
als eine Woche, d.h. 21 - 10.2 [h] = 214.2 [h] = 8.925 [d] (20 verschiedene Determinanten im
Zihler und eine im Nenner, vgl. Beispiel 1.2.5). Ein System mit 23 Unbekannten ist mit einem
heutigen Supercomputer und der Cramerschen Regel nicht in einem Menschenleben zu Iosen.

Beispiel 1.2.8 (Vergleich Rechenaufwand) Aufwand zum Losen eines linearen Gleichungssys-
tems Ax = b via Cramerscher Regel und GauB-Verfahren.

Fiir einige n sei die Anzahl der notwendigen FLOPs wiedergegeben.

Cramer/Leibniz Cramer/Laplace Gaul}
n
n =nn+1)!-1 :Z%fan = (4n® +9n% —n)/6
k=0
n= 11 11 11
n=3 71 59 31
n= 479 319 66
n=>5 3599 1949 120
n=_38 2903039 986399 436
n =10 399167999 108505099 815

Im Folgenden werden wir nun Verfahren beschreiben, die bereits fiir n > 3 effektiver als die Cra-
mersche Regel sind. Mit Hilfe dieser Verfahren lassen sich auch Determinanten in polynomieller
Zeit bestimmen. Daher wird die Cramersche Regel im Allgemeinen nur fiir n = 2, 3 verwendet.
Der Vorteil der Cramerschen Regel ist jedoch die explizite Schreibweise, d.h. sie ist eine Formel
fiir alle Félle. Man spart sich bei dhnlichem Rechenaufwand (d.h. n = 2, 3) aufwendige Fallunter-
scheidungen (z.B. Pivotwahl) im Programm.

1.3 GESTAFFELTE SYSTEME

Betrachten wir zuerst besonders einfach zu l6sende Spezialfille. Am einfachsten ist sicherlich der
Fall einer diagonalen Matrix A.

Diagonalmatrix

Man bezeichnet eine Matrix A = (a;;) als Diagonalmatrix, falls a;; = 0 fir ¢ # j gilt.
Hiufig schreibt man eine Diagonalmatrix A mit Diagonaleintridgen aqq,. .., Gy, auch einfach
A = diag(aii,. .., anyn). Die Anwendung der Inversen einer Diagonalmatrix A mit Diagonal-

elementen a;; # 0 auf einen Vektor b lésst sich als Pseudocode wie folgt schreiben:
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Abschnitt 1.3: Gestaffelte Systeme

Algorithmus 1.3.1: Losen von Ax = b mit Diagonalmatrix A

Sei A€ R""™ eine invertierbare Diagonalmatrix und b€ R”"
Input A€ R"™", beR"
for 7=1,...,n
zj = bj/aj
end

output = = (21, - ,2,)"

Eine einfache Matlab Realisierung ist im Folgenden dargestellt.

MATLAB-Beispiel:

Man 16se Ax = b mit >> A=diag([1,2,4]);
>> b=[5;3;2];
L 0o 5 >> for j=1:3, x(j)=b(3)/A(3,j); end
A=(0 2 0],b={3 >> x
00 4 2 X =
5.0000 1.5000 0.5000
Dreiecksmatrix

Der nichstschwierigere Fall ist der einer Dreiecksmatrix A. Man spricht von einer oberen Drei-
ecksmatrix A = (a;;), falls a;; = 0 fiir i > j, und von einer unteren Dreiecksmatrix A = (a;;),
falls a;; = 0 fiir 7 < j gilt. Haufig verwenden wir auch R fiir eine obere Dreiecksmatrix und L fiir
eine untere Dreiecksmatrix.

Betrachten wir nun das ,,gestaffelte” Gleichungssystem

1T+ Tie®2 0+ Ti®Tn = 21
roXy + 0+ Top®n = 22
. (1.3)
TnnTn = Zn
oder in Matrix-Vektor-Schreibweise
Rx = z. (1.4)
Offenbar erhalten wir = durch sukzessive Auflosung, beginnend mit der n-ten Zeile:
T, = zn/Thn , falls  rp, #0
Tpn—-1 = (zn—l - rn—l,nxn)/Tn—l,n—l , falls "n—1,n—1 7é 0
0o : (1.5)
Tl = (Zk — Zi:k-‘,—l Tkixi)/rkk s falls Tkk 75 0

it = (Zl — 71229 — ... — rln:cn)/rn 5 falls 11 75 0.
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Fiir die obere Dreiecksmatrix R gilt, dass
detR:Tu"I‘22~...-Tnn (16)

und daher
det R#0<—=r; #0 (i=1,...,n). (1.7)

Der angegebene Algorithmus ist also wiederum genau dann anwendbar, wenn det R # 0, also
unter der Bedingung des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes (Satz 1.2.1).

Analog zum obigen Vorgehen lisst sich auch ein gestaffeltes lineares Gleichungssystem der Form
Lx ==z

mit einer unteren Dreiecksmatrix L € R"*" 19sen. In diesem Fall beginnt man in der ersten Zeile
mit der Berechnung von z; und arbeitet sich dann bis zur letzten Zeile zur Bestimmung von z,,
vor.

Bemerkung 1.3.1 (Vorwiarts-, Riickwartssubstitution) Das Losen eines LGS mit oberer Drei-
ecksmatrix nennt man auch Riickwirtseinsetzen/-substitution (Index lauft , riickwirts” von n
nach 1), bzw. mit einer unteren Dreiecksmatrix auch Vorwirtseinsetzen/-substitution (Index lduft
,,vorwirts® von 1 nach n).

Satz 1.3.2 (Rechenaufwand Az und A~'b — Dreiecksmatrix) Sei A € R™*" eine reguliire obe-
re oder untere Dreiecksmatrix und x, b € R™. Dann gilt

FLOP(Az) =n? und FLOP(A™'b) =n?.

Bei der Berechnung von A~'b ist im Gegensatz zu Ax die Reihenfolge, in der die Zeilen ,,abgear-
beitet” werden, festgelegt.

Beweis. Es geniigt den Fall einer regulidren oberen Dreiecksmatrix R € R™*™ zu betrachten. Fiir
den Rechenaufwand zur Losung von Rz = b (oder die Anwendung von R~! auf einen Vektor b)
ergibt sich:

i) fiir die i-te Zeile: je (n — i) Additionen und Multiplikationen sowie eine Division

ii) insgesamt fiir die Zeilen n bis 1: Betrachten wir zuerst die Summenformel

n n—1

s, nn-1) n*-n
Z(n—z)—_ 1= 5 ==
i=1 i=1

. w . . 2_ .
Mit i) erhélt man insgesamt einen Aufwand von 2 =% +n = n? Operationen.

Der zweite Teil der Aussage bleibt Thnen als Ubungsaufgabe iiberlassen. O

Aufgabe 1.3.3 Essei A € R"*" eine obere (oder untere) Dreiecksmatrix und z € R™. Man zeige,
dass das Matrix-Vektor-Produkt Az mit n? Operationen berechnet werden kann.

Eine Matlab Realisierung zur Bestimmung von R~'b, bei der die Matrix R zeilenweise durchlau-
fen wird, und ein Anwendungsbeispiel sind im Folgenden dargestellt.
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MATLAB-Funktion: Rinvb.m

| function x = Rinvb(R,b)

2 % compute solution of R » X = b with upper triangular matrix R
3 n size(R,1);

4 x = zeros(n,l);

5 for j = n:-1:1

6 for k=j+l:n

7 b(j) = b(j) - R(J,k) » x(k);

8 end
9 x(J) = b(3) / R(3,3):
10 end

MATLAB-Beispiel:

Man 16se Rx = b mit > R = [4,1,1;0,3,2;0,0,17;
>> b = [9;12;3];
4 1 1 9 >> x = Rinvb(R,b);
R=|0 3 2]|.,b=1[12] . >> x!
0 0 1 3 ans =

Eine alternative Realisierung, bei der die Matrix R spaltenweise durchlaufen wird, ist mit
Rinvb2.m gegeben.

MATLAB-Funktion: Rinvb2.m

| function x = Rinvb2(R,b)
% compute solution of R * X = b with upper triangular matrix R
n = size(R,1);
X = zeros(n,1l);
for j = n:-1:1
x(3) = b(3) / R(3,3);

8}

wn B W

N

7 for k=1:j-1

8 b(k) = b(k) - R(k,J) * x(3);
9 end

10 end

Was ist der Unterschied? Machen Sie sich dies klar!
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1.4 GAUSSSCHE ELIMINATIONSMETHODE

Gibe es nun zu einer beliebigen Matrix A eine Zerlegung

A=L R, (1.8)

so konnte ein beliebiges lineares Gleichungssystem Ax = b durch eine Riickwirts- und Vorwirts-

substitution mittels der beiden Schritte

i) 1ose Lz = b,

ii) 10se Rx = z,

gelost werden. Die folgende Gaulische Eliminationsmethode liefert gerade eine solche Zerlegung.
Betrachten wir ein allgemeines lineares Gleichungssystem Ax = b (A € R™*" regulir, b € R™)

a11ry + apper2 + -+ QT = b1
anr1 + apry + - 4+ aT, = bo

) ) ) (1.9)
ap1T1 + ap2rs + -+ AppTy = bn

und versuchen dies in ein gestaffeltes System umzuformen.
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Durch die folgenden drei Aquivalenzoperationen
1. Vertauschung von Zeilen,
2. Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar # 0,
3. Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen,

wird die Losungsmenge des Gleichungssystems (1.9) nicht verdndert.

Wir setzen zunichst a1 7 0 voraus. Um (1.9) nun in ein gestaffeltes System umzuformen, muss
die erste Zeile nicht verindert werden. Die restlichen Zeilen werden so modifiziert, dass die Ko-
effizienten vor x; verschwinden, d.h. die Variable x; aus den Gleichungen in den Zeilen 2 bis n
eliminiert wird.

So entsteht ein System der Art

aj1Ty + apprz + o0+ AT, = by
! / ’
Gog9Ty + -+ + Qg Ty, = b
22 2ntn 2
; . . (1.10)
! ’ ! /.
QpoT2 + 0+ QppTn = b,, -

Haben wir dies erreicht, so konnen wir dasselbe Verfahren auf die letzten (n — 1) Zeilen anwenden
und so rekursiv ein gestaffeltes System erhalten. Mit dem Quotienten

lin = ain/an (i=2,3,...,n) (1.11)
sind die Elemente in (1.10) gegeben durch

i, = Qi — lipay,
b = b —liiby. (1.12)

Damit ist der erste Eliminationsschritt unter der Annahme a1 # 0 ausfiihrbar.
Wenden wir auf diese Restmatrix die Eliminationsvorschrift erneut an, so erhalten wir eine Folge
A=AD 5 A® 5 A™W = R

von Matrizen der speziellen Gestalt

m (1)

(111 Q%QQ) e a%g)
CL22 e a2n
Ak _ (1.13)
(k) (k) :
akk e a,m
A

mit einer (n — k + 1,n — k + 1)-Restmatrix, auf die wir den Eliminationsschritt

ik = agz)/a;@ fir i=k+1,....n
afi ™tV = el —lgal) fir i j=k+1,...n (1.14)
b= bW b g i=k 41, n

ausfiihren konnen, wenn das Pivotelement (Dreh- und Angelpunkt) a,(jf) nicht verschwindet. Da
jeder Eliminationsschritt eine lineare Operation auf den Zeilen von A ist, lisst sich der Ubergang
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von A®) und b*) zu A*+D und p*+1) als Multiplikation mit einer Matrix Ly € R™ " von links
darstellen, d.h.

A(k+1) _ LkA(k), b(k+1) _ Lkb(k). (1.15)
Die Matrix
1 0
Ly = 1 =] 0 ~e£::]—€k-e;‘:, (1.16)
~lpy1p 1 let1,k
7ln,k 1 ln k

wobei e;, der k-te Einheitsvektor sei, hat die Eigenschaft, dass die Inverse L,:l aus L, durch einen
Vorzeichenwechsel in den Eintragen [;; (¢ > k) entsteht und fiir das Produkt der L,;l gilt

1 0 ... ... 0
1 1
Li=L7' L = 1y ls (1.17)
0
b .. -1 1

Zusammengefasst erhalten wir auf diese Weise das zu Ax = b aquivalente gestaffelte System
Rz = z mit der oberen Dreiecksmatrix

R=L""A und 2=L"". (1.18)

Das GauBsche Eliminationsverfahren schreibt sich dann wie folgt:
Sei A € R™ ™ und b € R™. Berechne nacheinander

i) L- R=A (Zerlegung mit R obere und L untere Dreiecksmatrix),
i) Lz=5b (Vorwirtseinsetzen bzw. -substitution),

i) Rx =z (Riickwirtseinsetzen bzw. -substitution).

Definition 1.4.1 (unipotente Matrix) Eine untere oder obere Dreiecksmatrix, deren Diagonal-
elemente alle gleich eins sind, heif3t unipotent.

Definition 1.4.2 (GauBische Dreieckszerlegung, L. R-Zerlegung) Die oben genannte Darstel-
lung A = L - R der Matrix A als Produkt einer unipotenten unteren Dreiecksmatrix L und einer
oberen Dreiecksmatrix R heifit GauBsche Dreieckszerlegung oder L R-Zerlegung von A.

Satz 1.4.3 Existiert die LR-Zerlegung einer quadratischen Matrix A, so sind L und R eindeutig
bestimmt.

Beweis. Siehe Hausiibung. O

Satz 1.4.4 (Rechenaufwand GauBsche Dreieckszerlegung, GauB3sche Elimination)
Sei A € R™ " reguliir. Existiert die L R-Zerlegung, so gilt
4n3 —3n? —n

FLOP(LR — Zerlegung) = 5
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Des Weiteren sei b € R™. Dann gilt fiir die Gaufische Elimination

4 3 9 2
FLOP(A 'b) = W ’
d.h. die Losung von Ax = b kann mit (4n> + 9n® — n) /6 FLOPs berechnet werden.

Bemerkung 1.4.5 Die Aufwandsberechnung unterscheidet sich teilweise in der Literatur. Neu-
erdings werden + und - Operationen nicht mehr unterschieden!

Beweis von Satz 1.4 4. Fiir den Rechenaufwand der Gauflschen Dreieckszerlegung gilt Folgendes:

i) fiir den k-ten Eliminationsschritt:
je (n — k) Divisionen zur Berechnung der £;; und je (n — k)? Multiplikationen und Sub-
traktionen zur Berechnung der al(.fﬂ), dh.2(n —k)? 4 (n — k) Operationen

ii) fiir alle n — 1 Eliminationsschritte erhalten wir durch Umindizierung und mit Summenfor-
meln aus Analysis 1 (Aufgabe 1.4.23 in [Analysis I])

n—1 n—1
k) 20— (k+2 k2 nn—1) (2n—1)n(n—1)
kZ:l ((n—k)+ ; + 5 T 3
_2@n—-1)(n—1)n+3n(n—1) n(n—l)(4n—2+3)
B 6 6
B n(n—l)(4n—|—1) 4n3 —3n? —n
B 6 6
iii) insgesamt bendtigt man zum Losen von Az = b mittels GauB-Elimination, d.h. LR-

Zerlegung und Vorwirts-, Riickwértssubstitution (siehe Satz 1.3.2)

4n3—3n2—n+2 5 And+9n? —n
e I P e e

Operationen.
6 6 P

Somit sind die Behauptungen des Satzes bewiesen. O

Das Speicherschema fiir die GauB-Elimination orientiert sich an der Darstellung von A In die
erzeugten Nullen des Eliminationsschritts konnen die /;;, eingetragen werden. Da die Elemente mit
den Werten O oder 1 natiirlich nicht eigens gespeichert werden miissen, kann die L R-Zerlegung
mit dem Speicherplatz der Matrix A bewerkstelligt werden:

M e

(1) (1) b S
a e N A n 2 2
ZH o) a%z) I21 | aéz) aé:?
A= | 2™ 0 LS Lo |
e 2) :
ln nn n
L] Gn2 ¢ O A [P
1 0 ... ... 0 oV oo dY
o1 0 :
— L = . s R =
0 :
lnl et e ln,nfl 1 0 0 aggl)

Numerik I, 17. Oktober 2014



16

Kapitel 1: Lineare Gleichungssysteme

1.5 PIVOT-STRATEGIEN

Bisher haben wir uns noch nicht mit der Frage beschiftigt, ob eine L R-Zerlegung immer existiert
und ob eine Vertauschung von Zeilen bei Az = b zu einem anderen Ergebnis fiihrt, wenn der Al-
gorithmus mit endlicher Rechengenauigkeit durchgefiihrt wird. (Bei exakter Arithmetik sind beide
Ergebnisse gleich, bzw. Vertauschung von Zeilen in A fithrt zur gleichen Losung). Betrachten wir
hierzu zwei Beispiele:

Beispiel 1.5.1 i) Permutation liefert L R-Zerlegung: Sei A = 0 1) . Wie wir leicht se-

10
hen, gilt fur die Eigenwerte A; » = %1 und somit det A # 0. Falls eine Zerlegung existieren
wiirde, gidbe es a, b, ¢,d € R mit

A= (D6 8= wte)

Ein einfacher Vergleich der Koeffizienten zeigt jedoch (zuerst nach b und dann nach a),
dass keine I R—Zerlegung existiert, obwohl nach Vertauschen der Zeilen trivialerweise eine
L R—Zerlegung sofort gegeben ist. Die Frage, die sich nun stellt, lautet: Kann man fiir jede
regulare Matrix A durch Vertauschen ihrer Zeilen eine Matrix finden, fiir die dann eine
L R—Zerlegung existiert?

Permutation liefert hohere Genauigkeit: Berechnen wir die Losung des folgenden linea-
ren Gleichungssystems (e > 0)

€x1 + T2 1 (1.19)
1 +a2 = 2. (1.20)

Bei exakter Arithmetik erhalten wir

A(G)6) = =)

dh.z; = ﬁ, Ty = 11:2:. Fiir 2¢ < Rechengenauigkeit (d.h. 1 + 2¢ und 1 werden im

Rechner durch dieselbe Zahl dargestellt) gilt nun

r1=1, xo=1.

Fiir die GauB3-Elimination erhalten wir, wenn wir den Koeffizienten vor x1 in (1.20) elimi-
nieren, d.h. das 1/e-fache von (1.19) subtrahieren

€x1 + T2
(1—%)1‘2 = 2—1.

€

Somit ergibt sich fiir 2e < Rechengenauigkeit aus der letzten Gleichung x5 = 1 und damit
aus der ersten Gleichung x; = 0. Vertauschen wir jedoch 1. und 2. Zeile (bzw. eliminieren
den Koeffizienten vor x; in (1.19)) so erhalten wir

T1+x9 = 2
(I—€)zg = 1-—2e.

Dies liefert 1 = x5 = 1 bei 2¢ < Rechengenauigkeit.
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MATLAB-Beispiel:

Dieses scheinbar theoretische Er- >> e = eps/8; % eps/2 geniigt nicht!
gebnis aus Beispiel 1.5.1 konnen >> X(2) = (2 - 1/e) / (1 - 1/e);

wir direkt in Matlab umsetzen. >> X(1) = (1 - x(2)) / e

Da die Recheneinheiten heutiger = : 1

Rechner meist 2 Stellen genau- __ %(2) = (1 - 2%e) / (1 - e);

er rechnen als unsere bisherigen - x(1) 2 - x(2)

theoretischen Untersuchungen ver- x =

muten lassen, muss hier ¢ < 1 1

Maschinengenauigkeit/8 gelten.

Das Vertauschen kann folglich nétig sein. Zum einen, damit eine L R-Zerlegung tiberhaupt exis-
tiert, zum anderen, um den ,,Rechenfehler* bedingt durch Rundungsfehler moglichst klein zu hal-
ten. Daraus leiten sich besondere Strategien zur Wahl des Pivotelements ab.

Betrachten wir nun die Gauf3-Elimination mit Spaltenpivotstrategie, welche theoretisch nur dann
nicht zielfithrend sein kann, falls die Matrix A singulér ist.

Algorithmus 1.5.1: GauB3-Elimination mit Spaltenpivotstrategie

a) Wahle im Eliminationsschritt A% — A*+D ein pe {k,...,n},
so dass .
k .
)| > [al)|  firj=k,....n.

Die Zeile p soll die Pivotzeile werden.

b) Vertausche die Zeilen p und k

A®) 5 AR mit Zil(-f): a;’;) falls i=k
az(f) sonst
Nun gilt
W A Al
A O RO
kk pk

c) Fihre den ndchsten Eliminationsschritt angewandt auf Ak
aus,

A0 _y A+,
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Bemerkung 1.5.2 Anstelle der Spaltenpivotstrategie mit Zeilentausch kann man auch eine Zei-
lenpivotstrategie mit Spaltentausch durchfiihren. Beide Strategien bendtigen im schlimmsten Fall
O(n?) zusiitzliche Operationen. In der Praxis werden im Gegensatz zum oben genannten Algo-
rithmus die Zeile bzw. Spalte nicht umgespeichert, sondern besondere Indexvektoren verwendet
(siehe Matlabfunktion mylu.m). Die Kombination von Spalten- und Zeilenpivotstrategie fiihrt
zur vollstdndigen Pivotsuche, bei der die gesamte Restmatrix nach dem betragsgrofiten Eintrag
durchsucht wird. Wegen des Aufwands O(n?) wird dies jedoch so gut wie nie angewandt.

MATLAB-Funktion: mylu.m

| function [L,R,P] = mylu(A)

2> n = size(A,l);

3 p=11: n;

4 for k =1 : n-1

5 [m,mptr] = max(abs(A(p(k:end),k)));
6 tmp = p(k);

7 p(k) = p(k-l+mptr);

8 p(k-1+mptr) = tmp;

get leading dimension of A
pivot element vector
consider k-th column

find pivot element
interchange in vector p

o0 00 0P o0 oe

10 for j = k+1 n % modify entries in

11 A(p(J),k) = A(p(J),k)/A(p(k),k); % compute 1 jk, store in A
12 for i = k+1 : n % (n-k-1)x(n-k-1) submatrix
13 A(p(3),i) = A(p(F),1i) ...

14 - A(P(3) k) *A(p(k),i);

15 end

16 end

17 end

18 L = tril(A(p,:),-1)+teye(n); % these lines could be

19 R = triu(A(p,:)); % neglected, all information
20 P = eye(n); % allready in A and p

21 P(:,p) = P;

Satz 1.5.3 Es sei A € R™*™ reguliir. Dann existiert vor dem k-ten Eliminationsschritt des Gauy3-
Algorithmus stets eine Zeilen-/Spaltenpermutation derart, dass das k-te Diagonalelement von Null
verschieden ist. Bei Zeilenpermutation, d.h. Spaltenpivotisierung, sind alle Eintrige von L vom
Betrag kleiner oder gleich eins.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt det A # 0. Angenommen, es sei a;; = 0. Dann existiert eine
)

Zeilenvertauschung, so dass das erste Pivotelement a;;" von Null verschieden und das betrags-
grofite Element in der Spalte ist, d.h.

0#[alY|>alP]  fir i=1,...,n,

denn andernfalls wire die Determinante von A in Widerspruch zur Voraussetzung gleich Null.
Die Zeilenvertauschung hat dabei nur einen Vorzeichenwechsel in der Determinante zur Folge.
Die Uberlegungen fiir den ersten Eliminationsschritt iibertragen sich sinngemi$ auf die folgen-
den, reduzierten Systeme, bzw. ihre zugehorigen Determinanten. Diese Schlussfolgerungen gelten
analog bei Zeilenpivotisierung. O

Eine unmittelbare Folge aus der Beweisfithrung des letzten Satzes ist das folgende Lemma.
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Lemma 1.54 Erfolgen im Verlauf des Gauf3-Algorithmus total m Zeilenvertauschungen (Spal-
tenvertauschungen), so ist die Determinante von A gegeben durch

det A = (_1)m H Tkk-
k=1

Bemerkung 1.5.5 Numerisch sind Spalten- und Zeilenpivotisierungen dquivalent. Die Auswahl
hingt von der Speichermethode der Matrix A ab, d.h. man favorisiert die Spaltenpivotisierung,
wenn die Eintrige der Matrix spaltenweise im Speicher abgelegt sind, z.B. bei den Programmier-
sprachen Matlab, Fortran und die Zeilenpivotisierung u.a. bei C, denn hier sind die Matrizen als
Folge von Zeilenvektoren abgelegt.

AWANA

Spaltenpivotisierung, bzw. Zeilenpivotisierung.

Die genannten Pivotisierungen lassen sich formal durch die Multiplikation mit einer geeigneten
Permutationsmatrix P beschreiben. Diese ist eine quadratische Matrix, welche in jeder Zeile und
in jeder Spalte genau eine Eins und sonst Nullen enthilt. Die Determinante ist det P = 41 und
die Inverse ist durch P~! = P7T gegeben. Die Zeilenvertauschungen bei Spaltenpivotisierung
entsprechen dabei der Multiplikation P - A, analog lassen sich Spaltenpermutationen bei Zeilen-
pivotisierung durch A - P ausdriicken. Aus dem letzten Satz ergibt sich folgendes Resultat.

Satz 1.5.6 (Existenz einer Zerlegung PA = LR) Zu jeder reguliren Matrix A existiert eine
Permutationsmatrix P, so dass P - A in ein Produkt L - R zerlegbar ist, d.h.

P-A=L-R.
Ist nun immer eine Pivotisierung notwendig? Wir nennen im Folgenden ein Kriterium, welches

leicht zu tiberpriifen ist.

Definition 1.5.7 (Diagonaldominanz) Eine Matrix hei3t diagonaldominant, falls gilt

n
|aii|ZZ|aik| Vi=1,...,n.
k=1
k#i
Sie heiBt strikt diagonaldominant, falls fiir alle i ,,>" anstatt ,,>" gilt.

Satz 1.5.8 Es sei A € R"™"™ eine diagonaldominante und regulire Matrix. Dann existiert eine
Zerlegung
A=1L-R.

Beweis. Einen Beweis dieser Aussage (in leicht abgewandelter Form) findet man z.B. bei
[Schwarz]. Nach Voraussetzung ist entweder |a11| > Y, |aix| > 0 oderes gilt >, |a1x| = 0
und |aq1| > 0; dies folgt aus der Regularitit von A. Somit ist aj; # 0 ein zulédssiges Pivotelement
fiir den ersten Eliminationsschritt. Man muss nun zeigen, dass sich die Eigenschaft der diagonalen
Dominanz auf das reduzierte Gleichungssystem iibertragt. O

Zum Schluss dieses Abschnittes betrachten wir noch folgendes Beispiel zur konkreten Berechnung
der L R-Zerlegung einer Matrix A.

Numerik I, 17. Oktober 2014



20

Kapitel 1: Lineare Gleichungssysteme

Beispiel 1.5.9 (Berechnung von PA = LR) Sei

0o 2 -1 =2
2 -2 4 -1
A= 1 1 1 1
-2 1 =2 1

Diese Matrix ist offensichtlich nicht diagonaldominant, also wenden wir die Gauf3-Elimination
mit Spaltenpivotisierung an. Hierzu sei P(i,j) diejenige Permutationsmatrix, die aus der Ein-
heitsmatrix durch Vertauschen der i-ten und j-ten Zeile entsteht. Das Vertauschen der ersten mit
der zweiten Zeile von A entspricht der Multiplikation der Matrix P; := P(1,2) mit A von links,
also

2 -2 4 -1

(1) _ 10 2 -1 =2

AT=RA=L 0

-2 1 =2 1

Der erste Schritt der L R-Zerlegung liefert

1 2 -2 4 -1
0 1 0o 2 -1 -2
L = ! 1 , LiPA= 0 2 -1 3
1 1 0 -1 2 0

Bei der ndchsten Spaltenpivotisierung sind keine Zeilenvertauschungen notwendig, also P, = 1.
Es folgt

1 2 -2 4 -1

1 0o 2 -1 -2

Ly = 11 , Lo L1 PIA = 00 o I
1 3

Lo 00 3 -1

Um nun auf eine obere Dreiecksgestalt zu kommen, miissen lediglich noch die dritte und vierte
Zeile vertauscht werden, also formal P3 = P(3,4), Ly = I und damit

2 -1 =2
L3P3L2P2L1P1A == 0 3 = R.
0 0 35 -1
o0 o0 1
Aber wie sehen nun P und L aus, sodass
P-A=L-R 7
Wir betrachten hierzu im allgemeinen Fall mit A € R™*"™ invertierbar fir k = 1,...,n — 1 die
Matrizen B
Lk Z:Pn~...-Pk+1LkPk+1~...~Pn,
wobei P, := I gesetzt wirdund Py, ..., P,_ analog zu Beispiel 1.5.9 gewi#hlt werden. Dann gilt
L, = Py-...-Po1LyPisr-...- P,
1.16
W1 o P = 04el)Poyy - ... Py
I—Py-...-Poy1lp €t Poyy-...- Py
= Zk = €£

= I—Zkez.
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Da die Multiplikation mit den Matrizen Pjy1,..., P, von links bzw. rechts nur Zeilen- bzw.
Spaltenvertauschungen innerhalb der Zeilen bzw. Spalten k& + 1, ..., n bewirkt, besitzt die Matrix
Ly, dieselbe Struktur wie Lj. Aus der Definition der Lj folgt nun

Ly 1. LqiPyq-...- Py =1L, 1Py_1-...- LoP L1 P, .
Nach Konstruktion der L und Pj gilt schlieBlich

Lpq+..-LiPyq1-...-PLA=R.

Somit ergibt sich mit

und

eine Zerlegung PA = LR.

Bemerkung 1.5.10 Man beachte, dass mit den obigen Uberlegungen ein alternativer, konstrukti-
ver Beweis des Satzes 1.5.6 vorliegt.

Fiithren wir nun Beispiel 1.5.9 weiter fort:

Beispiel 1.5.11 Zu der Matrix A aus Beispiel 1.5.9 sollen die Matrizen L und P der Zerlegung
PA = LR bestimmt werden. Wir erhalten

01 0 0
1 0 00
P=PPP —P(374)1P(172) “lo o o0 11’
00 1 0
1 1
El = P3P2L1P2P3 = P(374) 01 1 1 P(3’4) = ? 1 1 ’
2
1 1 -3 1
1 1
_ 1 1
L2 _ P3L2P3 — P(374) P<3,4) = 1 )
-1 1 5 1
1
: 1 —1 1
L3:P4L3P4:-Iv
1 0 0 0
w171 0 1 0 0
L=Li"Ly Ly =] -2 10
1
5 1 0 1
und somit
9 _9 4 _1 1 0 0 0\ /2 -2 4 -1
0 2 -1 -9 0 1 00 0o 2 -1 -2
PA=19 1 o 1|71 -t 1oflo o 8 LR
11 1 1 1 01/\0 0 0 I
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1.6 NACHITERATION

Die oben diskutierten Pivotstrategien schlieen offenbar nicht aus, dass die so berechnete Losung
2 immer noch ,,ziemlich ungenau” ist. Wie kann man nun = ohne grolen Aufwand verbessern?

Hiufig lasst sich dies durch eine Nachiteration mit Hilfe einer expliziten Auswertung des Resi-
duums r := b— A7 erreichen. Dabei bezeichne = die durch ein numerisches Verfahren berechnete
Niherung an x. Ausgehend von z soll die exakte Losung mittels des Korrekturansatzes

rT=T+s
ermittelt werden. Der Korrekturvektor ist so zu bestimmen, dass die Gleichungen erfiillt sind, d.h.
Ar—b=AT+s)—b=Az+ As—b=0.
Der Korrekturvektor s ergibt sich somit als Losung von
As=b— Az =r. (1.21)

Bei der numerischen Losung dieser Korrekturgleichung erhalten wir im Allgemeinen eine wieder-
um fehlerhafte Korrektur 5 # s. Trotzdem erwarten wir, dass die Naherungslosung

T+5

,besser ist als .

Das Gleichungssystem (1.21) unterscheidet sich nur in der rechten Seite von dem urspriinglichen
Problem Az = b, sodass die Berechnung des Korrekturvektors s relativ wenig Aufwand erfordert,
da beispielweise bei Anwendung einer Nachiteration in Kombination mit der Gauf3-Elimination
schon die L R-Zerlegung der Koeffizientenmatrix A bekannt ist.

Bemerkung 1.6.1 In der Praxis geniigen bei Spalten- oder Zeilenpivotisierung meist wenige
Nachiterationen, um eine Losung auf eine dem Problem angepasste Genauigkeit zu erhalten.

1.7 CHOLESKY-VERFAHREN

Wir wollen nun die Gau3-Elimination auf die eingeschrinkte Klasse von Gleichungssystemen mit
symmetrisch positiv definiten Matrizen anwenden. Es wird sich herausstellen, dass die Dreiecks-
zerlegung in diesem Fall stark vereinfacht werden kann und dass dieser vereinfachte Algorithmus
fiir groe Matrizen nur den halben Aufwand an Operationen benotigt. Wir erinnern hier nochmals
an die

Definition 1.7.1 Eine symmetrische Matrix A € R"™*™ heifit genau dann positiv definit, wenn
T Az > 0 fiir alle x € R™ mit 2 # 0 ist.

Positiv definite Matrizen haben folgende Eigenschaften.

Satz 1.7.2 (Eigenschaften positiv definiter Matrizen) Fiir jede positiv definite ~ Matrix
A € R™ ™ gilt:

i) A ist invertierbar,

i) a; >0 fir i=1,...,n,
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iii)  max |a;| = max a,
i,j=1,...n 1=1,..,n

iv) Bei der Gaufs-Elimination ohne Pivotsuche ist jede Restmatrix wiederum positiv definit.

Beweis. Wire A nicht invertierbar, gibe es einen Eigenwert A = 0, da det A = 0 nach Annahme.
Dies steht aber im Widerspruch zur Voraussetzung, dass A positiv definit ist, da es ansonsten
einen Eigenvektor z # 0 zu A = 0 mit Az = Az gibe und somit dann auch 27 Az = 0 gilte.
Somit ist i) bewiesen. Setzt man fiir = einen kanonischen Einheitsvektor e; ein, so folgt gerade
ay = eiTAe,- > 0 und daher gilt die Aussage ii). Behauptung iii) sei als Hausiibung iiberlassen.
Um die verbleibende Behauptung iv) zu beweisen, schreiben wir A = A() in der Form

al ZT
1 =
A .| B0 |
wobei z = (a12, . ..,a1,)" sei. Nach einem Eliminationsschritt ergibt sich
1
A(2) — LlA(l) = mit [ = .
0 -t 1

Multipliziert man nun A®) von rechts mit LT, so wird auch z”" in der ersten Zeile eliminiert und
die Teilmatrix B bleibt unverandert, d.h.

LiAVLT =

Damit ist bewiesen, dass die Restmatrix B2 symmetrisch ist. Konnen wir nun noch zeigen, dass
B® auch wiederum positiv definit ist, so kdnnen wir unsere Argumentation sukzessive fortsetzen.
Esseiy € R" ! mity # 0. Da Ly regulir ist, gilt 27 := (O : yT)L1 = 0. Nach Voraussetzung ist
A positiv definit, also gilt

0 0
. : 0
0< 2l Az = (O:yT)LlALlT — (Q;yT) ( a(l)l Je > zyTB(2)y.
Y Yy
Somit haben wir gezeigt, dass auch B(®) wieder positiv definit ist. O

Aufgabe 1.7.3 Man beweise Aussage iii) in Satz 1.7.2.

Mit Hilfe des letzten Satzes iiber die L R-Zerlegung konnen wir jetzt die rationale Cholesky-
Zerlegung fiir symmetrische, positiv definite Matrizen herleiten.

Satz 1.7.4 (rationale Cholesky-Zerlegung) Fiir jede symmetrische, positiv definite Matrix A
existiert eine eindeutig bestimmte Zerlegung der Form

A=LDL",

wobei L eine unipotente untere Dreiecksmatrix und D eine positive Diagonalmatrix ist.
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Beweis. Wir setzen die Konstruktion im Beweis von Satz 1.7.2.iv fir £ = 2,...,n — 1 fort und
erhalten so unmittelbar L als Produkt der Lfl, . ,L;il und D als Diagonalmatrix der Pivotele-
mente. O

Bemerkung 1.7.5 Man beachte die Eigenschaften der Lj, bei der tatsichlichen Berechnung von
L, d.h. das Produkt L{" - ... - L', ist nicht wirklich durch Multiplikation auszurechnen (vgl.

(1.17)).

Definition und Bemerkung 1.7.6 (Cholesky-Zerlegung) Da alle Eintriige der Diagonalmatrix
D positiv sind, existiert D'/? = diag(++/d;) und daher die Cholesky-Zerlegung

A=TT",
wobei L die untere Dreiecksmatrix I := LDY? mit L und D aus der rationalen Cholesky-
Zerlegung ist.

Bemerkung 1.7.7 Die Cholesky-Zerlegung ist nicht eindeutig, da D'/2 nur bis auf Vorzeichen der
Elemente in der Diagonalen eindeutig bestimmt ist und somit auch L = LDY? nicht eindeutig
ist.

Zur Herleitung des Algorithmus zur Berechnung einer Cholesky-Zerlegung betrachten wir folgen-
de Gleichung

ailr aiz 0 Qlp Iy lin lor - b
a1 1 lor oo l22 ln2 _
an1 Ann ln1 In2 lnn lnn

3 li1la L1131 Ll

lilor 13, + 13, lo1l31 + l22l32 la1ln1 + loalyno

lialst  loalsy +loolse 13, + 13, + 13 I31ln1 + I32lno + I33l,3

halnr loalna + laglng  I31ln1 + I32ln2 + U33003 Z 12

k=1

d.h.

k
firi =%k  gilt ape=» I}; und
j=1

k
firi £k gt ag =Y Lj-lyy (k+1<i<n)
j=1

und werten diese in einer geschickten Reihenfolge aus.

Cholesky-Verfahren zur Berechnung von L mit A = LLT
Spaltenweise berechnet man fiir k = 1,2,...,n

k-1
1/2
ke = (akk*Zl%j)
=1
k1

lip. = i(aik - Zlij : lkj)

(k+1<i<n).
Lk =
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Bemerkungen 1.7.8 i) Aus der Cholesky-Zerlegung A = L - L™ ergibt sich fiir1 < k < n
die Abschitzung

k

5 2. < max |a;|.
— kj—1§j§n| ]J|
]:

Folglich sind alle Elemente der Matrix L betragsweise durch ax 4 /|a;;| beschrinkt. Die
i<n

Elemente konnen damit nicht allzu stark anwachsen, was sich éiﬂ]stig auf die Stabilitéit des
Verfahrens auswirkt.

ii) Da A symmetrisch ist, wird nur Information oberhalb und einschliefSlich der Hauptdiago-
nalen benotigt. Wenn man die Diagonalelemente [ separat in einem Vektor der Linge n
speichert, und die Elemente ljk, k < j unterhalb der Diagonale, so kann man die Informa-
tion der Matrix A bewahren.

iii) Bei der algorithmischen Durchfithrung der Cholesky-Zerlegung liefert das Verfahren auch
die Information, ob die Matrix positiv definit ist. Man mache sich dies als Ubungaufgabe
klar!

Aufgabe 1.7.9 Man beweise Aussage iii) in Bemerkung 1.7.8.

Satz 1.7.10 (Rechenaufwand Cholesky-Zerlegung) Sei A € R"*"™ positiv definit. Dann gilt
2n3 + 3n? — 5n
6

Beweis. Untersuchen wir nun die Komplexitit der Cholesky-Zerlegung zuerst fiir einen k-ten Zer-
legungsschritt und betimmen dann den Gesamtaufwand.

1
FLOP(Cholesky-Zerl. von A) = + n Wurzelberechnung = 5713 + O(n?).

i) Fur den k-ten Zerlegungsschritt, d.h. die Berechnung der Elemente /;;, fiir festen Spaltenin-
dex, sind jeweils (k — 1) Multiplikationen, (k — 1) Subtraktionen und eine Wurzelberech-
nung zur Berechnung des Diagonalelements notig. Fiir jedes Nebendiagonalelement werden
(k — 1) Multiplikationen, (k — 1) Subtraktionen und eine Division benotigt, d.h. bei (n — k)
Elementen unterhalb des k-ten Diagonalelements sind dies in der Summe

(2(k — 1) + (n — k)(2k — 1)) FLOP und 1 Wurzelberechnung
= (—2k*+ (34 2n)k — (n +2)) FLOP und 1 Wurzelberechnung.

ii) Insgesamt ergibt sich dann fiir die Summe iiber alle Zerlegungschritte

n Wurzelberechnungen + Z(—2k2 + (34 2n)k — (n+2))

k=1
2 1 1 1
= n Wurzelberechnungen + ( -2 (2n + )6(n +n + (34 2n) (ntln _ (n + 2)n)
—(4n? 242 34 1502 — (6n? + 12
= n Wurzelberechnungen + (4n” + 6n” +2n) + (61 g 5n” +9n) — (6n” + 12n)
2n3 + 3n? — 5n

= n Wurzelberechnungen + 5

Da eine einzelne Wurzelberechnung an Aufwand ein konstantes Vielfaches einer Gleitkommaope-
ration benotigt, kann man den Term n Wurzelberechnungen + (3n% —5n) /6 zu O(n?) Operationen
zusammenfassen. O

Bemerkung 1.7.11 Fiir groBe n ist der Aufwand des Cholesky-Verfahrens im Vergleich zum
GauB-Algorithmus ungefdhr halb so groB.
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1.8 BANDGLEICHUNGEN

Eine weitere Klasse spezieller Matrizen, welche beim Losen linearer Gleichungssysteme eine be-
sondere Rolle spielen, sind Bandmatrizen. Man spricht von einer Bandmatrix A, falls alle von Null
verschiedenen Elemente a;; in der Diagonale und in einigen dazu benachbarten Nebendiagonalen
stehen. Fiir die Anwendungen sind insbesondere die symmetrischen, positiv definiten Bandmatri-
zen wichtig.

Definition 1.8.1 Unter der Bandbreite m einer symmetrischen Matrix A € R™*" versteht man
die kleinste natiirliche Zahl m < n, so dass gilt

air =0 fiir alle i und k mit |i — k| > m.

Bemerkung 1.8.2 Die Bandbreite m gibt somit die Anzahl der Nebendiagonalen unterhalb bzw.
oberhalb der Diagonalen an, welche die im Allgemeinen von Null verschiedenen Matrixelemente
enthalten.

Bemerkung 1.8.3 In verallgemeinerter Form spricht man auch von unterer und oberer Bandbrei-
te, welche sich auf suggestive Weise definieren.

Satz 1.8.4 Die untere Dreiecksmatrix L der Cholesky-Zerlegung A = LLT einer symmetrischen,
positiv definiten Bandmatrix mit der Bandbreite m besitzt dieselbe Bandstruktur, denn es gilt

lir=0 fiir alle i,k miti—k >m.
Beweis. Ergibt sich direkt aus einer Hausiibung zur Hiille einer Matrix. O

Aufgabe 1.8.5 Man beweise Satz 1.8.4.

X
XX

X X
XXX
X X X ‘x
X X X[x
X X|X . X
x|x
X
X X X X XXXX
X X X X X
X X X

Abb. 1.2: Reduktion und Speicherung einer symmetrischen, positiv definiten Bandmatrix.

Analog zur Herleitung des Cholesky-Verfahrens auf Seite 24 erhalten wir die Rechenvorschrift
des Cholesky-Verfahrens fiir Bandmatrizen wobei nun die Koeffizienten zeilenweise bestimmt
werden. Fiir n = 5 und m = 2 sieht die Situation wie folgt aus:

l11 O 0 0 0 li1 lor I3 O 0
log I32 l42 O
0 I3 laz Is3
0 0 Iy s
0O 0 O lss

I31 I32 I33 0 0
0 lgo lg Il O
0 0 Is3 Isa 55

% sym.

lo1l11 l%l + 152

= I31l11 31191 + l39l99 l%l + l§2 + 132)3
Lialao liolss + laglss 135 + 135 + 13,
l53l33 Isglag + lsalaa 135+ 12, + 125

o O O O
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Cholesky-Verfahren zur Berechnung von L mit A = LLT, wobei A € R"™"
mit Bandbreite 0 < m < n.

Zeilenweise berechnet man fir k = 1,2,...,n
1 i—1
lki = —(a;ﬂ' — Z lkj . lij) (max{l,k; — m} < ) < k— 1)
lii -
j=max{l,k—m}
k-1

e = (akk_ Z llzcj)l/Q

j=max{l,k—m}

Satz 1.8.6 Es sei A € R"™"™ eine positiv definite Bandmatrix mit Bandbreite 1 < m < n. Dann
betriigt der Aufwand zur Berechnung der Cholesky-Zerlegung von A

4m3 + 9m? + 5m
6
Beweis. Wendet man die Cholesky-Zerlegung auf eine positiv definite Bandmatrix A an, so ist die

resultierende untere Dreiecksmatrix L mit A = LL” wieder eine Bandmatrix mit der gleichen
Bandbreite, wie A sie hat.

FLOP(Cholesky-Zerl. von A) = n(m? + 2m) + n Wurzelberechnungen .

1) Gehen wir davon aus, dass die Matrix L zeilenweise berechnet wird und betrachten zuerst
den Aufwand fiir die ersten m Zeilen. Hier kann man das Ergebnis aus Satz 1.7.10 verwen-
den. Es sind hierfiir somit

2m3 + 3m?2 — 5m
6

m Wurzelberechnungen +

Operationen notwendig.

ii) In den verbleibenden n — m Zeilen, in denen jeweils m + 1 Koeffizienten zu bestimmen
sind, ergibt sich Folgendes:
Um den j-ten von Null verschiedenen Nebendiagonaleintrag von L in der k-ten Zeile
m+1 < k < n zu berechnen, sind jeweils j — 1 Multiplikationen, j — 1 Subtraktionen und
eine Division notwendig. Zur Berechnung des Diagonalelements werden m Multiplikatio-
nen, m Subtraktionen und eine Wurzelberechnung benotigt. Bei m Nebendiagonalelemen-
ten sind dies in der Summe

m m
1 Wurzelberechnung + 2m + » (2 — 1) =1y +m +2> j
7j=1 7=1

= 1V +m+mm+1)=1y-+m(m+2).

iii) Der gesamte Aufwand betrigt also

2m3 4+ 3m? — 5m

G + (n—m)m(m + 2)

n Wurzelberechnungen +

4m3 4+ 9m? + 5m
6 .

= n Wurzelberechnungen + n(m? 4+ 2m) —

O

Bemerkung 1.8.7 Ist fiir eine Klasse von positiv definiten Bandmatrizen aus R™*" fiir beliebiges
n die Bandbreite beschrinkt, so wichst der Aufwand zur Berechnung der Cholesky-Zerlegung
asymptotisch nur linear in n.
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1.9 VANDERMOND-MATRIZEN

Bei vielen Approximations- und Interpolationsproblemen treten sogenannte Vandermond-
Matrizen auf, d.h. Matrizen V € R(+D>(+1) yon der Form

1 1 1
o I L
V= V((L‘(), ,l‘n) = .
n n n
Ty T3 L,

Sei zB. zu (n + 1)-Daten (x;, f;) ein Polynom n-ten Grades p € P,, gesucht mit der Eigenschaft
p(z;) = fi (i =0,...,n). Wihlt man den Ansatz

n
pla) = aa,
=0
so fiihrt dies zu einem LGS
Vie=f

mit a = (ag,...,a,)" und f = (fo,..., fn)T. Man mache sich dies an einem einfachen Beispiel
klar!

Diesen Zusammenhang zwischen dem Interpolationsproblem und dem System V7' a = f macht
man sich auch beim Losen zu Nutze. Die Bestimmung des Koeffizientenvektors a bzw. das Losen
des Gleichungssystems gliedert sich dabei in zwei Teile.

e Zuerst bestimmt man das Interpolationspolynom p in der Newtondarstellung, d.h.

n k—1
px) = Y e | [[@ -2
k=0 j=0

= cotec(x—xo)+calr—zo)(x—21)+ ... +en(z—20) - (T — Tp—1)

Die Konstanten c;, werden als dividierte Differenzen bezeichnet, sie 10sen das lineare Glei-

chungsystem
1
1 (.Tl — 2170) co fO
1 (.1,‘2 — xo) (.732 - xo)(xg - Il)
n—1
1 (xn_xO) (xn_xO)(xn_ml) H(mn_mj) Cn fn
j=0
und konnen wie folgt bestimmt werden.
(cos - ven)” = (fo, - s fu)”
for k=0:n—-1
for 1=n:-1:k+1
ci = (¢ —cim1) /(w5 — Ti—p—1) (1.22)

end
end
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e Im zweiten Schritt gewinnt man nun die a;’s aus den ¢;’s durch eine Basistransformation
von (1, (z — a), (z — z0)(z — 1),..., [[}=) (x — 2;)) nach (1,z,2%,...,2"). Die Trans-

formationsmatrix U ergibt sich aus entsprechendem Koeffizientenvergleich

1 —X0 Toxq Ce H?;&(—mj)
1 —(wo+ 1)
1 : c=a. (1.23)
1

Anstatt die Matrix U zu bestimmen, kann a wie folgt bestimmt werden.

T:( T

(ag, -+ ,an) o, Cn)
for k=n—-1:-1:0
for i=k:n—1
a; = a; — Tj, Qit1 (1.24)
end
end

Die Kombination beider Schritte liefert den folgenden Algorithmus.

Algorithmus 1.9.1: Polynominterpolation: V' = f

Gegeben seien z(0 : n) € R""! mit paarweise verschiedenen Eintrdgen
und f = f(0 : n) € R""!. Der folgende Algorithmus iiberschreibt f mit
der Losung a =a(0:n) zu dem Vandermondschen System

V(zo,...,zp)la=f

for k=0:n—-1
for i=n:—-1:k+1
f@)=(f@) = fi—1)/(2(i) —z(i —k—1))
end
end
for k=n—1:-1:0
for i=k:n—-1
f@) = f@@) —z(k) f(i+1)
end
end

Satz 1.9.1 Das Verfahren 1.9.1 benotigt zum Losen des Vandermondschen System
V(zo,...,xn) a=f
nur 5(n* + n) /2 Operationen.

Beweis. Die Anweisung in der ersten inneren FOR-Schleife von Algorithmus 1.9.1 wird fiir ein
k € {0,...,n—1} (n—k)-mal ausgefiihrt, insgesamt also 31— (n—k) = -7, k = n(n+1)/2
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-mal. Hierbei werden jedesmal 3 Gleitkommaoperationen benétigt. Fiir die zweite Doppelschleife
ergeben sich analog zu der obigen Betrachtung n(n + 1)/2 Aufrufe der inneren Anweisung, fiir
die jeweils 2 Gleitkommaoperationen benotigt werden. O

Bemerkung 1.9.2 Man beachte, dass fiir spezielle vollbesetzte Matrizen Verfahren existieren, die
weniger als O(n?) Operationen zur Berechnung der Losung benotigen. Auch die Matrix braucht
nicht vollstindig gespeichert werden.

19.1 Das System VVz =b

Der Vollstindigkeit wegen sei hier auch ein Verfahren fiir V' z = b aufgefiihrt.
Es sei Ly (a) € RDX(+1) eine untere bidiagonale Matrix definiert durch

1y, 0

1 0
—a 1
Li(a) =
0
A |
0 e —a 1
und die Diagonalmatrix Dy, sei definiert durch
Dy =diag( 1,...,1 ,2p11 — X0y« s Ty — Tpf—1) -
——

(k+1)-mal

Mit diesen Definitionen kann man leicht aus (1.22) nachvollziehen, falls f = f(0 : n) und
¢ = ¢(0 : n) der Vektor der dividierten Differenzen ist, dass ¢ = Lf gilt, wobei L die Matrix
sei, die wie folgt definiert ist:

L=D,' L,_1(1) - Dy' Lo(1).

Ahnlich erhilt man aus (1.24), dass
a=Uec (125)

gilt, wobei die durch (1.25) definierte Matrix U sich auch definieren lasst durch
U= LO(IO)T T Lnfl(l‘n71>T

Mit diesen Definitionen ergibt sich sofort die Aussage a = ULf mit V7 = UL. Die Losung
von V' z = b ergibt sich somit durch

z = V'o=L"U"D)
= (Lo()" Dyt - Ly—1(1)"Dyty) (Ln—1(zn—1) - Lo(x0)) b.

n—1

Diese Erkenntnis fiihrt zu dem folgenden Algorithmus.
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Algorithmus 1.9.2: Vandermondsches System: 'z = b

Gegeben seien z(0 : n) € R""! mit paarweise verschiedenen Eintrdgen
und b = b(0 : n) € R*""'. Der folgende Algorithmus iiberschreibt b mit
der Losung z =2z(0:n) zu dem Vandermondschen System

V(zg,...,xn)z=0.

for k=0:n—-1
for i=n:—-1:k+1
b(i) =b(i) —x(k)b(i — 1)
end
end
for k=n—-1:-1:0
for i=k+1:n
b(i) = b(i)/(x(i) — x(i —k — 1))
end
for i=k+1:n
b(i) =b(i) —b(i + 1)
end
end

Satz 1.9.3 Das Verfahren 1.9.2 benotigt zum Losen des Vandermondschen System
V(xg,...,zp)a=0b
nur 5(n® + n) /2 Operationen.

Beweis. Analog zu den Betrachtungen im Beweis von Satz 1.9.1 erkennt man, dass die Anwei-
sungen in den inneren FOR-Schleifen von Algorithmus 1.9.2 jeweils n(n + 1)/2 -mal aufgerufen
werden. Jedesmal werden 2 bzw. 1 Gleitkommaoperation benétigt. L]
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/Z AHLENDARSTELLUNG, FEHLERARTEN
UND KONDITION

Im letzten Kapitel haben wir aus den EingabegroBen (A, b) das Resultat f(A,b) := A~'b berech-
net. Etwas abstrakter formuliert, wir haben eine Abbildung f : U C X — Y aneiner Stelle z € U

ausgewertet.
Eingabe I—> Algorithmus I—> Resultat I

Bei exakter Arithmetik wiirden wir mit dem Gaul3-Verfahren ein exaktes Ergebnis erhalten. Im
Allgemeinen treten jedoch sowohl Fehler in der Eingabe als auch im Algorithmus auf, z.B. ldsst
sich die Zeit nur auf eine Genauigkeit von 105 und die Masse auf 10~®g genau bestimmen!,
Zahlen nur ndherungsweise im Rechner als Gleitkommazahl (auch FlieBkommazahl genannt, engl.

floating point number) darstellen und z. B. auch die Darstellung

_ o0 1)k g2k+1
sin ( kZ:O 2k+1 2.1)
nur ndherungsweise auswerten. Welchen Einfluss haben nun beide Fehlerarten
e Eingabefehler (lassen sich nicht vermeiden) und

e Fehler im Algorithmus (wobei keine algorithmischen Fehler gemeint sind)

auf den Fehler im Resultat? Die Unterscheidung beider Arten von Fehlern fiihrt uns zu den Be-
griffen

Kondition eines Problems und

Stabilitit eines Algorithmus.

2.1 ZAHLENDARSTELLUNG

Ein erstes Beispiel soll motivieren, wieso wir uns mit der Frage, wie Zahlen im Rechner dargestellt
werden, beschiftigen sollten.

Beispiel 2.1.1 Eine einfache Uberlegung zeigt, dass das Ergebnis von 4 - 13860* — 19601*+
2196012 ungerade ist, eine erste Rechnung, dass an der letzten Stelle eine 1 oder 9 stehen muss.
(Dabei konnte sich die 9 z.B. durch —1 - 10 + 1 ergeben.)

4-13860% — 19601 + 2 - 196012 = 4(1386 - 10)* — (1960 - 10 4 1)* + 2(1960 - 10 + 1)2
= 41386 10* — (1960* 10* 4 4 1960° 10® + 6 1960 10 + 4 1960 10 + 1) + 2(1960% 10% + 2 1960 10 + 1)
104(-++) 4+ 103(-++) + 10%(--+) + 10 (- -+ ) + 10%(—=1 + 2)

Rechnet man auch die anderen Stellen aus (per Hand oder mit Maple) so ergibt sich

4-13860* — 19601* + 2 - 196012 =

Isiehe www.ptb.de Physikalisch-technische Bundesanstalt
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Uberraschenderweise liefert Matlab
aber ein anderes Resultat.

Auch die folgende Realisierung
mittels quadratischer Ergdnzung
liefert ein (anderes) falsches
Ergebnis.

MATLAB-Beispiel:

>> myfun = @(x,y) 4*x"4-y 4+2xy"2;
>> myfun(13860,19601)

ans =
2
>> x = 13860; y = 19601;
>> u =4 x X x X ¥ X x X + 1;
> v =y xy - 1;
>> U -V % V
ans =
0

Und Vorsicht beim Umgang mit Maple! Schreibt man dort versehentlich nach einer Zahl noch
einen Punkt, so ergibt es das scheinbar iiberraschende folgende Ergebnis. (Man beachte dabei, dass
Maple, wenn man den Punkt hinzufiigt, nicht mehr mit exakter Arithmetik rechnet, sondern Gleit-
kommazahlen verwendet, deren Genauigkeit man einstellen kann. Die Anweisung Digits:=18
fithrt dazu, dass Maple Gleitkommazahlen mit 18 Stellen verwendet.

> restart:

4 x1386074-1960174+2%1960172;

4. x1386074-19601"4+2%1960172;

Digits:=15:

4. %x1386074-19601"4+2%1960172;

Digits:=16:

4. x1386074-1960174+2%1960172;

Digits:=17:

4. %1386074-19601"4+2%1960172;

Digits:=18:

4. x1386074-19601"4+2%1960172;

1

68398402.

402.
2.
2.
1.

Aus dem Topf der mathematischen
Mirakel ziehen wir noch folgendes
Beispiel:

MATLAB-Beispiel:

>> floor(114)
ans =
114
>> floor(1.14%100)
ans =
113
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Die Routine floor rundet dabei auf die nachstkleinere ganze Zahl. 114 auf die nichstkleinere
ganze Zahl gerundet sollte also in beiden Féllen 114 ergeben!

Ein Rechner verwendet als einfachste Form der Zahlendarstellung Festkommazahlen. Dabei wird
eine (meistens) begrenzte Ziffernfolge gespeichert und an festgelegter Stelle das Komma ange-
nommen. Bei vielen Anwendungen reicht der darstellbare Zahlenbereich jedoch nicht aus, so dass
es naheliegend ist, bei jedem Wert die genaue Stelle des Kommas zusitzlich zu speichern. Das be-
deutet mathematisch nichts anderes als die Darstellung der Zahl = mit zwei Werten, der Mantisse
m und dem Exponenten e. Wir bekommen somit die Darstellung « = m - 10°. Diese Darstellung
ist jedoch nicht eindeutig, siche z.B. 1014 = 1.014 - 10®> = 10140 - 10~!. Legt man jedoch den
Wertebereich der Mantisse m geschickt fest,z.B. 1 < m < 10, so erhdlt man eine eindeutige Dar-
stellung (wenn man endlich viele Stellen hat). Diesen Schritt bezeichnet man als Normalisierung
der Mantisse. Wir haben soeben stillschweigend vorausgesetzt, dass wir die Basis 10 verwenden'.
Darauf ist man jedoch nicht festgelegt. Pascal” erkannte, dass man jede Basis b > 2 verwenden
kann. Heutige Rechner verwenden meist binidre Zahldarstellungen, d.h. zur Basis 2.

Betrachten wir nun die Zahldarstellung noch etwas allgemeiner.

Definition 2.1.2 (b-adischer Bruch) Es sei b > 2 eine natiirliche Zahl, n € Ny, a; € Ny mit
0 < ap < bund a, # 0. Eine Reihe der Gestalt

+ Zn: akbk
k=—c

wird als b-adischer Bruch bezeichnet. Falls die Basis festgelegt ist, kann man einen b-adischen
Bruch auch durch die Reihung der Ziffern aj, angeben:

tapan_1---a1ap.a_1a_9a_3--- .

Bemerkungen 2.1.3 1) Fiir b = 10 spricht man von Dezimalbriichen, fiir b = 2 von dyadi-
schen Briichen und die Babylonier’ verwendeten ein System zur Basis b = 60, was sich
heute noch im Verhéltnis von Sekunde, Minute und Stunde wiederfindet.

ii) Die Basis wird auch als Grundzahl bezeichnet, weswegen man auch die Bezeichnung
g-adisch findet.

iii) Vorsicht, nicht b-adisch mit p-adisch verwechseln (p ~ Primzahl)!

iv) Der Null kommt immer eine Sonderrolle zu. Sie wird gesondert betrachtet, um die Darstel-
Iung einfacher zu halten. Ohne den Sonderfall der Null jeweils aufzufiihren, schlieBen wir
ihn indirekt mit ein.

Die nichsten beiden Sitze besagen, dass sich jede reelle Zahl durch einen b-adischen Bruch dar-
stellen ldasst und umgekehrt.

Satz 2.1.4 (Konvergenz b-adischer Bruch) Jeder b-adische Bruch stellt eine Cauchy-Folge dar,
d.h. dass jeder b-adische Bruch gegen eine reele Zahl konvergiert.

"Dezimalsystem Unter dem Einfluss der Schrift , De Thiende” (Leiden 1585) von Simon Stevin (1548-1620) setzte
sich im 16. Jahrhundert das Rechnen mit Dezimalbriichen in Westeuropa durch.

*Blaise Pascal, 1623-1662

*Sexagesimalsystem Zihlt man mit den Fingern der linken Hand wie iiblich von 1 bis 5 und registriert die an der
linken Hand gezahlten 5-er Gruppen durch das Driicken des Daumens der rechten Hand auf das passende Fingerglied
an der rechten Hand, so kommt man zum 5 x 12 = 60-System. Diese Zahlweise wurde schon von den Vorfahren der
Sumerer im 4 Jahrtausend v. Chr. angewandt. Die Babylonier (1750 v. Chr.) verwendeten dann das Sexagesimalsystem
in dem Sinne, dass sie 60 Herzschldage zu einer Minute zusammenzufassten und 60 Minuten zu einer Stunde.
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n
Beweis. Wir beschrinken uns auf den Fall eines nicht-negativen b-adischen Bruchs >~ aybF.
k=—c0
Wir definieren fiir —¢ < n die Partialsummen

n

S = Z akbk.

k=—1{

Es ist nun zu zeigen, dass die Folge (s¢)_¢<, eine Cauchy-Folge ist. Seie > 0 und L € N so
groB, dass b1 < ¢ gelte. Dann gilt fiir ¢ > m > L

n n —m—1 —m—1
[sg — sm| = Z apb® — Z apb® = Z apb® < Z (b— 1)bk

k=—¢ k=—m k=—¢ k=—¢

0 l—m—1
= G-yt > =t Y bh
k=—0+m+1 k=0
1
< (b=1p™ 11_b71 =pm<blce.

O

Satz 2.1.5 (Reelle Zahl als b-adischer Bruch) Sei b > 2 eine natiirliche Zahl. Dann liisst sich
Jjede reelle von Null verschiedene Zahl in einen b-adischen Bruch entwickeln.

Beweis. Es geniigt wieder, nur den Fall = > 0 zu zeigen. Zuerst zeigen wir, dass es zu jeder Basis
b > 2 mindestens eine Zahl m € N gibt mit z < b™. Nach dem Archimedischen Axiom gibt es
einm € Nmitm > (z —1)/(b — 1) € R. Mit diesem m und der Bernoullischen Ungleichung
erhalten wir

=0+ 0G-1)">1+mb-1)>14+z—-1==z.

Sein := min{k € Ny |0 < = < b*'}. Durch vollstindige Induktion konstruieren wir nun eine
Folge (a_¢)¢>_, natiirlicher Zahlen 0 < a_, < b, so dass fiir alle m > —n gilt

n
T = Z agbé—l—u,m mit0 <wv_,, <b .

l=—m

n
Da lim v_,, = 0gilt,folgtx = > ab’ und somit die Behauptung.

m—00 1= o0
Induktionsanfang —m = n: Es gilt 0 < 2b~™ < b. Somit existiert ein a,, € {0,1,...,0— 1}
undein § € Rmit0 <4 < 1,sodass xb™" = a,, + J gilt. Mit v, := §b" gewinnt man

r=apb" +v, mito<y, <b".

Induktionsschritt (—m) — (—m — 1): Es gilt 0 < v_,,b™T! < b, also gibt es ein
a_m-1 €{0,1,...,b—1}undein§ € Rmit0 < § < 1,s0 dass v_,,b"™"" =a_,, 1 +6
gilt. Mit v_,,_1 := 6b~™ ! gewinnt man

n n n
T = Z ab' + v_p, = Z agb 4+ (a1 + 8L = Z acb’ + v_pm_1,
l=—m l=—m l=—m—1
wobei 0 < v_,,,_1 < b~ gilt. O

Bemerkung 2.1.6 Die b-adische Darstellung ist in der gewéhlten Form nicht eindeutig, siehe z. B.
1=0.9=0.999..., falls b = 10 gewihlt ist. Durch die zusitzliche Bedingung ,.a;, < b — 1 fiir
unendlich viele k < n* erhilt man eine eindeutige Darstellung. Somit wire z.B. fiir b = 10 die
Darstellung 0.9 = 0.999 . .. nicht zugelassen.
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Beispiel 2.1.7 i) Binirdarstellung (b = 2) von x = (14.625),, = (1110.101),

4= 7-2 +0 =a9=0
7 = 3- +1 =a; =1
3= 1.2+41 = ay=1

1=0-24+1 =a3=1
Im Folgenden bezeichnet |-| die untere Gauklammer, d.h.

|z] :=max{j € Z:j <ux}.

a_ = |2%0.625) = [1.25] = 1
a_g =1[2%0.25| = |0.5] =0
a_g=|2x05]=1] =1

ii) Binardarstellung von « = (0.2),, = (0.0011),

=|2%0.2] =]04] =0
ag—L2*04J [0.8] =0
=12x08] =[1.6] =1
a_ 4—L2*06J:L12J—1
| I =

a_5=12x%0.2

Bemerkung 2.1.8 Da es unmdglich ist, reelle Zahlen als unendliche b-adische Briiche zu spei-
chern, werden reelle Zahlen auf Rechnern durch eine endliche Entwicklung approximiert.

Definition 2.1.9 (Festpunktzahl) Zu gegebener Basis b ist
n
= {:I: Z aph® = + (an ...arap.a_1 . ..ag)b}
k=—¢

die Menge der Festpunktzahlen mit (n + 1) Vor- und ¢ Nachkommastellen.

Bemerkungen 2.1.10 i) Typischerweise werden ganze Zahlen (engl. integers) auf Computern
dargestellt mit { = 0 und b = 2.

ii) In modernen Rechnern werden negative Zahlen hiufig als 2-er-Komplement * abgespei-
chert.

*Zweierkomplement ist eine Moglichkeit, negative Zahlen im Dualsystem darzustellen. Dabei werden keine
zusitzlichen Symbole wie + und - bendtigt. Da im Zweierkomplement der Wert 0 den positiven Zahlen zugerech-
net wird, umfasst der Wertebereich bei n biniren Stellen allgemein den Bereich —2"~!,...,0,...2" ! — 1. Zum
Beispiel bei 4 Bit von -8 bis 7. Negative Zahlen gewinnt man aus positiven Zahlen, indem sdmtliche bindren Stel-
len negiert werden und zu dem Ergebnis der Wert 1 addiert wird. Somit wird aus (4)10 = (0100)2 durch Invertie-
ren Not(0100) = 1011 und Addition der 1 (1011)2 + (0001)2 = (1100)2. Addiert man nun 4 und —4 so gilt
(4)10 + (—4)10 = (0100)2 + (1100)2 = (0000)2 = (0)10, wobei die vorderste Stelle verworfen wurde.
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Bemerkung 2.1.11 Da im 2-er-Komplement der Wert 0 den positiven Zahlen zugeordnet wird,
erhiilt man fiir 8-Bif®, 16-Bit und 32-Bit, bzw. 1-, 2- und 4-Byte® Darstellungen die Zahlenbereiche

8-Bit,n = 7: 0,...,255 ohne Vorzeichen
bzw. —128,...,127 (8 Stellen)

16-Bit,n =15: 0,...,65535 ohne Vorzeichen
bzw. — 32768, ...,32767 (16 Stellen)

32-Bit,n=231: 0,...,4.294.967.295 ohne Vorzeichen
bzw. — 2.147.483.648, ...,2.147.483.647 (32 Stellen)

Bemerkung 2.1.12 Als Problem stellt sich dabei heraus, dass damit nur ein kleiner Zahlenbereich
darstellbar ist.

Die Verwendung eines Festpunktes schrinkt also die auf dem Rechner darstellbaren Werte stark
ein. Gibt man stattdessen nur die Gesamtanzahl an Vor- und Nachkommastellen vor und lasst
die Position des Punktes variabel, skaliert also mit unterschiedlichen Potenzen der Basis b, so ist
die Menge der darstellbaren Zahlen wesentlich grofer. Dies fiihrt zur Definition der Gleitpunkt-
Darstellung einer reellen Zahl z.

Definition 2.1.13 (Gleitpunkt-Darstellung) Die normalisierte Gleitpunkt-Darstellung einer re-
ellen Zahl 2 € R hat die Form z = f - b*, wobei

e dic Mantisse f ist eine feste Zahl, die m Stellen hat und
bt <|f| <1,fallsz # 0 und f = 0 falls, z = 0

geniigt, d.h.
m .
i(o.dl...dm>b:i2djb_J ,d1 #0
= j=1
0 ,d1 =0
o der Exponent ( ist eine ganze Zahl innerhalb fester Schranken

r<{<R,

welche sich in der Form
n—1 ]
C=(lny- L)y =% LV
7=0

darstellen lisst. Hierbei braucht nicht ¢,,_; # 0 zu gelten.
(Fiir 8-stelligen bindren Exponenten wird z.B.r = —128 und R = 127 gewdhlt.)

Die Menge der Maschinenzahlen mit Basis b, m-stelliger Mantisse und n-stelligem Exponenten
wird als M(b, m, n) bezeichnet.

Bit ~ (engl.: binary digit, lat. digitus ~ Finger)
®Byte ~ MaBeinheit fiir eine Datenmenge von 8 Bit
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Beispiel 2.1.14 M(2, 3, 1) besteht aus den Zahlen
r=4(d_1- 27 +d_y-2724d_3.273) . 2%,

wobeid_1 #0Vax=d_1 =d_o =d_g =0 gilt. Somit

1 5 3 7 1 5 3 7 5 3 7
M(2,3,1) = {0,iz,iﬁ,ig,iﬁ,i?ig,iz,j:gjzl,jzz,jzg,jzz} .

-< | | | [ I I I | | 1 Y I | | | | -
i | | | 1T 1T T 1TTTT1 | ITrirr1T 1T 1T | | | g
_7T _3 _5 -1 _10 1315371 5 3 7
4 2 4 4 4 8 2 8 4 8 4 2 4

Abb. 2.1: Graphische Darstellung von M(2, 3, 1).

Man beachte den kleiner werdenden Abstand zur Null hin und den Abstand zwischen den be-
tragsmaBig kleinsten Zahlen und der Null.

Bemerkung 2.1.15 Die betragsmiBig kleinste und groBte Zahl in Ml(b, m, n) bezeichnen wir mit
Lmin bzw. Tmax

Tmin =min{|z| € M (b,m,n)}, |z| < Zmin=2=0
Tmax = max{|z| € M(b,m,n)}, |z| > Tmax = overflow.
Beispiel 2.1.16
M (10,4,2), z=—51.34 ~ —0.5134 - 102
M (2,4,2), r =3.25 = (11.01), ~ (0.1101), - 2(10):
M (2,4,2), x = 14.625 = (1110.101), ~» (0.1110101),, - 2(100); o M (2, 4,2)

Bemerkung 2.1.17 Ublicherweiser werden 8 Byte (64 Bit) Speicherplatz fiir eine Gleitpunktzahl
wie folgt aufgeteilt:

e | Bit fiir das Vorzeichen;

e |1 Bit fiir den Exponenten, d.h. die Werte sind darstellbar im Bereich -1022 ... 1023
(1...2046 — Bias’'-Wert 1023). Die Werte -1023 und 1024, bzw. 0 und 2047 = 21 — 1
als Charakteristik sind reserviert fiir die speziellen Zahlenwerte ,,Null“, ,,Unendlich® und

»NaN*;

e 52 Bit fiir die Mantisse. Dies sind eigentlich Werte zwischen (0...01)2 und (1...1)2, da
die Null gesondert abgespeichert wird. Ist man in der normalisierten Darstellung, so ist
die erste Null redundant und man gewinnt noch eine Stelle hinzu. Also muss auch noch
irgendwie festgehalten werden, ob eine normalisierte Darstellung vorliegt oder nicht.

7(oder auch Offset) hier zu verstehen als ein konstanter Wert, der zu etwas hinzuaddiert bzw. subtrahiert wird
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Tab. 2.1: Interpretation des Zahlenformats nach IEEE-754

Exponent e | Mantisse | Bedeutung Bezeichnung
e=20 m =0 +0 Null
e=0 m >0 | £0,m x 21=5%s | denormalisierte Zahl
0<e<ema| m>0 | £1,m x 26" Bias normalisierte Zahl
€ = €mazx m =20 +o0 Unendlich (Inf)
€ = €maz m >0 keine Zahl Not a Number (NaN)
Tab. 2.2: Zahlenformat nach IEEE-754
Typ Grolie Exponent Mantisse Werte des
Exponenten (e)
single 32 Bit 8 Bit 23 Bit -126 <e <127
double 64 Bit 11 Bit 52 Bit -1022 <e <1023
rel. Abstand | Dezimalstellen | betragsméBig grofite
zweier Zahlen kleinste Zahl Zahl
single 9—(23+1) 7-8 9—23 . 9—126 (1 _ 2724)2128
double 27(52+1) 15-16 2752 . 271022 (1 o 2753)21024

Bemerkung 2.1.18 Der Standardtyp in Matlab, wenn nichts Weiteres angegeben wird, ist double.

Bemerkungen 2.1.19 i) Die Werte von b, m, ¢ hingen in der Regel vom Typ des jeweiligen
Computers ab, ebenso 7, R. Der IEEE®-Standard versucht dies zu vereinheitlichen.

ii) Bei der Umwandlung ,.exakter” Eingaben in Maschinenzahlen kénnen Fehler auftreten, z.B.
bei

x = 0.1 = (0.0001100),, .

8JEEE~ Institute of Electrical and Electronics Engineers
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Mit Hilfe der folgenden mex-Routine digits.c lassen sich auf einem 32-Bit Rechner unter
Matlab die einzelnen Bits einer double precision-Variablen auslesen. (Kompilieren der c-Routine
auf der Kommandozeilenebene von Matlab mit mex digits.c.)

C-Funktion: digits.c

| #include "mex.h"

2 bool get bit at(double y[], int pos)

A

4 unsigned long bitmask;

5 unsigned long *cy = (unsigned long x) y;

7 if (pos >= 0){

8 if (pos < 32){

9 bitmask = 1 << pos; // bitmask setzen
10 return (cy[0] & bitmask)!= 0;

11 } else if (pos < 64){

12 bitmask = 1 << (pos-32); // bitmask setzen

13 // unsigned long ist nur
14 // 4 Byte = 32 Bit lang
15 return (cy[l] & bitmask)!= 0;

16 }

17 }

18 mexErrMsgTxt("No valid position for Bit.");

9}

2

21 void mexFunction( int nlhs, mxArray xplhs[],

22 int nrhs, const mxArray xprhs[] )

23 {

24 double xx,xy;

25 mwSize mrows,ncols;

26 int k;

27 /* Check for proper number of arguments. x/

28 if(nrhs!=1) {

29 mexErrMsgTxt("One input required.");

30 } else if(nlhs>1) {
mexErrMsgTxt("Too many output arguments");

|
32 }
33 /% The input must be a noncomplex scalar double.x/
34 mrows = mxGetM(prhs[0]);
35 ncols = mxGetN(prhs[0]);
36 if( !mxIsDouble(prhs[0]) || mxIsComplex(prhs[0]) ||
37 ! (mrows==1 && ncols==1) ) {
38 mexErrMsgTxt ("Input must be a noncomplex scalar double.");
39 }
40 /+* Create matrix for the return argument. =/
41 plhs[0] = mxCreateDoubleMatrix(1l,64, mxREAL);
42 /+ Assign pointers to each input and output. =x/
43 x = mxGetPr(prhs([0]);

44 y = mxGetPr(plhs[0]);
45 /% Call the digit subroutine. =/
46 for (k=0; k<64; k++) y[63-k] = (double) get bit at(x,k);
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Versuchen Sie sich die Ergebnisse der folgenden Matlab-Ausgaben zu erkldren bzw. testen Sie es
auf Threm eigenen Rechner.

>> A=digits(-1);A(1)

ans =

1
>> A=digits(1l);A(1)
ans =

0

>> A=digits(27(1023)%(1.9999999999999998));
>> A(1),A(2:12),[A(13:29); A(30:46); A(47:63)],A(64)
ans =

0
ans =
11 1 1 1 1 1 1 1 1 O
ans =
11111 1 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1
11111 1 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1
11 111 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ans =

1
>> A=digits(2°(-971)%(2-1.9999999999999995));

>> A(1),A(2:12),[A(13:29); A(30:46); A(47:63)],A(64)
ans =

0
ans =
o 0o 0o 0o 0 0 0 0 O 0 1
ans =
o 0 0 0o 0o 00 0000 O 0 O 0 0 o
6o 0 0 0o 000 OO O O O O O O 0 o0
o 0o o o o 0 o o0 0O o o o0 o o o o0 o
ans =

0
>> A=digits(2°(-972)%(2-1.9999999999999995));
>> A(1),A(2:12),[A(13:29); A(30:46); A(47:63)],A(64)
ans =

0
ans =
0 0 0 0 0O 0O 0O O 0 0 O
ans
10 0 0 0O O OO O O OTOUOTU OTU O OO
o o 0o 0o 00 0O 0 O OOOTOTO O O
o o 0o 0 00 00O 0 O O0OO0OOTO0O O0O 0 O
ans =
0
>> A=digits(realmax) % try by yourself

>> A=digits(realmin)

>> A=digits(realmin/27°52)

>> A=digits(270+27(-1)); A(13:29)

>> A=digits(2°0+42°(-1)+2"(-2)); A(13:29)

>> A=digits(2°0+2°(=1)+2"(=2)+2"(=3)); A(13:29)

>> A=digits (270427 (=1)+2"(=2)+2"(=-3)+2"(-17))A(13:29)1

Numerik I, 17. Oktober 2014



Abschnitt 2.2: Rundung und Maschinengenauigkeit

43

2.2 RUNDUNG UND MASCHINENGENAUIGKEIT

Aufgabe: Approximiere x € R durch fl(z) € M(b, m,n) (,float*)
fl:R — M(b,m,n)

bzw.
fl : [_xmaxwxmax] — M(b,m,n)

Dies wird durch geeignete Rundungsstrategien gewéhrleistet. Wir betrachten zwei konkrete Bei-
spiele:

2.2.1 Standardrundung, kaufméannische Rundung

(entspricht ,,normalem Runden“1.4 — 1,1.6 — 2)

Sei z € R mit || € [Zmin, Tmax) und b-adischer Darstellung
o0
z=2b"> dib,
j=1

wobei ¢ ein n-stelliger Exponent sei. Es gelte d # 0 sowie d; < b — 1 fiir unendlich viele
j € N. Fiir eine vorgegebene Mantissenliange m ist die Standardrundung definiert durch

< . 0 L falls dpyg <
. _ - nl—j y m+1
fl(m,b,m,n) fl((l)) . i;djb + { bZ—m ,falls dm+1 >

ISIISENIISH

und fiir die anderen Fille gilt

|2] < Zmin = fl(z) =0
|z| > Zmax = overflow.

Bemerkung 2.2.1 Man mache sich klar, dass die Rundung im Falle d,,,11 = b/2 (b gerade, b/2
ungerade) rein willkiirlich ist.

2.2.2 ,JRound to even* (oder auch Banker’s Rule oder mathematisch
unverzerrte Rundung)

Die unverzerrte Rundung (englisch ,round to even™), auch als Banker’s Rule bekannt, ist eine
Rundungsregel, welche sich dann von der Standardrundung unterscheidet, wenn der zu rundende
Rest genau zwischen zwei Zahlen mit der gewéhlten Anzahl von Ziffern liegt. Voraussetzung zur
Anwendung der Banker’s Rule ist, dass die Basis b gerade und b/2 ungerade ist, dies ist z.B. fiir
die interessanten Fille b = 2, 10 erfiillt. Die Standardrundung erzeugt statistische ,,Fehler*, da
das Aufrunden um b/2 vorkommt, das Abrunden um b/2 jedoch nie. Rundet man z.B. bei grofien
Mengen von Daten, bei denen der Trend untersucht werden soll, immer auf, falls der zu rundende
Rest genau b/2 ist, so verschiebt sich der Trend aufwirts. AuBerdem ist das Verhalten bei positiven
und negativen Zahlen unterschiedlich, wenn die zu rundende Ziffer b/2 ist. Das ,Round to Even®
vermeidet dieses Verhalten. Es rundet von der genauen Mitte zwischen zwei Ziffern immer zur
ndchsten geraden Zahl auf oder ab. Ansonsten entspricht es der Standardrundung.
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Bemerkung 2.2.2 Man konnte genauso gut auch zur néchsten ungeraden Zahl runden, dann
wiirde man jedoch nie auf Null runden.

Banker’s Rule: Voraussetzung: b gerade, b/2 ungerade.
Sei z € R mit |z| < &yax und b-adischer Darstellung

, »
r=4b") d;ib,
j=1

wobei £ ein n-stelliger Exponent sei. Es gelte dy # 0 sowie d; < b — 1 fiir unendlich viele
j € N. Fiir eine vorgegebene Mantissenldnge m ist die Banker’s Rule definiert durch

0 ,falls dp 1 < b/2
m be=m | falls dyyiq > b/2 oder
fl(x) = :I:Zdj b+ dm+1 = b/2und es ex. ein k > m + 1 mit d, # 0
j=1 0 Jalls Y772y dy b=k = p*=™ /2 und d,, gerade

pt=m  falls Y eyt b=k = b*=™ /2 und d,,, ungerade.

Beispiel 2.2.3 Fiir b = 10 und m = 2 erhilt man mit der Banker’s Rule folgende Ergebnisse:

aus 2.33 wird 2.3, aus —2.33 wird —2.3,

aus 2.35 wird 2.4, aus —2.45 (exakt) wird —2.4,
aus 2.45 (exakt) wird 2.4, aus —2.4500001 wird —2.5,
aus 2.4500001 wird 2.5 und aus —2.449 wird —2.4.

Bemerkungen 2.2.4 1) Der Vorteil der Banker’s Rule liegt in einer ,,besseren” statistischen
Verteilung der Rundungsfehler.

i) Zur Basis 10 lautet die Regel: Folgt auf die letzte beizubehaltende Zitfer lediglich eine 5
(oder eine 5, auf die nur Nullen folgen), so wird derart gerundet, dass die letzte beizubehal-
tende Ziffer gerade wird.

Beispiel 2.2.5 (Wiederholtes Runden)

b Standard Fehler Banker’s Rule Fehler
10 || 2.445 — 2.45 — 2.5 — 3 | 0.555 || 2.445 — 2.44 — 2.4 — 2 | 0.445
10 || 4.545 — 4.55 — 4.6 — 5 | 0.455 || 4.545 — 4.54 — 4.5 — 4 | 0.545
2 |/ 0.101 -0.11 -1.0—1] 0.011 || 0.101 —+0.10 - 0.1 — 0 | 0.101
2 | 0.011 -0.10—-0.1 — 1] 0.101 || 0.011 -+ 0.10 - 0.1 — 0 | 0.011

Bemerkung 2.2.6 Es lassen sich also sowohl bei der Standardrundung als auch bei der Banker’s
Rule Beispiele finden, bei denen durch wiederholtes Runden auf eine ganze Zahl der Fehler groBer
ist als der maximale Fehler b=, den man durch einmaliges Runden erhalten konnte.

Definition 2.2.7 (absoluter/relativer Fehler) Es sei x € R und € R eine Approximation.
(i) Die GroBe |z — | heiit absoluter Fehler.

(ii) Die GroBe 2=Z heipt relativer Fehler.

|z

Der relative Fehler ist normalerweise die interessante Grofie; er ist dimensionslos, wahrend die
GroBe des absoluten Fehlers von der gewihlten Malleinheit abhéngt.
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Lemma 2.2.8 Die Basis b sei gerade. Es sei v = +b' > dp b~ (0 < dy < b) und fl(z) die
k=1

Standardrundung von x auf m Stellen. Dann gilt

1-m
fl(z) — = <O e
2

und .
filw) — o] _ b
|| T2

Beweis. O.B.d.A sei x positiv. Sein € N.Firb > 1und 0 <dp, <b—-1(k=n,n+1,...)gilt

i dpbF < i(b — )bk = i bk — i bh=p D) 22)
k=n k=n k=n

k=n—1

Betrachten wir zuerst die Situation des Abrundens bei der Standardrundung, was der Situation
dm+1 < b/2 entspricht. Da b nach Voraussetzung gerade ist, gilt somit b/2 € Z. Somit folgt aus
dms1 < b/2, dass auch dp,41 + 1 < b/2 gilt. Da 0 < dy < b vorausgesetzt wurde (was der
normierten Gleitpunktdarstellung 2.1.13 entspricht), hat man b1 < °7°  d, b=* < 1 und somit
b~ < x < b’ Beachtet man = — fI(z) = b’ S 1 di bF, so schlieBt man nun fiir dy, 41 < b/2
mit (2.2)

[fl(z) — x|

b ldmﬂ b=t 4+ N gy bk] < b [de p—(m+1) Hﬂmﬂ)}
k=m-+2

1-m
=) (g 1) < p-men 0 0T

5 5 pt (2.3)

Fiir das Aufrunden, d.h. fiir den Fall d,;, 1 > % gilt nun d,,, 1 b~* > % und analog zu (2.3)

Ift(z) —z| = b lb—m— f: di b7k

k=m+1

<O [ = dyg b

Hfm
= 0| L —dpa b7 < b
~—— 2
>1/2
~—_———
<1/2

Damit ist die Abschétzung fiir den absoluten Fehler bewiesen und die Abschitzung fiir den relati-
ven Fehler erhilt man sofort mit b1 < z. O

Definition 2.2.9 Die Zahl eps := bl%m heiBt (relative) Maschinengenauigkeit.
Definition 2.2.10 Wir definieren

M :={r € R: zpin < |2 < Tmax} U {0}.
Bemerkungen 2.2.11 i) Esgilteps =inf {d > 0: fi(1+0) > 1}

ii) In Matlab liefert die Anweisung eps die Maschinengenauigkeit, die sich aber auch durch
folgende Routine mineps.m bestimmen ldsst. Unter anderen Programmiersprachen geht
dies &dhnlich, man muss sich jedoch vergewissern, dass der Compiler die Anweisung
while 1 < 1 + valuenichtzuwhile 0 < value optimiert!

iii) Vo € M,z # 03¢ € Rmit |¢| < eps und L= — & dh.

fl(@z)=z(1+¢) 2.4)
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MATLAB-Funktion: mineps.m

| function value = mineps
2 value = 1;

3 while 1 < 1 + value

4 value = value / 2;

5 end

6 value = value x 2;

Die Funktion mineps liefert das
gleiche Ergebnis wie die Matlab-
Konstante eps. Ergédnzend sei noch
die Matlab-Konstante realmin
wiedergegeben. Sie ist die kleins-

MATLAB-Beispiel:

>> eps

ans =
2.220446049250313e-016

>> mineps

ans =
2.220446049250313e-016

te positive darstellbare Maschinen- -5 yreaimin
zahl. ans =
2.225073858507201e-308

Voraussetzung 2.2.12 Wir unterstellen im Folgenden, dass fiir die Addition & im Rechner gilt
r®y= fl(xr+vy) firallex,y € M mit|x+y| € M
und Entsprechendes auch fiir die anderen Grundrechenarten. Man sagt & ist exakt gerundet.
Folgerung 2.2.13 Fiir alle v,y € M mitx +y € M’ gilt
@y =(x+y)(l+e) (2.5)

fiir ein geeignetes || < eps, und Entsprechendes auch fiir die anderen Grundrechenarten.

Bemerkung 2.2.14 Die Maschinenaddition und -multiplikation sind nicht assoziativ, z.B. gilt fiir
b=10undm = 2
(1004)®4=100#110=100® (4 4).

Man beachte dabei 100 & 4 = 100, da 100 + 4 auf 2 Stellen gerundet 100 ergibt, und dass 100 + 8
auf 2 Stellen gerundet 110 ergibt.

Der unangenehmste Effekt der Gleitpunktarithmetik ist die sogenannte Ausloschung.

Beispiel 2.2.15 (Ausloschung) Wir betrachten die Rechnung
0.1236 4 1.234 — 1.356 = 0.0016 = 0.1600 - 10~2.
Gleitpunktrechnung mit b = 10, m = 4 liefert
(0.1236 @ 1.234) © 1.356 = 1.358 © 1.356 = 0.2000 - 1072,

d.h. schon die erste Stelle des berechneten Ergebnisses ist falsch! Der Rundungsfehler der ersten
Addition wird durch die nachfolgende Subtraktion extrem verstirkt. (Dieser Effekt tritt nicht bei
Multiplikation und Division auf.)
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Bemerkung 2.2.16 Auch wenn alle Summanden positiv sind, kann etwas schiefgehen: Sei wie
im voherigen Beispiel b = 10 und m = 4. Wir wollen berechnen

N
> an, ag=1. (2.6)
n=0

Falls 0 < a,, < 10~ fiir alle n > 0 , und falls wir der Reihe nach summieren, ist das berechnete
Ergebnis 1, egal wie grof3 die Summe wirklich ist. Eine erste Abhilfe ist es, der GroB3e nach zu
summieren (zuerst die kleinste Zahl). In unserem Beispiel (2.6) hilft das allerdings nicht wirklich,
das berechnete Ergebnis ist dann hochstens 2. Besser ist jedoch folgendes Vorgehen: Man ersetzt
die zwei kleinsten Zahlen durch ihre Summe und wiederholt diesen Vorgang so lange, bis nur noch
eine Zahl, namlich die gesuchte Summe, iibrigbleibt.

2.3 GLEITKOMMAARITHMETIK

Beispiel 2.3.1 (Guard Digit) Sei M = M(10,3,1) und betrachte ©. Sei weiter 2 = 0.215 - 10°
und y = 0.125 - 10~?. Naive Realisierung von z © y = fl(x — y) erfordert schieben von 3 auf
den groBeren Exponenten i = 0.125 - 10718 - 109 und subtrahieren der Mantissen:

x = 0.215000000000000000000 - 10?
y = 0.000000000000000000125 - 10° 2.7)
r—y = 0.214999999999999999875 - 107

Runden auf drei Stellen liefert dann = © y = 0.215 - 10°. Dies erfordert einen Addierer mit
2(b™ — 1) + m = 21 Stellen. In diesem Fall hitten wir das Ergebnis auch durch die Abfolge
Schieben, Runde y, Subtrahiere erhalten. Im Allgemeinen ist das aber nicht gut wie folgendes
Beispiel zeigt:

x = 0.101 -10!
y = 0.099 -10
roy = 0.002 -10

r = 0.101-10"
y = 0.993-10°

Fiir den relativen Fehler im Ergebnis gilt dann

(roy)—(r—y) 0.02-0.017
(x —y) - 0.017

~ 0.176 ~ 35 eps,

wobei eps = 1/2 - 10731 = 0.005 sei.
Verwenden wir nun einen m + 1-stelligen Addierer, dann erhalten wir

z = 0.1010-10!
y 0.0993 - 10*
r—y = 0.0017-10!

Das Ergebnis z © y = 1.7 - 1072 ist exakt!

Bemerkung 2.3.2 Allgemein kann man zeigen (siehe [Knuth]): Mit einer zusétzlichen Stelle (so-
genannter Schutzziffer oder Guard Digit) gilt

(zoy) — (v —vy)
(z—y)

Mit nur 2 Guard Digits erhdlt man sogar genau das gerundete Ergebnis der exakten Rechnung,
d.h. das gerundete Ergebnis aus (2.7) ohne einen 2(b™ — 1) 4+ m-stelligen Addierer.

<2eps.
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Vollig unkalkulierbar sind Gleitkommaoperationen aber nicht. Es gilt z.B. folgendes Resultat:
Sind u, v Gleitkommazahlen und

v o= (uPv)Sw, Vo= (udv)Ou,
o= (udv)od, Vo= (udv)ou,

dann folgt
utv=(udv)+ (uou)d (wor")).

Dies erlaubt eine Berechnung des Fehlers mittels Gleitkommaarithmetik. (Siehe [Knuth, 4.2.2,
Theorem B].)

2.4 KONDITION EINES PROBLEMS

Diskutieren wir am Anfang zuerst folgendes geometrische Problem: die zeichnerische Bestim-
mung des Schnittpunkts S zweier Geraden ¢ und h in der Ebene. Schon beim Zeichnen haben
wir Schwierigkeiten, die Geraden ohne Fehler darzustellen. Die Frage, die wir ndher untersuchen
wollen, lautet, wie stark der Schnittpunkt S (Output) von den Zeichenfehlern (Fehler im Input)
abhingt.

Abb. 2.2: Schnittpunkt S zweier Geraden g und h. Links gut konditioniert, rechts schlecht kondi-
tioniert.

Wie wir der Grafik direkt entnehmen konnen, hingt der Fehler in der Ausgabe stark davon ab,
in welchem Winkel £(g,h) sich die Geraden schneiden. Stehen g und h annihernd senkrecht
aufeinander, so variiert der Schnittpunkt S etwa im gleichen Maf3e wie der Fehler beim Zeichnen
von g und h. Man bezeichnet das Problem, den Schnittpunkt .S zeichnerisch zu bestimmen, als gut
konditioniert. Ist jedoch der Winkel £(g, k) sehr klein (g und A sind fast parallel), so kann man
schon mit dem Auge keinen genauen Schnittpunkt S ausmachen, und eine kleine Lagednderung
von g oder h liefert einen génzlich anderen Schnittpunkt. Man spricht hier von einem schlecht
konditionierten Problem.

Kommen wir nun zu einer mathematischen Prizisierung des Konditionsbegriffs.

Problem 2.4.1 Seien X,Y Mengen und ¢ : X — Y. Wir betrachten das Problem:
Gegeben sei x € X, gesucht y = ¢(x).

Wir untersuchen, wie sich Storungen in den Daten « auf das Ergebnis y auswirken. Wir betrachten
den Spezialfall ¢ : R — R,

o(x) = {a,z) +b, a €R", beR,
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wobei (-, ) das (euklidische) Skalarprodukt bezeichne. Seien z, z € R". Der relative Fehler von
¢(7) beziiglich ¢(z) lasst sich folgendermaBen abschitzen (falls () # 0 und x; # 0 fiir alle j):

'w(x) — (@)

a2z —3)] _ X5 1|“J”“””J Hl_ 5 |x9| Ikl | R
o@) e -

lp(x)]  — lp(z)

Setzen wir %j =f l(a:j) in (2.8) ein, so ergibt sich mit Lemma 2.2.8, dass die Zahl

= EA

n

DM il

1

den unvermeidlichen Fehler (d.h. selbst bei exakter Rechnung) bei der Berechnung von ¢ re-
prasentiert. Sei nun ¢ : R” — R differenzierbar in x. Dann ist

¢(x) —o(x) = (Vo(z),x — T) + of ||l — z]),
und (2.8) wird zu

lp(z) — ¢(7) Z": I%\

Isv

= +o([la — ).

||

|5

Somit gibt der Faktor

%(w)‘ an, wie stark sich ein relativer Fehler in x; auf den rela-
tiven Fehler von o(z) auswirkt. Ist schlieBlich ¢ : R™ — R™, so konnen wir die bisherigen
Uberlegungen auf jede Komponente von ¢ einzeln anwenden. Dies motiviert den Begriff der Kon-
ditionszahlen.

Definition 2.4.2 (Konditionszahlen) Sei ¢ : R" — R™ differenzierbar in x € R"™ sowie
wi(x) #0, 1 <i < m.Die Zahlen

0
vl ‘ Ly ' 1<i<m, 1<j<n, 2.9

|‘Pz ) axj

heiBen die Konditionszahlen von ¢ in x.

ij (@

Beispiel 2.4.3 1. Multiplikation: ¢ : R? — R, o(z1, 22) = 71 - 22,
9%
8131

Keine Verstiarkung des relativen Fehlers; die Multiplikation ist ,,gut konditioniert".

|1]

kl(x =

(x)‘ =1, ko(x)=1.
|12

2. Addition:  : R? = R, o(z1,22) = 71 + 72,
|22
|21 + 22|

|71]

k R b S,
1(I) |5L‘1+1‘2|

]{?2(1‘) =

dp |z
T)| = ———,
6331 |£C1 +$2|

Im Falle der Ausloschung, d.h. wenn |z;| > |21 + x2|, groBe Verstirkung des relativen
Fehlers; die Addition ist in diesem Fall ,,schlecht konditioniert*.

3. Losen der quadratischen Gleichung x2 + 2px — ¢ = 0 im Fall p, ¢ > 0 — Berechnung der
groBeren der beiden Nullstellen:

o(p,q) = —p+Vp2+q, o:R* =R, (2.10)
Eine Rechnung ergibt
__ P _ptVPPHg .11
Vitd T 2y
also k, < 1, k; < 1; das Problem ist ebenfalls gut konditioniert. Im Fall ¢ < 0, ¢ = —p?
hingegen wire das Problem schlecht konditioniert.
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2.5 NUMERISCHE STABILITAT EINES ALGORITHMUS

Jeder Algorithmus zur Losung von Problem 2.4.1 ldsst sich auffassen als eine Abbildung
@ : X — Y. Von einem guten Algorithmus wird man erwarten, dass er die relativen Fehler nur
unwesentlich mehr verstirkt als die Konditionszahlen £;;(x) des Problems ¢ es erwarten lassen.
Fiir ¢ : R™ — R™ sollte also eine Abschitzung der Form

%(x) — ©i(x) <Oy ka(x)w +Cpneps (i=1...,m), (2.12)
Py
j=1

pi(z)

;]

> LelB bl yo(|lz—a)
(oder so dhnlich) gelten mit Konstanten C;;, Cjo, welche nicht viel grofier als 1 sind.

Definition 2.5.1 (Numerische Stabilitéat eines Algorithmus) Ein Algorithmus ¢ : R — R™
zur Losung eines Problems ¢ : R™ — R™ heifit numerisch stabil (oder gut konditioniert), falls
(2.12) oder etwas Ahnliches gilt mit verniinftigen Konstanten C;1, C;o. Andernfalls heit der Al-
gorithmus numerisch instabil (oder schlecht konditioniert).

Bemerkung 2.5.2 (Konsistenz eines Algorithmus) Aus (2.12) ist nicht ersichtlich, was das ex-
akte Datum o (z) mit p(x) zu tun hat. (Z.B. ist o(x) = 0 ein stabiles Verfahren, aber im Allgemei-
nen nutzlos.) Fiir diesen Zusammenhang hat man in der Numerik den Begritf der Konsistenz. Ein
numerisches Verfahren heif3t konsistent, wenn der Algorithmus (in einer noch niher zu bestim-
menden Art und Weise) tatsdchlich das gegebene Problem Iost und nicht ein anderes. Wir werden
dies spéter (in Numerik IV) noch insbesondere im Zusammenhang mit der numerischen Losung
von gewohnlichen Differentialgleichungen untersuchen, aber man mag schon jetzt festhalten, dass
Stabilitit und Konsistenz fiir die Konvergenz eines Verfahrens wichtig sind.

Bemerkung 2.5.3 (Standardfehler) Typisch fiir das Entstehen numerischer Instabilitit ist, dass
man das Ausgangsproblem o in zwei Teilschritte o = (2 o1) zerlegt, von denen einer erheblich
schlechter konditioniert ist als das Ausgangsproblem.

Beispiel 2.5.4 (Quadratische Gleichung) Wir untersuchen zwei verschiedene Verfahren zur
Losung von (2.10) in Beispiel 2.4.3

e(p,q) = —p+ V/p?+ qlost 2* + 2pz — g = 0.

Methode 2.5.5
u=Vp*+q, y=xi(p,u)=—-p+u. (2.13)

Falls w ~ p, d.h. falls p > q, sind die Konditionszahlen von i erheblich groBer als 1
(Ausloschung).

Methode 2.5.6

u=p*+q, y=x2p,qu)=

Die Konditionszahlen von o sind kleiner als 1. (Das Verfahren beruht darauf, dass —p — u die
andere Losung und das Produkt der beiden Losungen gleich —q ist (Satz von Viéta).)

Es stellt sich heraus, dass Algorithmus 2.5.5 numerisch instabil, aber Algorithmus 2.5.6 numerisch
stabil ist.

et (2.14)
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Bemerkung 2.5.7 Man beachte beim Algorithmus 2.5.5 in Beispiel 2.5.4, dass die numerische
Auswertung der Funktion X fiir sich genommen (trotz Ausloschung) nicht numerisch instabil ist!
Schlecht konditioniert ist hier das Problem, x1(p, /p? + q) zu berechnen. Umgekehrt kann man
daran sehen, dass das Zusammensetzen zweier gut konditionierter Algorithmen sehr wohl einen
schlecht konditionierten Algorithmus tiir das Gesamtproblem ergeben kann. Diese Tatsache steht
in unangenehmem, aber unvermeidlichem Konstrast zu dem Wunsch, ein Problem in unabhingig
voneinander zu bearbeitende Teilprobleme zu zerlegen.

2.5.1 Vorwiartsanalyse

Die sogenannte Vorwirtsanalyse besteht darin, die Rundungsfehler im Laufe einer Rechnung
durch Anwendung der Formeln (2.4) und (2.5) (und weiterer entsprechender) fiir jeden einzelnen
Rechenschritt abzuschidtzen. Man erhilt dadurch eine obere Schranke fiir den gesamten durch die
Rundungen bedingten Fehler. Kennt man auflerdem die Konditionszahlen des Problems, so kann
man auf diese Weise (theoretisch wenigstens) feststellen, ob der Algorithmus gut oder schlecht
konditioniert ist.

Beispiel 2.5.8 Berechnung des Skalarprodukts s = (x,y) fir z,y € R mit dem Verfahren
s:=0; for k:=1to ndo s:=s+xp -y - (2.15)
Notation 2.5.9 Fiirx = (21,...,2,)" € R" definieren wir |x| € R" durch
o = (|1, lea )T
Fiir eine Matrix A € R™*" definieren wir die Matrix |A| € R™*" durch
|Alij = laii], 1<i<m,1<j<n.

Satz 2.5.10 (Vorwiértsanalyse des Rundungsfehlers fiir das Skalarprodukt)
Sei 0 < eps < 1/n. Dann gilt

neps

< 1 —neps
Beweis. Wegen (2.4) lassen sich die Zwischenergebnisse s schreiben als

s1 = 21y1(1 + 1), 01| < eps,
sk = [sk—1 + zpyk (L + 0x)] (1 + &), 0k, lex] <eps, k=2,...,n,

wobei z; © y; = 2y (1 + ;) sowie s;—1 D (x; © y;) = (si—1 + (; © y;))(1 + &;) verwendet
wurde. Also gilt fiir s = s,

n n
s—(x,y) = Zxkyk (1+ dx) H (1+¢j) , mitey = 0. 2.17)
k=1 j=k

Die Behauptung folgt aus (2.17) mit der Bernoullischen-Ungleichung

n
1
1 1= n eps
1 —neps |1 —neps|’
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Bemerkung 2.5.11 Aus der Abschitzung (2.16) ergibt sich

9

s—{e.)| _ (eblul) | neps
@.1) ‘< [z, ) ‘1—neps

d.h. bei gegebenem n eps wird der relative Fehler groB3, falls der Winkel zwischen x und y nahe
bei 90 Grad ist.

Bemerkung 2.5.12 (Intervallarithmetik) In der Intervallarithmetik wird jede Zahl x € M durch
ein (mittels zweier Gleitpunktzahlen) definiertes Intervall dargestellt, welches x einschliefit. Die
arithmetischen Operationen werden fiir solche Intervalle so definiert, dass das resultierende Inter-
vall das exakte Ergebnis der Operation einschlieft (und zwar fiir jede Kombination von Operatio-
nen in den Ausgangsintervallen). Falls die Hardware die Intervallarithmetik nicht unterstiitzt, muss
sie softwareseitig simuliert werden (was die Rechnung natiirlich stark verlangsamt). In der eben
beschriebenen einfachen Form ist sie allerdings fiir die meisten Probleme der Praxis unbrauchbar,
da die Intervalle unrealistisch gro3 werden, d.h. das mit normaler Gleitpunktarithmetik berechnete
Ergebnis ist erheblich genauer.

Bemerkung 2.5.13 (Hochgenauigkeitsarithmetik) Die Grundlage der sogenannten Hochgenau-
igkeitsarithmetik besteht darin, das Skalarprodukt bis auf Maschinengenauigkeit auszurechnen,
d.h. zu erreichen, dass der berechnete Wert s des Skalarprodukts die Eigenschaft

s = fl({(z,y))

hat. Hierzu wird hardwareseitig ein langer Akkumulator benotigt, d.h. ein spezielles Register,
welches einen festen Dezimalpunkt und so viele Stellen hat, dass jede Gleitkommazahl in M dar-
gestellt werden kann. Hilt man die Zwischensummen s aus (2.15) in diesem Akkumulator, so
kann (z,y) exakt berechnet werden, falls z;,y; € M. Der Rundungsfehler entsteht dann beim
Abspeichern von s als Gleitkommazahl.

In Verbindung mit Intervallarithmetik lassen sich Algorithmen konstruieren, die bereits fiir einen
recht breiten Anwendungsbereich sehr gute Intervalle, die das exakte Ergebnis einschliefen, und
damit genaue und sichere numerische Ergebnisse liefern. Ein wesentliches Problem ist die benotig-
te Hardwareunterstiitzung. Die prinzipiellen Schwierigkeiten schlecht konditionierter Probleme
werden natiirlich nicht beseitigt, insbesondere auch nicht die Auswirkungen des ,,Standardfeh-
lers™ (Zerlegung eines gut konditionierten Problems in schlecht konditionierte Teilschritte).

2.5.2 Riickwartsanalyse

Wihrend in der Vorwirtsanalyse die Kondition eines Algorithmus durch Vergleich der Fehler-
verstarkung des Algorithmus (durch Abschidtzung der akkumulierten Rundungsfehler) mit den
Konditionszahlen des Problems ermittelt wird, geht man in der Riickwirtsanalyse folgenderma-
Ben vor : Sei ¢ : X — Y ein Problem und ¢ : X — Y ein Algorithmus. Zu gegebenem x € X
sucht man ein € X mit

P(x) = p(@). (2.19)
Gilt dann

T—x

< Cneps, (2.20)

x

mit einer kleinen Konstanten C' (n repréasentiert in einem geeigneten Sinn die Problemgrofie), so
ist man zufrieden, da sich das berechnete Ergebnis @ () interpretieren lésst als das Ergebnis einer
exakten Rechnung auf mit kleinem relativen Fehler behafteten Daten.

Definition 2.5.14 (Alternative Definition der numerischen Stabilitiat) Ein Algorithmus heift
gut konditioniert (oder numerisch stabil), falls er (2.19), (2.20) erfiillt mit einer kleinen Konstanten
C.
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Beispiel 2.5.15 (Riickwirtsanalyse des Skalarprodukts) Die Rechnung im Beweis von
Satz 2.5.10 zeigt, dass fiir das mit dem Verfahren (2.15) berechnete Skalarprodukt s gilt

n
s = (z,7), wobei i = yr(1+ ) [ (1 +2x). (221
j=k
also mit (2.18) N
Yh — Yk < _PODSpalls eps < 1/n. (222)
Yk 1 —neps

Bemerkungen 2.5.16 i) Also ist das Verfahren (2.15) gut konditioniert (nochmal: das Pro-
blem, das Skalarprodukt zu berechnen, kann schlecht konditioniert sein, wenn die Konditi-
onszahlen des Skalarprodukts grof3 sind).

i) Man beachte, dass die Riickwirtsanalyse prinzipiell nichts iiber die Kondition des Problems
aussagt.

iii) Die Riickwértsanalyse hat sich als recht brauchbares Werkzeug der Rundungsfehleranalyse
erwiesen, und zwar vor allem bei numerischen Verfahren der Linearen Algebra.
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FEHLERABSCHATZUNG MITTELS
KONDITION

Im Folgenden soll eine Abschitzung fiir den Fehler, der beim Losen eines LGS auftritt, untersucht
werden. Dazu erweitern wir zunichst Definition 2.2.7 des absoluten und relativen Fehlers auf
Vektoren aus dem R".

3.1 ABSOLUTE UND RELATIVE FEHLER

Es sei z € R” eine Approximation von = € R"™. Als Fehler bezeichnet man ¢ = z — Z und zu
einer gegebenen Vektornorm || - || ist

[ — ]|
der absolute Fehler von . Es sei x # 0, dann beschreibt

[z — 2]l _ llell

[E/ 0]

den relativen Fehler von Z. Relative Fehler in der co-Norm kénnen durch eine Aussage iiber die
Anzahl korrekter Stellen von 7 ausgedriickt werden, d.h.

falls die betragsgrofite Komponente von  ndherungsweise p korrekte signifikante Stellen hat.

3.2 FEHLERABSCHATZUNG & KONDITION

Wir wollen nun zwei wichtige Fragestellungen untersuchen, welche bei dem numerischen
Losen von linearen Gleichungssystemen (LGS) auftreten. Zum einen betrachten wir eine Nihe-
rungslosung z zu der Losung x von Az = b. Welche Riickschliisse kann man von der GroBe des
Residuums r := b — Az auf den Fehler ¢ = = — T ziehen? Des Weiteren rechnet man im All-
gemeinen mit endlicher Genauigkeit auf einem Rechner. Welche Einfliisse haben dabei Storungen
der Ausgangsdaten auf die Losung x?

Zu einer Matrix A € R™*™ und einem Vektor € R™ sei || A|| eine beliebige Matrixnorm und
||| eine dazu vertrigliche Vektornorm (d.h. ||Az| < ||A]| ||z|]). Nach Definition des Fehlers e
und Residuums 7 gilt

Ae=Ax — Az =b— Az =

Daraus folgt
lell = [1A™ [l < (1ATH] fir).
Mit
1ol = 1 A=[| < [[A]l [l
folgt fiir den relativen Fehler die Abschitzung
lell o AT 7]
2l = 1Bl - g

Dies motiviert den Begriff der Konditionszahl.

_ 7|l
=AY A] - - G.1)
[|6]]
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Definition 3.2.1 (Konditionszahl) Man bezeichnet
K(A) = [ Al [|A| (3.2)
als die Konditionszahl der Matrix A beziiglich der verwendeten Matrixnorm.

Beispiel 3.2.2 Man betrachte das LGS Az = b mit

5
1 .
k=1 J

QU = W= N= =
D= G [ Wl NI
= O U= = W=
Ol <~ D= Gl =
Ol—= 0= ~J|— O~ U=

Fiir die Matrixnormen und die Konditionszahlen erhilt man in den Féllen p = 1, 2, co

|AllL = 2.283, |A7Y: = 413280, k1(A) = 943656,
Al ~ 1.5670507, |A= s ~ 304142.84, ro(A) A~ 476607.25,
|Alloe = 2.283, A7 | = 413280, Foo(A) = ki1(A).
Sei die exakte Losung 2 = (1,...,1)T.Istnun 7 = (1 — &)z, dann gilt
el _ lles _
]l ]
und

r=b— A =Ar — Az = A(x — (1 —e)z) = e Az = &b,

d.h.
lIrll le|
161l
Obwohl die Konditionzahl sehr grof ist, verhilt sich bei dieser Storung ‘ﬂlﬂ wie Il Obige

l1oll

ll=
Abschitzung ist offensichtlich eine ,,worst case” Abschatzug. Betrachten wir nun

T = (0.993826, 1.116692, 0.493836, 1.767191, 0.623754)7. (3.3)

A habe die Eigenwerte 0 < A\; < --- < A5 mit den zugehorigen Eigenvektoren ¢1, ..., vs,
l¢jll2 = 1. Man beachte, dass Z in (3.3) so gewihlt ist, dass T — x =~ ¢; gilt und

=~ —0.004 1 —0.042 pg + 0.244 03 + 0.972 4 + 1.998 5 ,
d.h. z von @5 dominiert wird. Dann erhalten wir

llell1]|b]]1 lle]l2]1b]]2
[EalEn il l|2([r[l2

llelloo [[Blloc

~ 0.41 A
"11( )7 ||-77Hoo||rHOO

~ 0.89 ko (A), ~ 0.74 Koo (A)

und schitzen dann in der richtigen Groenordung ab!

Aufgabe 3.2.3 Es sei A € R™*" eine positiv definite Matrix. Die Eigenwerte von Matrix A seien
0 < A1 <... <\, mit den zugehdrigen Eigenvektoren o1, ..., ¢, (|[¢j]l2 = 1).

i) Esseiz € R"\ {0},b:= Az und Z = cz (0 # ¢ € R). Man zeige

le—al Wl _
[« To— A7
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ii) Man zeige
lﬂ]g(A) = >\n//\1 .

iii) Esseiz = cyn,c #0,b:= Az und & = x + ;. Man zeige

le -2 ol
=~ :HQ(A.
EE] )

Untersuchen wir nun, welchen Einfluss kleine Storungen in den Ausgangsdaten A,b auf die
Losung z des linearen Gleichungssystems haben konnen, d.h. wir sind interessiert an der Emp-
findlichkeit der Losung x auf Storungen in den Koeffizienten. Die genaue Frage lautet:

Wie groB kann die Anderung éx der Losung = von Az = b sein, falls die Matrix um JA und b
durch §b gestort sind. Dabei seien d A und 0b kleine Storungen, so dass A+ 3§ A immer noch reguliar
ist. Es sei x + 0z die Losung zu

(A+6A)(x + dx) = (b+ D).
Teilweises Ausmultiplizieren liefert
Ax + 0Ax 4+ (A+5A)0x = b+ 0b
und somit mit Ax = b
6x = (A+0A)"1(0b—6Ax)
=T+ A5A) A (6b - 6Ax).
Fiir eine submultiplikative Matrixnorm und eine dazu vertrdgliche Vektornorm ergibt sich somit
o]l < [I(Z + A7 A)THIATH] ([l6b]| + [ISA fl[])
und wir erhalten die Abschétzung

ox ob
182z 4 a-t5.4) 11471 (u n ||6A||) . (3.4)

el — ]

Wir zeigen in Lemma 3.2.6, dass fiir || B|| < 1 die Abschitzung

(I + B) existiert.

—1|| < ;
1—|B]

Setzen wirnun B = A~'§A und ||A7Y|||[§A]| < 1 (d.h. §A ist eine kleine Storung von A) voraus
und erweitern auf der rechten Seite mit || A, so erhalten wir unter Ausnutzung der Vertraglichkeit
der Normen und mit Az = b

loz] _ AT Al < [160]| +|5A||)
[zl = 1= AT AL \NAl =l NIA]
LATIAI (ol [18A]

< - + .

L—[[A=HISA\ ol (Al

Wir halten das Ergebnis nun in einem Satz fest.

Satz 324 Es sei A € R™ " reguliir und x € R"™ die exakte Losung von Ax = b. Die rechte
Seite b sei um 8b gestort und fiir die Storung von A gelte k(A)||6A|/||All = ||[A7Y| [|64] <

1 und A + 0A ist immer noch regulir. Dann gilt fiir die Losung T des gestorten Systems mit
Koeffizientenmatrix A 4+ A und rechter Seite b + db

lz ==l . #(4) <|5b|| N ||5A|) _

T 1- oA\ 1o A
el = 1= s ol Al

(3.5)
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-

~ Bemerkung 3.2.5 Die Konditionszahl r(A) der Koeffizientenmatrix A ist folglich die entschei-
dende GroBe, welche die Empfindlichkeit der Losung bzgl. der Storungen § A und §b beschreibt.

Es bleibt folgendes Lemma zu beweisen:

Lemma 3.2.6 (Neumann-Reihe) Sei A € R"™", || - || eine submultiplikative Matrixnorm und
|A|l < 1. Dann ist (I — A) reguliir und
o0
= Z AF (Neumann-Reihe) (3.6)
mit 1
I—A)) < ——+. (3.7)
1—[lA]

Beweis. Mit ||A|| < 1, der Submultiplikativitdt und der Summenformel fiir die geometrische
Reihe erhilt man

Z 44 < Z Al < Z A" = = <0 (me). G3)

Der Raum R"™*™ ist isomorph zu R (siche Anhang A.2). In [Analysis II, Beispiel 8.4.6] wurde

gezeigt, dass R" vollstiandig ist beziiglich irgendeiner Norm auf R™". Somit ist R"*" vollstandig

beziiglich || - || und aus der absoluten Konvergenz folgt die Konvergenz von > 3>, A*. Ebenso

folgt aus || A*|| < ||A||* — 0 fir k¥ — oo die Konvergenz von lem AF = 0. Weiter gilt die
o0

Gleichung (,,Teleskopsumme )

(ZA’“) (I—A)=I-—A"" (meN). (3.9)

Der Grenziibergang von (3.9) fiihrt zur Gleichung

[eo]
(Z Ak> (I-A)=1I (3.10)
k=0
Das bedeutet, I — A ist reguldr und (I — A)~1 = Y22, A*. Mit der Summenformel fiir die

geometrische Reihe erhélt man schlielich

N N
1
— -1 < N k < 1 k_ =~ .
[(T=A)~ < NI;H;OICEZOHA | < ngréog:ollAH T4 (3.11)

womit der Satz bewiesen ist. O

Zum Ende des Kapitels wollen wir nun den praktischen Nutzen der Abschédtzung (3.5) in einer
Faustregel festhalten.

Bei einer d-stelligen dezimalen Gleitkommarechnung konnen die relativen Fehler der Ausgangs-
grofen fiir beliebige, kompatible Normen von der Gro3enordnung

[[6A[l —a llob]] —d
~b5-10 — ~5-10
Al 6]l
sein. Ist die Konditionszahl x(A) ~ 10 mit 5 - 10%~¢ < 1, so ergibt die Abschitzung (3.5)
HMH 10—d+1
Tall =

Das heiBt, dass ||0x|| maximal in der GroBenordnung der (d — « — 1)-ten Dezimalstelle von ||z |
liegen kann und dies motiviert folgende Daumenregel:
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Bemerkung 3.2.7 (Daumenregel zur Genauigkeit) Wird Ax = b mit d-stelliger dezimaler
Gleitkommarechnung gelost, und betréigt die Konditionszahl x(A) ~ 10%, so sind, bezogen auf
die betragsgrofite Komponente, nur (d — oo — 1) Dezimalstellen sicher.

MATLAB-Beispiel:

Es ist bekannt, dass die GauB-Elemination selbst mit Spaltenpivotstrategie zu iiberraschend
ungenauen Ergebnissen beim Losen von linearen Gleichungssystemen fithren kann, obwohl die
Matrix gut konditioniert ist.

Betrachten wir hierzu die von Wil- >> A=toeplitz([1l,-ones(1,59)],

kinson angegebene pathologische [1,zeros(1,59)1);
Matrix >> A(:,60)=1;
>> cond(A)
1 1 ans =

. . 26.8035 % rel. gut konditioniert
A= -1 - | >> randn(’state’, 3383)
Lo : >> x=randn(60,1);
>> b=AxX;
>> x1=A\b;
>> norm(x-x1)/norm(x)
ans =
0.3402 & groBer rel. Fehler

Bemerkung 3.2.8 Das Beispiel ldsst vermuten, dass das GauB-Verfahren iiber die ganze Menge
der invertierbaren Matrizen betrachtet nicht stabil ist. Fiir die in der Praxis auftretenden Matrizen,
ist das GauB3-Verfahren mit Spaltenpivotierung jedoch ,,in der Regel” stabil. Fiir eine weitere Sta-
bilititsanalyse des Gaul3- Verfahrens sei auf [Deuflhard/Hohmann], die grundlegenden Artikel von
Wilkinson [Wilkinson65, Wilkinson69] sowie auf die Ubersichtsartikel [Higham, Discroll/Maki]
verwiesen.
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GLEICHUNGSSYSTEME

Die in Kapitel 1 beschriebenen direkten Verfahren gehen iiberwiegend von beliebigen vollbesetz-
ten Matrizen aus. Viele praktischen Probleme fiithren aber zu der Aufgabe, ein sehr grof3es lineares
Gleichungssystem Ax = b zu 19sen, bei dem A € R™*™ nur schwachbesetzt ist, d.h. viele Nullein-
trage besitzt. Die bisherigen Verfahren nutzen diese spezielle Struktur nicht aus und fithren beim
Losen des LGS teilweise sogar zu vollbesetzten Zwischenmatrizen. Man betrachte dazu folgendes
Beispiel.

Beispiel 4.0.1 Zu der Matrix

111 1 1 1

1 2

1 5

A= 1 10
1 15
1 10
lautet die LR-Zerlegung mit A =L - R
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 -1 -1 -1 -1
1 -1 1 3 -2 -2 =2
L= 2 , R = 20 10 10

I -1 -3 1 3 T3 3
1 -1 -3 -3 1 10 -5
T

Obwohl A nur in der ersten Zeile und Spalte sowie auf der Diagonalen Nichtnulleintrdge besitzt, A
sind L und R vollbesetzt.

Bemerkung 4.0.2 Ist die Bandbreite einer Matrix gro3 und in jeder Zeile treten nur wenige Nicht-
nulleintrdge auf, dann ist ein Bandloser ,,teuer und die folgenden Verfahren liefern gute Alterna-
tiven.

Aus den oben genannten Griinden wurden schon friih iterative Verfahren zur Losung von LGS
herangezogen. Bei diesen Verfahren wird ausgehend von einem Startvektor z(?) eine Folge von
Vektoren

2O = 2 2@

mittels einer Iterationsvorschirft
20D = ¢z, i=0,1,... .1)

erzeugt, die gegen die gesuchte Losung = konvergiert. In den folgenden Abschnitten werden so-
wohl die klassischen Iterationsverfahren, die bereits Mitte des 19. Jahrhunderts entdeckt wurden,
als auch das Gradientenverfahren sowie das 1952 von Hestenes und Stiefel entwickelte Verfahren
der konjugierten Gradienten vorgestellt.

Allen diesen Verfahren ist gemein, dass ein einzelner Iterationsschritt () — (1) einen Re-
chenaufwand erfordert, welcher vergleichbar ist mit der Multiplikation von A mit einem Vektor,
d.h. insbesondere mit einem geringen Aufwand, sofern A schwachbesetzt ist. Im Gegensatz zu den
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direkten Verfahren liefern diese Iterationsverfahren die exakte Losung « des LGS im Allgemeinen
nicht mehr nach endlich vielen Schritten. Da man aber in der Regel an der Losung x nur bis auf
eine vorgegebene Genauigkeit e interessiert ist, die von der Genauigkeit der Eingabedaten abhéngt
(vgl. Kapitel 2 und 3), scheint dieses Vorgehen sinnvoll.

4.1 KLASSISCHE ITERATIONSVERFAHREN

Gegeben sei eine regulire Matrix A € R™*™ und ein lineares Gleichungssystem
Az =b

mit der exakten Losung x. Mit Hilfe einer beliebigen reguldren Matrix B € R™*" erhilt man
Iterationsvorschriften der Form (4.1) aus der Gleichung

Bx+ (A—B)x=b,

indem man _ _
Bz 4 (A - B)z® =p

setzt und nach z(+1) auflost
20D = 20— B4z —p)
= (I-B'A)z®+ B . (4.2)

Jede Wahl einer nichtsinguldren Matrix B fiihrt zu einem moglichen Iterationsverfahren. Es
wird umso brauchbarer, je besser B die folgenden Kriterien erfiillt

i) B ist leicht zu invertieren (einfache Realisierbarkeit)

ii) die Eigenwerte von (I — B~!A) sollen moglichst kleine Betrige haben.
(Konvergenzeigenschaft)

Wir wollen hier nun einige Beispiele angeben. Dazu verwenden wir folgende (additive) Standard-
zerlegung
A=L+D+R,

wobei D eine Diagonalmatrix, L eine strikte untere Dreiecksmatrix und R eine strikte obere
Dreiecksmatrix seien. Die Wahl

i) B = ~I liefert das Richardson-Verfahren
i) B = D liefert das Jacobi-Verfahren (Gesamtschrittverfahren)

iii) B = L+ D oder B = D + R liefert das GauB-Seidel-Verfahren (Einzelschrittverfahren).

Was zeichnet nun die einzelnen Verfahren aus? Betrachten wir dazu ein Beispiel.

Beispiel 4.1.1 Zu gegebenem n € N und

A= S eR"b=TeR,z® =0eR"
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bestimmen wir dic Konvergenzrate

¢ = max 7”36 — x(kH)HQ

okl —a®y

fiir das Jacobi- und das Gaul3-Seidel-Verfahren (B = D + R), d.h. den Faktor, um den der Fehler
in der 2-Norm in jedem Iterationsschritt mindestens reduziert wird.

MATLAB-Funktion: runKonvergenz.m

I n = 10;

2 e = ones(n,l);

3 A = spdiags([e -2*e e], -1:1, n, n);

4 x_ex = rand(n,1l); % exakte Loesung

5 b =A% X ex; % exakte rechte Seite
6 x{1} = rand(n,1l); % zufaelliger Startv.
7 x{2}=x{1};

8 W{l} = triu(A); % Gauss-Seidel

9 W{2} = diag(diag(A)); % Jacobi

10 for j = l:length(x)

11 error_old = norm(x{j}-x _ex);

12 for k =1 : 20

13 x{3} = x{3} + W{3} \ (b-Axx{j});

14 error_new = norm(x{j}-x_ex);

15 quot{j} (k) = error_new/error_old;
16 error_old = error_new;

17 end

18 end

19 plot(l:20,quot{l}, 'm-s’,1:20,quot{2}, 'k:*");
20 xlabel(’Anzahl der Iterationen’), ylabel(’Kontraktion’)
21 legend({'Gauss-Seidel-Verf.’,’'Jacobi-Verfahren'},4)

1444994944449 4499494994<499494

09r

0.8

0.7

Konvergenzrate

49

< Gauss-Seidel-Verf.

——— Jacobi-Verf.

05 q

04 I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Anzahl der Iterationen

Abb. 4.1: Kontraktionszahlen fiir Gesamt- und Einzelschrittverfahren.
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Dem numerischen Experiment kann man entnehmen, dass in diesem Fall beide Verfahren konver-
gieren, da die Konvergenzerate jeweils kleiner 1 ist, und dass das Gau3-Seidel-Verfahren schneller
konvergiert, da die Konvergenzrate hier kleiner ist.

In der praktischen Anwendung kann man bei dem GauB-Seidel-Verfahren mit B = L + D
folgende Formulierung verwenden, um die Anzahl der Operationen zu reduzieren

2 = (L4 D)"Y b — RaW),
da

=2 — B7Y([(A - B) 4+ B]z\) —b)
=20 - B4 A - B)z") — BBz + B~
=B 1(b— (A - B)z®)
giltund mit B =L + Dund A — B = R folgt
Y = (L4 D)"Y (b — Rae).

Ein Schritt des GauB-Seidel-Verfahrens ist also etwa so aufwendig wie eine Matrix-Vektor-
Multiplikation. Ahnlich kann man auch fiir B = D + R vorgehen, d.h.

2 = (D 4+ R)"Hb— La®).
SchlieBlich vereinfacht man das Jacobi-Verfahren zu

20D = Db — (L + R)2)
sowie das Richardson-Verfahren zu

2D = 20 4 l(b — Az®),
v

4.2 KONVERGENZ ITERATIVER VERFAHREN

Es sei z Losung von Az = b. Mit (4.2) erhalten wir

z—z®) =z—-B - (I-BtA)z*+1)
=TIz — B YAz — (I — B~1A)z*k—1)
=T -B'A)(z—zFD) = =T -B1A*z—-2z20).

Die Konvergenz des dargestellten Verfahrens héngt also nur von den Eigenschaften der Iterati-
onsmatrix I — B~!A ab. Es sei C eine beliebige komplexwertige (n x n)-Matrix, \; := \;(C)
(i =1,...,n) seien die Eigenwerte von C'. Dann bezeichnen wir mit

o(C) = max {|X:(C)[}

1<i<n

den Spektralradius von C'. Bevor wir ein Konvergenzkriterium angeben, bereiten wir noch den
Begriff der Jordanschen Normalform vor.
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Definition 4.2.1 (Jordan-, bzw. Elementarmatrix) Eine Matrix Ej()\) € C*** heiBt Jordanma-
trix (oder Elementarmatrix) zum Eigenwert \, wenn

A1 0

Ei(\) = R . (4.3)
o
0 A

Satz 4.2.2 (Jordansche Normalform (siehe z.B. [Fischer])) Zu jeder Matrix A € C"*™ exis-
tiert eine reguliire Matrix T € C"*", so dass

A=T"1T,

wobei J, die durch die Paare (A\,n1),...,(Ak,ng) mit \; € C, n; > 1 (eindeutig bis auf die
Reihenfolge) bestimmte Jordansche Normalform

E, (M) 0
J = '..
0 En, (Mk)

von A ist.

Satz 4.2.3 (Konvergenzkriterium) Es sei C € C"*". Die Folge (C*)ycn ist genau dann eine
Nullfolge, wenn o(C') < 1 gilt.

Beweis. Sei zunichst o(C') > 1. Dann gibt es einen Eigenwert A mit [A| > 1 und einen Vektor
r # 0 mit Cz = A\z. Wegen C*z = Mz und limg_,o A¥ # 0 kann folglich (C*).en keine
Nullfolge sein. Die Bedingung o(C') < 1 ist somit notwendig.

Seinun o(C) < 1. Weil (TCT~1)* = TC*T~* fiir jede Ahnlichkeitstransformation 7" gilt, reicht
es, limy,_,o0 (TCT~1)* = 0 zu zeigen. Die Matrix C' lasst sich durch Ahnlichkeitstransformation
auf die Jordansche Normalform .J transformieren. Wir zeigen, dass limy_,, J* = 0 gilt, wenn

alle Eigenwerte A1, ..., \,, dem Betrag nach kleiner Eins sind. Dazu sei
Ap 1 0
E,= Enu()\u) = h € Crwxmu
0 Au

eine Elementarmatrix zum Eigenwert )\, der Jordanschen Normalform J von C'. Da offenbar
EY
k
Jk = K
E}

mit 1 < ¢ < n gilt, geniigt es, das Konvergenzverhalten einer Jordanmatrix E,, zu untersuchen.
Wir schreiben E,, in der Form £, = A\, I + S mit

S = R e Crhxmu
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und bilden Eﬁ = (A d + S)*¥. Nach Anwendung der Binomialentwicklung und unter Beachtung
von S™+ = () erhélt man die Beziehung

min{k, n,—1}

k
k _ k—v qu
B Y ()A 5.
v=0
Fiir feste v hat man mit
| _ . . _
k _ k! _k(k: ). (k V+1)<k”
v vi(k —v)! 1-...-v -

die Abschitzung
< [ATVRY]

k k—v
()%

klog|A,| + vlog(k) — —oo fiir k — oo

Da || < 1ist, strebt

und mit
IASVEY| < exp((k — v)log |Ay| + vlog k)

k k—v
(o)

und somit auch die Behauptung. |

folgt die Konvergenz klim = 0. Damit ist gezeigt, dass (El’j) ren eine Nullfolge ist
—00

Um die Konvergenz der Richardson-Iteration mathematisch zu beweisen, muss der Spektralradius
der Iterationsmatrix bestimmt werden. Wiahrend man diesen in dem Spezialfall einer symmetri-
schen, positiv definiten Matrix A exakt angeben und somit Konvergenzaussagen treffen kann,
vgl. Aufgabe 4.2.4, so ist dies im allgemeinen Fall analytisch nicht moglich und numerisch sehr
aufwendig. Es ist daher das Ziel der nédchsten beiden Abschnitte, aus einfachen algebraischen Fi-
genschaften der Matrix A auf die Konvergenz der Jacobi- bzw. GauBl-Seidel-Iteration zu schlieen.
Anders als in Satz 4.2.3 sind die Ergebnisse in diesen beiden Abschnitten hinreichende Konver-
genzkriterien, im Allgemeinen aber nicht notwendig.

Aufgabe 4.2.4 (Konvergenz des Richardson-Verfahrens fiir positiv definite Matrizen) Es sei
A € R™™ symmetrisch und positiv definit mit Ay, und Apax als kleinsten bzw. groften Ei-
genwert. Man beweise folgende Aussagen:

(a) Fiir die Iterationsmatrix Cr(y) = I — v~ A des Richardson-Verfahrens gilt
Q(CR(/V» = max{|1 - ’771>\max|a |1 - ’771)\min|} vly € R\ {0} .

(b) Das Richardson-Verfahren konvergiert genau dann, wenn ~y > % gilt.

©) 7= w minimiert den Spektralradius o(Cg (7)) fir v € R\ {0}.

(d) Esgilt o(Ca(v*)) = 3\\:3743::

4.3 KONVERGENZ DES JACOBI-VERFAHRENS

Bei dem Jacobi-Verfahren (auch Gesamtschrittverfahren genannt) werden alle Komponenten
des Losungsvektors in einem Iterationsschritt gleichzeitig korrigiert. Die Iterationsvorschrift
lautet

) = DY b — (L + R)z™),

dh. die Iterationsmatrix ist C;=1—D"'A=—-D7Y(L+R).
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Satz 4.3.1 (Starkes Zeilen- und Spaltensummenkriterium) Es sei A € C"*"™. Das Jacobi-
Verfahren konvergiert fiir jeden Startvektor (°) € C", wenn fiir die Matrix A das

i) (starke Zeilensummenkriterium)
n
|laii| > Z|ai’“|’ fiir i=1,2,....,n,
k=1
ki

d.h. A ist strikt diagonaldominant, oder das

ii) (starke Spaltensummenkriterium)

n
]akk\ > Z|aik\, fiir k=1,2,....n,
i=1
i#k
d.h. A" ist strikt diagonaldominant, erfiillt ist.

Fiir den Beweis von Satz 4.3.1 benédtigen wir das folgende Lemma.

Lemma 4.3.2 Es sei A € C"*". Dann gilt fiir jede natiirliche p-Matrixnorm o(A) < ||A||,.

Beweis. Jeder Eigenwert A von A mit zugehorigem Eigenvektor x geniigt fiir jede natiirliche p-
Matrixnorm || - ||, der Beziehung

Ax
TN
2]l

und damit der Abschitzung ||A||, > |A|. O

Beweis von Satz 4.3.1. 1) Die Iterationsmatrix des Jacobi-Verfahrens ist
C;=I-D'A=—-DYL+R).

Wenn das starke Zeilensummenkriterium erfiillt ist, gilt die Abschitzung

0 &2 - _fn
ai,1 a1
a1 0 _a23 _a2n
a2 a2 a2 n
. . |aij|
ICr]lco = : - - - : = max <1
1<i<n <~ |a;|
J=1
: . j#i
1 ee.  _Onnoi 0
an,n ann foe)

Lemma 4.3.2 liefert dann die Behauptung i).

ii) Ist fiir A das starke Spaltensummenkriterium (ii) erfiillt, so gilt (i) fiir AT Also konvergiert das
Jacobi-Verfahren fiir A7 und es ist daher wegen Satz 4.2.3 o(C) < 1 fir C = I — D~'AT . Nun
hat C die gleichen Eigenwerte wie C” und wie D~'CTD = I — D™'A = (. Also ist auch
0(Cy) < 1, d.h. das Jacobi-Verfahren ist auch fiir die Matrix A konvergent. O

Definition 4.3.3 Eine Matrix A € R"*"™ heiB3t zerlegbar (reduzibel), wenn es nichtleere Teil-
mengen Ny und Ny der Indexmenge N := {1,2,...,n} gibt mit den Eigenschaften

i) NNN Ny =10
i) NyUNy =N
iii) a;; = 0 fiirallei € N1 und j € No
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Eine Matrix, die nicht zerlegbar ist, heifit unzerlegbar (irreduzibel).

Beispiel 4.3.4 i)

ail a1k 0 0

A _ ani e aNN 0 e 0
GN+1,1 --- AN4+1,N AN41I,N4+1 --- OAN412N
a2N,1 s a2N,N 2N ,N+1 e 2N 2N

Die Teilmengen N7 = {1,2,..., N} ,Ny = {N +1,...,2N} haben alle in der Definition
geforderten Eigenschaften. Somit ist A zerlegbar.

ii) Eine Tridiagonalmatrix mit nicht verschwindenden Nebendiagonal- und Diagonalelementen
ist unzerlegbar.

Bemerkung 4.3.5 Dass eine Matrix A unzerlegbar (irreduzibel) ist, kann man hiufig leicht mit
Hilfe des der Matrix A zugeordneten (gerichteten) Graphen G(A) zeigen. Wenn A eine n X n-
Matrix ist, so besteht G(A) aus n Knoten K71, . .., K,, und es gibt eine gerichtete Kante K; — K
in G(A) genau dann, wenn a;; # 0.Man zeigt leicht, dass A genau dann unzerlegbar ist, falls der
Graph G(A) in dem Sinne zusammenhéngend ist, dass es fiir jedes Knotenpaar (K;, K;) in G(A)
einen gerichteten Weg K; nach K; gibt.

2 —1 0 m
A=[1 4 0], GA: CK CKy CK;
0 -1 3 N

Abb. 4.2: Beispiel einer zerlegbaren Matrix A und ihres Graphen G(A).

Definition 4.3.6 (Schwaches Zeilen- und Spaltensummenkriterium) Eine Matrix A € R"*"
erfiillt das schwache Zeilensummenkriterium, falls

n

Z || < |auyl
v=1

vEU

fiir alle Zeilen = 1, ..., n gilt, d.h. A ist diagonaldominant, und

n
Z |apor| < lauouo|
v=1
VF 0
fiir mindestens einen Index po € {1,...,n} erfiillt ist.

Eine Matrix A € R™*™ erfiillt das schwache Spaltensummenkriterium, wenn A” das schwache
Zeilensummenkriterium erfiillt.

Satz 4.3.7 (Schwaches Zeilensummenkriterium) Es sei A € R"*" eine irreduzible Matrix, die

das schwache Zeilensummenkriterium erfiillt. Dann ist das Jacobi-Verfahren konvergent.

Zum Beweis von Satz 4.3.7 werden wir direkt den Spektralradius der Iterationsmatrix abschitzen.
Die wesentliche Beobachtung dabei ist, dass jede irreduzible Matrix, die das schwache Zeilen-
summenkriterium erfiillt, bereits regular ist.

Numerik I, 17. Oktober 2014



Abschnitt 4.3: Konvergenz des Jacobi-Verfahrens

69

Lemma 4.3.8 Jede irreduzible Matrix M € R™ ", die das schwache Zeilensummenkriterium
erfiillt, ist regulir und fiir die Diagonalelemente gilt mj; #0(j =1,...,n).

Beweis. Wir nehmen an, M sei nicht regulir, d.h. es existiert ein x € K™ \ {0} mit Ma = 0.
Insbesondere folgt aus der Dreiecksungleichung

n n
sl i) < | mjeae| + <Y imyel || firalle j=1,...,n. (44
=0 = =1
T’ L#£]j t#j
Wir definieren die Indexmengen J := {j : |z;| = ||z]} und K = {k : |z}| < ||z[/sc}-

Offensichtlich gilt JN K = (), JUK = {1,...,n} und J # (. Wire K = (), so konnte
man in (4.4) die ;- und x,-Terme herauskiirzen und erhielte einen Widerspruch zum schwachen
Zeilensummenkriterium. Also gilt auch K # (), und aufgrund der Irreduzibilitit von M existieren
Indizes j € J und k € K mit m;;, # 0. Mit diesem ergibt sich

||
mj;| <Z| Mol §Z|mﬂ|
K#J

|1
Z#J

denn der Quotient ist stets < 1 wegen || = ||z|/c und erist < 1 fiir £ = k € K. Also erhalten
wir einen Widerspruch zum schwachen Zeilensummenkriterium von M, d.h. M ist regulidr. Gébe
es schlieBlich ein triviales Diagonalelement m;; = 0, so folgte aus dem schwachen Zeilensum-
menkriterium, dass bereits die j-te Zeile die Nullzeile wire. Da M regulér ist, folgt insbesondere
mj; # Ofiralle j =1,...,n. O

Beweis von Satz 4.3.7. Wegen a;; # 0 firalle j = 1,...,nist C; = —D~'(A — D) wohlde-
finiert. Um o(C'y) < 1 zu zeigen, beweisen wir, dass M := C; — X[ fir A € C mit [A\| > 1
regulir ist. Da A irreduzibel ist, ist auch A — D irreduzibel, denn es wird lediglich die Diagonale
verdandert. C'; entsteht durch zeilenweise Multiplikation von A — D mit Werten # 0. Deshalb ist
auch C irreduzibel. Da M und C; sich nur auf der Diagonale unterscheiden, ist M irreduzibel.
Aufgrund des schwachen Zeilensummenkriteriums von A gilt

n

Z|m1k| Z|C]k :Z

S < A = |my;| furalle j=1,...,n.

= i i

und fiir mindestens einen Index j gilt diese Ungleichung strikt. Also erfiillt M/ auch das schwache
Zeilensummenkriterium und ist nach Lemma 4.3.8 insgesamt regular. U

Aufgabe 4.3.9 Man zeige, dass das Jacobi-Verfahren auch konvergent ist unter der Annahme, dass
A € R™™ irreduzibel ist und das schwache Spaltensummenkriterium erfiillt.
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4.4 KONVERGENZ DES GAUSS-SEIDEL-VERFAHRENS

Die Iterationsvorschrift des GauB3-Seidel-Verfahrens (auch Einzelschrittverfahren genannt)
fir B = L + D lautet A A
2D = (L + D)~ (b — Rz"),

d.h. die Iterationsmatrix ist Cgs = —(L + D)™ R;
die Iterationsvorschrift des GauB3-Seidel-Verfahrens fiir B = D + R lautet

2 = (D+ R)™ (b — La"),

mit Iterationsmatrix ~ Cgg = —(D + R) ™!

Satz 4.4.1 (Konvergenzsatz) Es sei A € R™*" eine regulire Matrix, die das starke Zeilensum-
menkriterium oder das starke Spaltensummenkriterium erfiillt. Dann sind beide Varianten des
Gauyfi-Seidel-Verfahrens zur Losung des linearen Gleichungssystems Ax = b konvergent.

Beweis. Sei das starke Zeilensummenkriterium erfiillt. Die Iterationsmatrizen des GauB3-Seidel-
Verfahrens mit B = L + D bzw. des Jacobi-Verfahrens sind Cis := —(L + D) 'R bzw.
Cj:=—D7Y(L + R). Wenn das starke Zeilensummenkriterium erfiillt ist, gilt die Abschitzung

n
|aij|
C = <1.
1Crlloo = f?%; o]
J#
Es sei jetzt y € R” beliebig und z = Cgg y. Durch vollstindige Induktion beweisen wir, dass alle
Komponenten z; des Vektors z der Abschitzung

|aij]
IZL|<Z L lyllos

il

J#l

geniigen. Dazu schreiben wir die Gleichung z = Cgg y um in —(L 4+ D)z = Ry und schitzen ab:

|a1;] |a1;]
|21|_Z ]\jl Z JH oo -

Schreiben wir das GauB3-Seidel-Verfahren mit B = L + D in der Form

i—1 n
k+1 1 k+1) 2 : k ;
x£+):— bZ_ E aljx§+ al] () (1§Z§n)7
Qi j=1 j=i+1

so folgt daraus dann mit der Induktionsvoraussetzung

1
2] < ] E |a2j| ‘Z]| + E |a”| |yj
ZZ

Jj=i+1

i—1

1 |aij|
Z|azj|||CJHoo+ Z |agj ”yHoo_Z % ” lloo -

|aii = j=it1
J#%

NE
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Hiermit erhélt man die Abschitzung

1Cas Ylloo = ll2lloe < ICsllcllylloc Yy €R®

und somit
[Caslloc < [Crlloc < 1. (4.5)

Da o(—(L + D)"'R) = 0(Cgs) < [|Caslls- folgt daraus die Konvergenz des GauB-Seidel-
Verfahrens fiir B = L 4 D.

Um die Konvergenz des GauB-Seidel-Verfahrens fir B = D + R mit Cgg = —(D + R)™'L
nachzuweisen, betrachten wir zunichst folgende Permutationsmatrix

0 1
pP= . = PT e RV
1 0
Die Matrix A = PAPT geht aus A durch simultane Zeilen- und Spaltenvertauschungen hervor,

sodass die Giltigkeit des starken Zeilensummenkriteriums auch fiir A vorliegt. Mit dem oben
Bewiesenen gilt somit o(—(L + D)~ R) < 1, wobei

L =PRPT
D = PDPT
R=PLPT

und daher

1> o(—(PRPT + PDPT)"'PLPT) = o(—(P(R+ D)PT)"tPLPT)
=o(—=P(R+ D) 'PTPLPT) = o(~P(R+ D)~'LPT)
=o(—(R+D)7'L).

Also ist o(Czs) = o(—(D + R)"'L) < 1 und somit das GauB-Seidel-Verfahren fiir B = D + R
konvergent.
Sei nun das starke Spaltensummenkriterium erfiillt. Dann erfiillt A7 das starke Zeilensummenkri-
terium und beide Varianten des GauB-Seidel-Verfahrens konvergieren fiir A”. Mit der Standard-
zerlegung von AT

A" = Ly + Dy + Ry,

wobei L = R”, Dy = Dund Ry = L7 ist, gilt somit

o(—(R"+D)~'L")
o(~(L" + D)"'R")

o(—(Lr +Dr) 'Ry) < 1,
Q(—(RT + DT)_lLT) <1.

Hieraus ergibt sich die Konvergenz des GauB3-Seidel-Verfahrens fiir B = L + D
0(Cgs) = o(~(L +D)™'R) = o(~(L + D)(L+ D)™ 'R(L+D)™")
=o(-R(L+D) ) =o(~(L" +D)"'R") <1
sowie fir B=D + R
o(Cas) = o(~(D+R)™'L) = o(~(D+ R)(D + R)'L(D + R)™")
=o(-L(D+R) ) =o(-(D+R")"'LT) <1.
Damit sind alle Aussagen des Satzes bewiesen. O
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% : \- Bemerkung 4.4.2 Hiufig verleitet (4.5) zu der falschen Schlussfolgerung, dass das GauB-Seidel-
. Verfahren schneller als das Jacobi-Verfahren konvergiert , wenn die Matrix strikt diagonaldomi-
nant ist.

Beispiel 4.4.3 Dass bei strikter Diagonaldominanz einer reguldren Matrix A € R™ " aus
ICas|loo < ICrllee < 1 nicht o(Cas) < o(Cy) folgen muss, sieht man, wenn man die Ma-

trix A folgendermalen wihlt:

50 —10 -20
A= —20 49 -20
20 -10 49

Dann besitzen die zugehorigen Iterationsmatrizen

0 2401 4802 , 0 49 98
Cos=—(L+D)'"R=——1| 0 980 6860 C,=— | 100 0 100
12005\ o _780 —560 25\ 100 50 0

namlich die Spektralradien o(Cgs) = (4v/5)/49 ~ 0.1825 und o(C) = 2/49 = 0.04082 sowie
die Maximumnormen ||Cgs|lco = 32/49 =~ 0.6531 und ||Cy |0 = 40/49 ~ 0.8163.

Bemerkung 4.4.4 Mit Bezug auf das letzte Beispiel halten wir fest: Ist eine Matrix A strikt dia-
gonaldominant, gilt fiir die Iterationsmatrizen ||Casllco < ||Crllco < 1, es folgt im Allgemeinen
aber nicht o(Cgs) < o(Cy).

Bemerkung 4.4.5 Ebenfalls wire die Schlussfolgerung aus Satz 4.4.1, dass eine Form des Gaul3-

Seidel-Verfahrens genau dann konvergent ist, wenn es die andere ist, falsch. Es gibt Beispiele
regulirer Matrizen, fiir die o(Cqgs) < 1, aber o(Cgs) > 1 bzw. 0(Cgs) < 1, aber o(Cgs) > 1.

Man betrachte dazu folgendes Beispiel.

Beispiel 4.4.6 Gegeben sei die reguldre Matrix

Die zugehorigen Iterationsmatrizen

00
Cos=—(L+D)*R=10 0 0
00

B 0 —2 0
Cos=—(D+R)'L=|-1 -2 0
0 2 0

besitzen die Spektralradien o(Cg) = 0 < 1 sowie o(Cag) = 1+ /3 > 1,d.h. das GauB-Seidel-
Verfahren fiir B = L + D ist konvergent, fiir B = D 4+ R jedoch divergent.

Satz 4.4.7 (Schwaches Zeilensummenkriterium) Ist A € R"*" irreduzibel und erfiillt das
schwache Zeilensummenkriterium, so sind beide Varianten des Gauf3-Seidel-Verfahrens konver-
gent.
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Beweis. Die Wohldefiniertheit von Cgg = —(L + D) Rund Cgg = —(D + R) 'L ist wieder
Klar. Wir betrachten W := Cgg — Al sowie W := Cgg — Al fiir A € C mit |[A| > 1. Durch
Multiplikation mit — (L -+ D) sieht man, dass W genau dann regulir ist, wenn M := R+ L+ \D
regulir ist. Analog folgt durch Multiplikation mit —(D + R), dass % genau dann reguldr ist, wenn
M := L+ AD+ AR es ist. Offensichtlich erben M und M die Irreduzibilitit von A = D+ L+ R.
Ferner erfiillen M und ]Tf das schwache Zeilensummenkriterium, denn es gilt

n j—1 n n

Do dmgel = Y Jagel + Y lagel < A lagel < [Alagsl = [my;]

k=1 k=1 k=j+1 k=1

k#j k#j
sowie

Z || = Z |laji| + Al Z |ajk| < ‘)\|Z|a1k| < |Alaj;| = |my;

=j+1

i) - i)
firj = 1,..., n mitstrikter Ungleichung jeweils fiir mindestens einen Index j. Nach Lemma4.3.8
sind M und M regulidr. Insgesamt erhalten wir wie zuvor o(Cgs) < 1 und Q(CGS) < 1. O

Aufgabe 4.4.8 Man zeige, dass beide Formen des GauB3-Seidel-Verfahrens auch konvergent sind
unter der Annahme, dass A € R™*" irreduzibel ist und das schwache Spaltensummenkriterium
erfiillt.

Beispiel 4.4.9 Es sei A = <Z Z) mit a,b,c,d € C. Die zugehorige Iterationsmatrix zum

Jacobi-Verfahren lautet somit

com e =ty ) (2 )= (5 )

Das charakteristische Polynom hierzu lautet p(\) = \? — -2 und hat Nullstellen A1 o = 4
Entsprechend erhélt man fiir die Gau3-Seidel-Verfahren

_ 1 /d 0\/0 b 0 —u
Cgs=—(L+D)'R= - (_C a) (0 0) = (0 b?d> ,
ad

~ B 1 /d —=b\ /0 0 be
ad \0 a c 0 -2 0

In beiden Fillen lautet das charakteristiscshe Polynom p(\) = A(\ — be/ad) und hat Nullstellen

be
AM =0, X=—.
1 ) 2=
womit
|be] ~ |bc|
o(Cy) =y und o(Cgs) = 0(Cas) = —
|ad| |ad|
gilt. Man beachte ||Cs||1 = ||Cy|lc0c = max{|b/al,|c/d|} sowie
1bl(le] + |d]) |b| max{|c], |d|}
C S U B i A Caslloo =",
ICaslli ad] ; [Casll lad|
~ _ lel(al + (o) |c| max{]al, |b]}
||CGS||1 - |ad| 9 HC HOO - |ad| .
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Wir konnen somit fiir A aus R?*? festhalten: Konvergiert das Jacobi- oder GauB-Seidel-Verfahren,
so konvergiert auch das jeweilige andere. Und im Falle der Konvergenz, konvergiert das Gauf3-
Seidel doppelt so schnell wie das Jacobi-Verfahren. Gilt dies immer, bzw. kann dies ggf. einfach
charakterisiert werden?

Aufgabe 4.4.10 Man nutze das letzte Beispiel, um zu zeigen, dass aus ||Cy||; < 1 im Allgemei-
nen

[Caslli < ICsl <1

nicht folgt. (ZB.a =d =1, b = ¢ = 2/3 in der Matrix von Beispiel 4.4.9 liefert ein Gegenbei-
spiel).

Definition 4.4.11 Eine Matrix A € R™*"™ heiBt nichtnegativ, wenn alle Koeffizienten a;; von A
nichtnegativ sind.

Satz 4.4.12 (von Stein und Rosenberg) Die Iterationsmatrix C'y € R"*™ des Jacobi-Verfahrens
sei nichtnegativ. Dann gilt genau eine der folgenden Aussagen:

i) o(Cy) = 0(Cas) =0
i) o(Cy) = 0(Cas) =1
iii) 0 < o(Cas) < 0(Cy) <1
iv) 1< o(Cy) < o0(Cas)
Beweis. Siehe [Hammerlin/Hoffmann]. O

Die Voraussetzung C'; > 0 ist insbesondere dann erfiillt, wenn die Matrix A positive Diagonal-
elemente und nichtpositive Nichtdiagonalelemente besitzt, d.h. a;; > 0, a;; < 0 fiir i # k. Dieser
Fall liegt auch im folgenden Beispiel vor.

Beispiel 4.4.13
2 -1 0 0 0 5 00
-1 2 -1 0 I (30 30
A= 5 5 J|=¢=-D'C+R)=|] 1ol
0 0 -1 2 00 3 0

Die Iterationsmatrix ist nichtnegativ, o(Cy) = % ~ 0.809 < 1 und somit folgt, dass das
Gaul3-Seidel-Verfahren schneller ist als das Jacobi-Verfahren!

Bemerkung 4.4.14 Dass das Gau3-Seidel- Verfahren nicht immer besser sein muss als das Jacobi-
Verfahren oder aus der Divergenz des Jacobi-Verfahrens nicht auch die Divergenz des GauB-
Seidel- Verfahrens folgen muss, zeigen die folgenden beiden Beispiele.

Beispiel 4.4.15 (Jacobi- immer schlechter als GauB-Seidel-Verfahren?)
i) Die Iterationsmatrizen C'; bzw. Cgg zur Matrix

1

2 =2
1 1
2

_ NN O N

1
1
-1 -2 1
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ii)

lauten
0o -2 2 =2 0o -2 2 =2
|-1 0 -1 0 o 15 10 2 =3 2
Cjy= 9 9 0 -9 bzw. Cgs = (L-I-D) R = 0 0 9 _9
1 2 -1 0 0O 2 -6 4
mit den Spektralradien o(C';) = 0 und o(Cgg) =~ 7.3850.
Die Iterationsmatrizen Cj bzw. Cgg zur Matrix
3 —2 -1 1
111 2 -2 1
A=311 22 2 2
1 -2 1 1
lauten
0o 4 2 =2 0 4 2 =2
1|-3 0 6 -3 B 4, 1|0 =25 —2
CJ—E 3 6 0 —6 bzw. Cgs——(L-l-D) R—G 0 —4 4 _7
-6 12 -6 0 0 —4 4 5

mit den Spektralradien o(Cy) ~ 1.4527 und o(Cgg) ~ 0.9287 < 1.

Bemerkungen 4.4.16 1) Die obigen Iterationsverfahren lieen sich in der Form

i)

2* ) = BB — A)2® + B~ = C2™) + 4

schreiben. Da die Iterationsmatrix C' fiir alle k konstant ist, spricht man von stationiren
Iterationsverfahren.

Das quantitative Verhalten solch stationérer Verfahren lédsst sich durch die Einfiithrung eines
(Relaxations-) Parameters w verbessern:

e* ) = (2™ 4 d) + (1 — w)z® .

Fiir 0 < w < 1 spricht man von einem Unterrelaxationsverfahren und fiir w > 1 von
einem Uberrelaxationsverfahren. Man kann zeigen, dass der optimale Parameter fiir eine
positiv definite Matrix A beim gedimpften Jacobiverfahren

2
Wopt = 3 (DLA) + A (D1 A)

lautet und fiir das iiberrelaxierte Gaul3-Seidel-Verfahren (SOR = successive overrelaxation
method) angewandt auf eine positiv definite Matrix A = L+ D+ L™ ergibt sich der optimale
Parameter zu

2

T 1t V(D A + A (D + 20)D- (D 1 2L A1)

Wopt

Ergebnisse fiir allgemeinere Fille findet man z.B. bei [Niethammer].

Die Bedeutung der oben genannten Iterationsverfahren liegt heute weniger in deren unmit-
telbarem Einsatz zur Losung von Ax = b, sondern auf Grund deren ,,Glattungseigen-
schaften als Beschleuniger anderer moderner Verfahren (vorkonditioniertes konjugiertes
Gradienten—Verfahren, Mehrgitter).
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4.5 ABBRUCH-KRITERIEN

Da ein Iterationsverfahren aufeinanderfolgende Niaherungen der Losung liefert, ist ein praktischer
Test notwendig, um das Verfahren zu stoppen, wenn die gewonnene Approximation genau genug
ist. Da es nicht moglich ist, den Fehler z — ) d.h. den Abstand zur eigentlichen (gesuchten)
Losung, zu bestimmen, miissen andere Quantititen gewonnen werden, die meist auf dem Residu-
um r = b — Ax basieren.

Die hier vorgestellten Verfahren liefern eine Folge (z(?)) von Vektoren die gegen den Vektor z
streben, welcher Losung des linearen Gleichungssystems Az = b ist. Um effizient zu sein, muss
die Methode wissen, wann sie abbrechen soll. Eine gute Methode sollte

i) feststellen, ob der Fehler e® .= x — 2() Klein genug ist,
ii) abbrechen, falls der Fehler nicht weiter kleiner wird oder nur noch sehr langsam, und

iii) den maximalen Aufwand, der zur Iteration verwendet wird, beschrinken.

Das folgende Abbruchkriterium ist eine einfache, aber hiufig geniigende Variante. Man muss hier-
zu die Quantititen maxit, ||b||, tol und wenn moglich auch || A|| (und || A~||) zur Verfiigung stellen.
Dabei ist

e die natiirliche Zahl maxit die maximale Anzahl an moglichen Iterationen des Verfahrens,

e die reelle Zahl || A|| eine Norm von A, (Jede einigermafien verniinftige Approximation des
betragsgrofiten Eintrags in A geniigt schon.)

e die reelle Zahl ||b|| eine Norm von b, (Auch hier geniigt eine einigermaBen verniinftige
Approximation des betragsgrofiten Eintrags in b.)

e die reelle Zahl tol eine Schranke fiir die GroBe des Residuums bzw. des Fehlers.

MATLAB-Beispiel: Beispiel eines verniinftigen Abbruchkriteriums

k = 0;
while 1
k =k + 1;
% Berechne die Approximation x” (k)
% Berechne das Residuum r~ (k) = b - A x7 (k)
% Berechne norm ak = || A » x"(k) ||, norm rk = || r~(k) ||
% und norm b = || b ||
if (k >= maxit) | ( norm rk <= tol » max( norm ak, norm b ) )
break
end
end

Da sich nach einigen Iterationen der Term || Az(*)|| nicht mehr grof indert, braucht man die-
sen nicht immer neu zu bestimmen. Zu bestimmen ist eigentlich [[e®)| = ||[A=%®)| <
|A=1| ||=*)||. Man beachte, dass man || A~ B|| bei den bisherigen Verfahren mit Lemma 3.2.6 zur
Neumannschen-Reihe abschiitzen kann. Es gilt 2(*t1) = B=1(B — A)z®) 4+ B=1p = C2®) + 4
und

BYA=T-BYB-A)=1-C sowie [A'B|=|I-C)"<—

L=Jc|
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4.6 GRADIENTEN—VERFAHREN

Im Folgenden nehmen wir stets an, dass
A e R™™  positiv definit (s.p.d.) ist. (4.6)

Wir ordnen nun dem Gleichungssystem Az = b die Funktion
n 1 T T
f:R*" =R, f(x)::?c Az — bz

zu. Der Gradient von f ist f/(x) = %(A—i— AT)z —b.Da A = AT nach Voraussetzung (4.6), lautet
die Ableitung

f(x) =V f(z)=Azx —b.

Notwendig fiir ein Minimum von f ist das Verschwinden des Gradienten, d.h. Ax = b. Da die
Hesse-Matrix f”(z) = A positiv definit ist, liegt fiir die Losung von Az = b tatsichlich ein
Minimum vor.

Mit arg m]%n f(y) bezeichnen wir denjenigen Wert aus R™, der den Term f minimiert, d.h.
yeR™

f(x) = min f(y), fallsx = arg min f(y).
yeR? yeR?

Idee:
Ar =b <= x =arg min f(y)
yeR?

mit f(y) := %yTAy — Ty, f:R* > R.

Bewiesen haben wir soeben das folgende Lemma.

Lemma 4.6.1 Es sei A € R"*"™ positiv definit, dann gilt

Ar =b <= z =arg min f(y).
yeR?

Alternativer Beweis zu Lemma 4.6.1 . Ein zweiter Beweis folgt aus der Darstellung
1
fx)=f(z")+ i(x — 2T A(x — 2*) mitz* == A~1b. 4.7

Hieraus folgt f(z) > f(x*) fiir x # 2*, d.h. 2* := A~1b ist das eindeutige Minimum von f. Man
beachte dabei, dass (4.7) ein Sonderfall der folgenden Entwicklung von f um einen beliebigen
Wert £ € R™ ist, welche sich durch ausmultiplizieren zeigen lasst:

fl@)=f(Z)+ (A2 —b,x — Z) + %<A(LE —I),r—T)

Folgerung: Man kann also Verfahren zur numerischen Optimierung/Minimierung verwenden.
Der Gradient ist die Richtung des steilsten Anstiegs, also kann man —V f als Abstiegsrichtung
wihlen und entlang dieser Geraden ein Minimum suchen.
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Gradientenverfahren (allgemein):
EsseiQ CR", f:Q — R, xg € Q Startwert, fir k = 1,2,3, ...

1) Bestimmung der Abstiegsrichtung: d, = —V f (xy,)

2) Liniensuche: suche auf der Geraden {xy+tdy : t > 0}NS2 ein Minimum, d.h. bestimme
ap >0 flog + agdy) < f(xg)

Tht1 = T + agedy, -

Daraus folgt f(z) > f(x1) > f(xa) > ...

Fiir die quadratische Funktionen f(x) = %xTAx — bT2 und Q = R™ kann man 1) und 2) leicht
berechnen: Da V f(z) = Az — b, ergibt sich d, = —V f(x) = b — Azxy. Seip € R™\ {0} und
F(\) := f(x + Ap), dann gilt fiir die Liniensuche

F(\) = f(z+\p)
= %(x + Ap, A(x 4+ Ap)) — (b,z + A\p)
= %@, Az) — (b, x) + Xp, Az — b) + %)\2 {p, Ap) (4.8)

= F(@) + Mp. Az —b) + 2 X{p, Ap)

Da p # 0 nach Voraussetzung, folgt (p, Ap) > 0. F ist also eine quadratische Funktion mit
positivem fithrenden Koeffizienten. Somit folgt aus

0= F'(\) = (p, Az — b) + A(p, Ap), 4.9)
dass der Parameter
<pa b— A$>
Aopt(x,p) = ————— 4.10)
pl:2) (p, Ap) (

zu gegebenem Vektor p € R™ \ {0} das Funktional F'(\) := f(z + Ap) minimiert.

Fiir allgemeine Funktionen f wird die Liniensuche angenihert, z.B. mit der Schrittweitenregel
von Armijo.

or(o) = f(ar + ody)

far) +70(V f(2r)) d

F@r) +o(V f(xx)) dy

akzeptierter Bereich

a

Abb. 4.3: Optimale Wahl des Ddampfungsparameters
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Schrittweitenregel von Armijo:
Wihle 8 € (0,1) (zB. 8= 3)und vy € (0,1) (zB.~v € [1073,1072))
Bestimme die groBte Schrittweite o, € {1, 3, 3%, 5%,...} mit

flaw) = flan + opdi) = =0,V f (k)" dy,

d.h.
flar + ordi) < f(xg) + 70,V f(2) " dy .

Formulieren wir nun das Gradientenverfahren mit der optimalen Schrittweite (4.10) in folgendem
Algorithmus.

Algorithmus 4.6.1: Gradientenverfahren: Ax = b

Input: Initial guess x
rg:=b— Axg

Iteration: £ =0,1,...

ap := Arp

Aopt = (Tks k) /[ (Tks Q)

Tha1 = Th + Aopt Tk

Thel 1= Tk — Aopt Ok

Man beachte 7441 =b— Az =b— Az + Aopt k) = Tk — Aopt ATk

Wir untersuchen nun die Konvergenz des Verfahrens fiir quadratische Funktionen. Hierzu bietet
sich die sogenannte Energienorm an

|z||la:=VaTAz, (AeR™™M)

(beachte: alle Normen auf dem R" sind dquivalent).

Lemma 4.6.2 Es sei A € R"™"*"™ positiv definit und x* € R"™ erfiille Ax* = b. Dann gilt

(ri, i) ) .

Ty Arg) (ri, A=)

st — oI < o — 2" (1 -
Beweis. Es gilt

f(@pg1) = f(@r + Aope 1) = %)‘gpt<rk’ Ary) = Xopt(re, i) + f (@)

1 (g (reere)’ — o) — 1 (ry,rx)
2 <T‘k,AT‘k> <T‘k, ATk> 2 <Tk,AT‘k>

= flax) + @.11)
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Fiir die exakte Losung z* von Az = b gilt fir z € R”

flz*) + %Hx —z*|4 = %(w*,A:r*} — (b, z*) + %((x — %), A(z — %))

1 1 1
= §<x*,Aaj*> — (x*,b) + i(x,A@ — (x, Az™) + §<x*,A$*>
= (@, A"~ 8) + 5o, Az) — (2,)

=flx),  dh ez} =2(f(z) - f(z))
also mit (4.11)

|zrir = 2% = 2f (wrs1) = 2f (&%) = 2f (@rg1) — 2f (wn) + [l — 2*|%
T (N
- ka € HA <’I"k,A7"k>
Mit r, = b — Axp = A(z* — x3,) folgt wegen

loe — %1% = llo* — axlh = (=% — ), A(z* — )
= <A_1A(x* — xk),rk> = <7"k7A_17"k>

die Behauptung. O
Frage: Was sagt Lemma 4.6.2 bzgl. der Konvergenz und Kondition aus?

Lemma 4.6.3 (Kantorowitsch-Ungleichung) Es sei A € R"™ "™ positiv definit und x :=
ko(A) := || Allz [|AY|2. Dann gilt fiir alle = € R \ {0}

(x, Az) (x, A" ) < % <\/E+\/F>2

(z, z)?

Beweis. Die Eigenwerte von A seien geordnet gemaf

An

O< A< <...< )\, k= —
A

Da A symmetrisch ist, existiert eine orthonormale Matrix @ mit QT AQ = A = diag ();). Fiir
y = QT x gilt dann

T Azr = 2T QAQ Tz = yT Ay = Z NyZ, aTAT'e =2TQATIQTr = Z A ty?
i=1 =1

sowie 21z = 2T QQTx = yTy, also

(w, Ax) (v, A1) N (XL: )\Zgﬁ) <ZZ: Ailyz'2> _ (Zn: >\i2i> (Zn: A»lzi> (4.12)

(2, 2)? B —

2 n
mit z; 1= ”zlng .Man beachte > z; = 1. Fiir \; < a < )\, folgt
2 i=1

0> (a—M)(a—X) =a?—alA + ) + M

und somit
A A
k

MA+ 28 < (M + M) = +M<M N (B=1,...,n).
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Es gilt nun

)\1/\11 /\1/\n
AtAn Z)\ zﬁ—ZA 2 = ( ) z1+< ” ) .. .+( o /\n> Zn < AMtAn,
d.h.

L M4+ — A
-1, AL T An 7 A
Z)\’ 7z < M,

n
mit A := > \;2;. Somit lésst sich (4.12) abschitzen durch

i=1
(x, Az) (v, A~ ) <) AL+ A, — A
(x,x)? - M
| S —
=:h(\)
Fiir welches A wird nun das Polynom A maximal?
AL+ A, — A A AL+ A 2 AL+ Ay
B\ = - = - A =0 \F =
» V5 VD V5 W V5 W VO W - 2
2
R"(\) = - <0 = \* maximiert h

A An

_ *_()\1+)\ _1 /\1 _1 712
s ) =R == T 1 W \/A1 ‘4 ﬂ*‘“ )

d.h.

O
Satz 4.6.4 Es sei A € R"™"™ positiv definit. Dann gilt fiir das Gradientenverfahren
o~ la < (20 o - o)
Tp—T]|A S P To— 2 ||A
Beweis. Lemma 4.6.2 liefert die Abschétzung
2
_aF2 < s - <Tkrrk> )
o = o < fow = a1 (1= ol
und mit Lemma 4.6.3 ergibt sich
2
2 _ + —1> —4
1_ ) - —4(\/E+\/F) 2:(\/E VK
(ri, Arg) (i, A=) = <\/E+ /—,{71)2
k24 -4 w2241 (k—1)°
T k+2+k T KZ426+1 0 \k+1
U

Bemerkungen 4.6.5 i) Fiir groBe k gilt

/1—1_ K 1 o 1
k+1 w+1 r+1 k+1’
1

also sehr nahe bei 1, d.h. geringe Konvergenzgeschwindigkeit!
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ii) Dies tritt auch schon bei einfachen Beispielen auf:

1 0 0 a
A_<0 a> ,a>>1,b—<0> undx0—<1>

daraus folgt (Ubung).
=p mit p = ——
Yk+1 —Yk a+1

wegen a = ko (A) ist das genau die Rate aus Satz 4.6.4!

iii) Anschaulich sieht man ein ,,Zick—Zack—Verhalten® der Iteration.

4.7 VERFAHREN DER KONJUGIERTEN GRADIENTEN

e entstanden 1952 von Hestenes und Stiefel
e enormer Gewinn an Bedeutung 1971 durch Vorkonditionierung
e gehoren zu den schnellsten Verfahren, werden heute sehr oft verwandt

o fiir die 2D-Standard—Matrix ab Systemgrofie 2000—4000 besser als Gauf} bei zusitzlich
erheblich geringerem Speicherbedarf.

Idee: Vermeide Zick—Zack—Verhalten durch Verwendung von Orthogonalitét bzgl.
(@, y)a=a" Ay,

dies ergibt , konjugierte Gradienten: cg-Verfahren (conjugate gradient)

Bemerkungen 4.7.1

i) Zwei Vektoren x,y € R™ heiflen konjugiert oder A-orthogonal, falls (z,y)4 = 0.

ii) {x1,...,x} paarweise konjugiert, d.h. (x;,x;) 4 = (5Z]||:1:1||124 , i 0G5 e{l,... k}),
impliziert: {x1,...,x} sind linear unabhingig.

iii) Jeder Vektor x € R" besitzt eine eindeutige Entwicklung
n
x =) opdy (4.13)
k=1

beziiglich konjugierter Richtungen {dy, ... ,d,}. Aus (4.13) folgt

(w,di)a =Y o (didi)a = ailld]|
k=1
=ik lldill4
also .
di; A
ap= K (k=1,...,n). (4.14)

 dl Ady,
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iv) Fiir die Losung z* von Ax = b gilt offenbar

o\ dlb
‘o dlAdg;

Lemma 4.7.2 Seien {dy,...,d,} konjugierte Richtungen. Fiir jedes xy € R"™ und

7“]1;7 1dk
df Ady,

Tp = Tp_1+ apdy , ap = rp:=b—Axy (k>1) 4.15)

gilt nach (héchstens) n Schritten x, = A™1b.

Beweis. Aus (4.14), (4.15) folgt fiir 2* = A~1b,

- dFA(z* —x9)  df(b— Awg)
* — ~ d .t ~ — k _ k )
T i) ;ak e MiIt o d{Adk dzAdk

Da dj, zu d;, i # k,konjugiert ist, gilt

k—1 k—1
d{A(aﬁk,1 — 370) = d{A <Z Oéidi) = Z (67 dzAdl =0 y
i=1 i=1 7n’_,/
=0, da i#£k

also
dEA(z* —x9) = dFA(@* — xp_1) + dE Az — x0)
—_—

=0
d{(b — Axkfl) = dg’l“k,1 = Q= Qp, .

O

Bemerkungen 4.7.3 i) rp = b — Az wird als Residuum von Az = b bzgl xj, bezeichnet.

ii) Lemma 4.7.2 besagt, dass das Verfahren ein direktes Verfahren ist, welches nach n Iteratio-
nen konvergiert.
A sparse = O(n?)

(dies ist nicht optimal).
iii) Wie in (4.9) gilt
d
a f($k—1 + )\dk) =A <dk7Adk> + <dk7 (A(Ek—l - b)> )
d.h.

flog) = f(zp—1 + apdy) = {\nelﬂg flop—1 + Xdy) ,

dann ist
(di, (Azgp—1—b))  (rg_1,dk)

Aopt = — - = .
Pt (di, Ady,) (di, Ady,) o

Satz 4.7.4 Seien {dy,...,d,} konjugierte Richtungen und i, (k = 0,...,n—1), die durch (4.15)
definierten Residuen. Dann gilt

r,{dj =0 bzw. ry L U :=span{dy,...,d;} (1<k<n,1<j<k). (4.16)
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Beweis. Nach (4.15) gilt fur k € {1,...,n}
k
T = b— A.’Ek =Tk—-1— OékAdk =TE—2 — ak—lAdk—l — OékAdk = =T — Z OéjAdj .
j=1
Daraus folgt nun fiir 1 < j <k

k
rid; =rid; — > agdf Ad
=1

T T T Tijldj T
:Todj—ajdedeTOdj— dAd]

d]TAdj J
j—1
=l - rofl)dj = Zae d{Adj =0
=1
womit der Satz bewiesen ist. O
Frage: Wie sind nun die dj, und damit erzeugten Teilrdume span{ds, ..., dy} zu wihlen?

Falls 7y # 0 gilt (sonst ist xg schon die gesuchte Losung) setzt man d; = ry.
Fur k = 1,2,3,... verfahren wir wie folgt. Falls 7 7 0 (sonst ist , schon die gesuchte Losung),
gewinnt man formal dj.; mittels des Gram-Schmidtschen-Orthogonalisierungsverfahren aus 7

und den schon bestimmten konjugierten Richtungen dy, . .., d, d.h.
5 (i, Ady)
dpy1 =1 — Y 204, 4.17
k+l = Tk Z<dj7Adj>J 4.17)
7j=1

Aufgabe 4.7.5 Man zeige induktiv, dass die so erzeugten A-orthogonalen Richtungen
diy1 & span{ro,...,7x_1} und diy1 € span{rg,...,rp}
erfiillen fir 0 < k <n — 1 mitr; # 0.
Damit das ganze Verfahren effizient wird, benotigen wir noch folgende Eigenschaft
Ady, € Ugyq :=span{dy,...,dps1} = span{ro,..., 7},

wenn 7, # 0 gilt. Denn daraus ergibt sich (1, Ad;) = 0 fiir 1 < j < k — 1 und (4.17) verkiirzt
sich zu

(ry, Ady,)
dps1 =11 — ———tdy . 4.18
k+1 = Tk (e, Ady) (4.18)
—_———
=Br41
(Beweis: Aus der Definition von rp = 7,1 — apAdy folgt sofort Ady € {rg,...,r}, da

rp—1 € Ug_q und oy # 0 gilt. Die Gleichheit von Uy, und {rg,...,r;} ergibt sich aus Aufga-
be4.75)

.. . . . rT d
Fiir den Algorithmus schreiben wir nur noch ay, B um: ap = = * und

dTAdy,

T T T
T]gfldk =Tp—1Tk—1 — ﬂk kaldk—l also
=0
T
_ Tk—1Tk—1

= 4.19
ay dT Ad; (4.19)
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und wegen akrkTAdk = (rg—1 — ) Try = _7’1{7”6
T T T
r, Ady, LTk Tk Tk
R @20
dk Ad,, Ozkdk Adj, Th_1Tk—1

Bemerkung 4.7.6 Die Ausdriicke (4.19), (4.20) haben sich als numerisch stabiler und
Speicherplatz-optimal herausgestellt.

Algorithmus 4.7.1: Konjugiertes Gradientenverfahren (cg-Verfahren): Az = b

Input: Initial guess xg
ro:=b— Axg
po == (ro,70)
di =17y
Iteration: £k =1,2,... as long as k<n and r; #0
ay, := Ady,
o = pr—1/ {dk, ax)
Ty = Tp_1 + o dp.
TE = Tp_1 — Q) Ak
Pk = (Tk, Tk)

— Pk
di+1 =1 + yore dy,

Satz 4.7.7 Es sei A positiv definit. Fiir das cg-Verfahren gilt folgende Abschiitzung

\/E_l g *
) e~

Jo* - aula <2 (
Beweis. Der Beweis gliedert sich in 4 Schritte. Es sei e, := z* — xy,.
(1) Zuerst zeigt man induktiv, dass Polynome p, € Py, k = 0,...,n — 1, existieren mit

€ = pk(A)eo y pk(O) =1. (4.21)

k=0: Klar!
k—1=k:  Aus der Definition (4.15) folgt

Oékdk; =T — Tk—1 = x5 — Th—1 — (LL‘* — xk) = €k—1 — €L, bzw. € = €Cp_1 — Oékdk .
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Mit (4.18) ergibt sich nun
1

Ap—1

dy = 1p—1 — Brdp—1 = b— Axp_1 — By

(ep—2 — €x—1)

= A(z" —xp_1) + B
a

(€r—1 — €er—2)

= < L I+A) €p—1 — k €L_9
Qap—1 Qg1
g { ( B I+ A> Pr-1(A) — ﬂPk—2(A) }60 ;
(77 ] O

=:Gx(A) , Gr€Px

also

er = er1 — apdy 2 pr—1(A)eg — ardy
= [pr-1(A) — axqr(A)] eo

=:pi(A)

(2) Nun zeigt man, dass fiir alle g € P, mit g, (0) = 1 die Ungleichung ||ex||a < |lqx(A)eo||a
gilt.

Zuerst halten wir r, = b — Az, = A(z* — xy) = Aey, fest. Des Weiteren gilt

lerlls = ef Aex = r{ ey

k—1
= r{ er + Zajrj fiir beliebige oq,...,0,_1 € R (T']T Tk = Ojk)
Jj=0
k—1
=l | ep+ ZajAej
Jj=0

k—1
= (Aep)” | pr(4) + Z 0;jAp;(A) | eo.
§=0

Sei g, € Py mit g;(0) = 1 beliebig. Da die {po, ..., pr_1} linear unabhingig sind, folgt
aus der letzten Umformung, dass es eindeutig bestimmte oy, . .., 0% _1 existieren mit

k—1
ar(t) = pr(t) + Y 5tp;(t) .
=0

Mit o; = o; und der Ungleichung von Cauchy-Schwarz folgt also
1 1
ekl = (ex, Aqr(A)eq) = (AZex, AZgi(A)eo)
csU 1
< Azl - A2 gr(A)eoll = llexlla - llgr(A)eolla -
Wir haben somit gezeigt, dass
Hek||A < qu<A)€0||A fir alle g € Pg,qr(0) =1 4.22)

gilt.
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(3) Die Eigenwerte von A seien 0 < Apin = A1 < ... < Ay = Amax. Es gelte A = QAQT
mit QQT = QTQ = I'und A = diag()\y, ..., \,). Beachtet man q;(A4) = qx(QAQT) =
Qqr(N)QT, so schitzt man wie folgt ab

lae(A)eolls = €5 Q ar(A) QTQAQTQ (M) QT e = € Q qi(A) A qi(A) QT eq (4.23)

2
< A PARVA A T < ( A > TA ,
e e QAT = (e ) o

d.h. es gilt
A < - Inax M.
gk (A)eolla < |leolla Ae[AiAn] k(M)

(4) Man sucht nun Polynome py, die die rechte Seite minimieren. Man kann zeigen, dass die
Tschebyscheff-Polynome T}, : R — R (k= 0,1, ...) definiert als

v+ -

2
auf [—1, 1] folgende Eigenschaften haben

T,(1) =1, [Th(z)| <1 V—-1<z<1

und minimal bzgl. || - ||« unter allen Polynomen p € P mit p(1) = 1 sind (siche Aufga-
be 4.7.9). Gesucht ist nun eine Transformation, die [Amin, Amax] auf [—1, 1] abbildet. Somit
ist Ty(2) := T}, (W) minimal bzgl. || - ||oc auf [Amin, Amax] unter allen Polyno-

men aus p € Py mit p(Apax) = 1. Man wihlt also

)\max + )\min -2z >\max + >\min
qk(Z) o Tk ( )\min - )\max ) /Tk <>\min - )\max>
auf [0, Apax] 5 qx(0) = 1.
Daraus folgt

. 1
min ~ max |gx(N)] <
a1 (0)=1 A€[A 1. 0] ‘ (/\mder/\min)‘

und

Tk: <)\max + >\min> ‘ _

)\min - )\max

mitz:z—ﬂ,also
k+1 K24+2k+1—-Kr24+2k—1
2_1=
z+Vz n—1+\/ (h—1)?

L - _ (VE+1)> WVE+1
SR = e e T Ve

Bemerkung 4.7.8 Im letzten Beweis wurde unter (3) (siehe (4.23)) gezeigt, dass

A < A
lae(Ayeolla < _maxJa(3)] eolla

gilt. Daraus folgt sofort, dass das cg-Verfahren nach m-Schritten terminiert, wenn das Spektrum
von A nur m verschiedene Eigenwerte besitzt.

Numerik I, 17. Oktober 2014



88 Kapitel 4: Iterative Losung linearer Gleichungssysteme

Aufgabe 4.7.9 (Tschebyscheff-Polynome) Die Tschebyscheff-Polynome 7T,, sind orthogonal
beziiglich des Skalarprodukts

1
f(x)g(x)
(f 9 )w = / %dl’
-1 Vl—-z
und werden standardisiert durch T},(1) = 1.
Man zeige, dass die T'schebyscheff-Polynome folgende Eigenschaften besitzen:

(¢) Sie haben stets ganzzahlige Koeffizienten

(i) Der hochste Koeffizient von T}, ist a,, = 2" !
(#9i) T, ist stets eine gerade Funktion, falls n gerade und eine ungerade, falls n ungerade ist
(iv) To(1) =1, Ta(=1) = (=1)"

(v) |Tp(x)] < 1firz e [—1,1]

(vi) Die Nullstellen von T, (z) sind

2k — 1
wk::cos< 7r>, (k=1,...,n)

2n
(vit)
cos(k - arccos(x)), -1<x<1;
Ti(z) = cosh(k - arcosh(x)), x> 1;

(=1)k cosh(k - arcosh(—z)), = < —1.

(viii) Die Tschebyscheff-Polynome besitzen die globale Darstellung

Tk(ﬂc)—l[(x—kvzﬁ—l)k—k(x— x2—1>k}, wobei = € R

2

(iz) |T,(x)| nimmt seinen maximalen Wert im Intervall [—1, 1] an den sogenannten
Tschebyscheff-Abszissen Ty, = cos(™) fiir k = 0,...,7n an, dh.

n

|Tn(x)|:1<:>xsz:cos(k—7r> , k=0,...,n.
n

(x) Fiir x € R erfiillen die Tschebyscheff-Polynome die folgende Drei-Term-Rekursion

T()(CL’) = 1, Tl(x) =, Tk(:r) = 2$T]€,1(5[3) - kag(x), k 2 2

Erginzend seien fiir n = 0, ..., 5 die T, explizit angegeben und diese grafisch dargestellt:
Ty =1 Ty = 423 — 3z
Ty =x Ty =8z — 8% +1

Ty=22>-1 Ty =162" — 202° + 5z

Numerik I, 17. Oktober 2014



Abschnitt 4.8: Priakonditionierung, das pcg-Verfahren

&9

\—\7\ ‘-

- it \-.-__-’ st ,\, ‘
L L
0 1

-

‘~, N o=
C1 s N v T «--

Abb. 4.4: Die Tschebyscheff-Polynome 77, ...,7y

4.8 PRAKONDITIONIERUNG, DAS PCG-VERFAHREN

Die Abschitzung der Konvergenzgeschwindigkeit des cg-Verfahrens hiangt gemall Satz 4.7.7 mo-
noton von der Kondition x der Matrix A ab. Ziel dieses Abschnittes ist es daher, das Problem
Az = b so zu transformieren, dass die enstehende Matrix moglichst ,,gut konditioniert® (d.h. x
moglichst klein) ist.

Idee: Betrachte anstatt

Ax = bmit As.p.d. (4.24)

Az =bmit A= P~3AP~% .= Pozundb = P2 (4.25)
mit einer symmetrischen, positiv definiten Matrix P € R"*", der sog. Priakonditionierer, und
wende hierauf das cg-Verfahren an. Beachtet man, dass

Fe=b— Az, = P 3b— P 2 AP 3P3z), = P~3(b— Axy,) = P31y,
gilt und setzt
1 - 1
T = P2x; sowie dy, = P2dy,,
so erhélt man

_ (Pkodp) (reodi) _
T Ady) T (di Adyy — RO

_ _ _ 7 1 1
Tp+1 = T + apdy, = P2xp + ap P2dy = Tpi1 = Tk + apdy

__ 1 1
Tkl = Tk — apAd, = P 2r, — o, P 2Ad, = Th41 = Tk — o Ady,

7 _ (Prt1, Ady) -
d = — Td
k41 = Tht1 0, Ady) k

(P~ rgq1, Ady)
(dy, Ady,)
Insgesamt ergibt sich folgendes pcg-Verfahren.

(P rpq, Ady)

dy = dgs1 =P g — (e, Ady) d .

1
=P 2rpq —
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Algorithmus 4.8.1: Prikonditioniertes Konjugiertes Gradientenverfahren (pcg-Verfahren)

Input: Initial guess xo

rg :=b— Axg

dop :== P rg

po = (do,70)

Iteration: £k =1,2,... as long as k<n and r; #0

ay = Ady,

R Pk
Yk = {dyan)

Tyl = Tp + Qg dg

Tk+1 =Tk — O aQf
R Pfl

Qk+1 = Tk+1

Pk+1 7= (Qhs15 Tht1)

— Pk
dt1 = Qo1 + S dy,

Pro Iterationsschritt benotigt dieser Algorithmus gegeniiber dem cg-Verfahren nur eine Multi-
plikation mit der Matrix P~ mehr. Doch dieser zusitzliche Aufwand rentiert sich, sofern sich
die Kondition #(A) der Matrix A = P 2AP 2 gegeniiber der Konditionszahl x(A) des nicht
prakonditionierten Systems ,,verbessert”, d.h. sie nimmt ab.

Beispiel 4.8.1 Eine sehr einfache, aber haufig schon wirkungsvolle Vorkonditionierung einer
s.p.d. Matrix A mit nichtverschwindenden Diagonalelementen liefert die Wahl P~ := D!, also
der Inversen der Diagonale von A. Man spricht in diesem Fall von diagonaler Prikonditionierung.

Bemerkung 4.8.2 Es ist klar, dass die Wahl des Prikonditionierers P elementar von den Eigen-
schaften der Matrix A abhingt. Die Wahl eines geeigneten Priikonditionierers ist daher oft nicht
leicht. Hat man aber einen gefunden, so erhoht sich die Konvergenzgeschwindigkeit betrdchtlich,
was besonders fiir groBe lineare Gleichungssysteme von Bedeutung ist.
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AUSGLEICHSPROBLEME

Motivation Gesucht ist eine Gerade g(x) = ma + b, deren y-Werte den kleinsten Quadratsum-
menabstand zu den vorgegebenen Daten (LL'Z', f (:c,)) haben, die sogenannte Ausgleichsgerade. Die
geometrische Veranschaulichung dazu ist in der nachfolgenden Abbildung dargestellt.

s----------0

O----

Abb. 5.1: Die Ausgleichsgerade, die die Quadratsumme der Abstinde minimiert

5.1 DIE METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE

GemilB obiger Motivation gilt es zu gegebenen Punktepaaren (x4, f1), (22, f2), ..., (Tn, fn) die
in der Geradengleichung g(z) = max + b freien Parameter m und b so zu bestimmen, dass gilt

F(m,b) =Y (g(z;) - fi)* — min,

=1

oder in alternativer Formulierung

b 2
min A< > — d' ,
(b,m)€ER? m 2
wobei wir nachfolgende Definitionen verwenden
lay fi
A= |, d=1] :
1z, In

Hierzu bilden wir alle partiellen Ableitungen bzgl. m und b, woraus sich dann die kritischen Punkte
der Funktion F'(m,b) wie folgt berechnen

0 8F) T.
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Im vorliegenden Fall erhalten wir damit

B - !
B . !
o, L m,b) = 2> (mai+b—fi) -z = 0.

i=1

Diese beiden Bestimmungsgleichungen konnen auch wie folgt geschrieben werden
1T<A<b> —d) =0
m
b
mT(A< ) ~d) = o,
m

wobei 1 = (1,..., 1) € R"und z = (z1,...,7,) € R" seien.
Es gilt also

VE(m,b)=0 = 1T(A<b> —d) =0

m

xT(A(:J ~d) =o.

Zusammengefasst folgt fiir potentielle Minimalstellen

(A<:;> ~d) = ( 8 > & | ATA(D) = ATd

Bemerkung 5.1.1 Falls in einem linearen Gleichungssystem die Anzahl der Gleichungen die der
Unbekannten iibersteigen sollte (wie es im vorliegenden Fall bei Ax = d ist), so nennen wir
das System iiberbestimmt und konnen es in der Regel nicht exakt 16sen. Deshalb betrachten wir
sinnvollerweise das Ausgleichsproblem der Gaufischen Normalengleichung

AT Az = ATd (5.1

T

T

1z,

und erhalten dafiir genau dann eine eindeutige Losung, falls A vollen Rang besitzt.

Bemerkung 5.1.2 Als einfiihrendes Beispiel haben wir uns auf die Betrachtung von linear un-
abhingigen Basisvektoren des Py in der Darstellung von g beschrinkt, d.h. 1, x. Als Néchstes
werden wir zu allgemeineren Funktionen in der Funktionsvorschrift von g iibergehen, wie etwa

g(xz) = aexp(z) + bexp(—x) + clog(z).
Damit erhalten wir folgendes Minimierungsproblem bei bekannten Daten (x;, f;) (i =1,...,n)
R 2
Z (9(x;) — f;)" — min,
i=1
welches wir vollig analog zu obigem Verfahren als Normalengleichung in der Form
a e’ e logx h
ATA| b | = ATd, mit A= : : : und d =
c

n on log xn f'IL

e e
interpretieren konnen. Je komplexer also die Funktionsvorschrift von g, desto aufwendiger wird
auch das Losen der Gau3schen Normalengleichung (5.1). Im Folgenden werden wir ein Verfahren

bereitstellen, das eine numerisch stabile und effiziente Losung des Ausgleichsproblems garantiert.
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5.2 DIE QR-ZERLEGUNG

Definition 5.2.1 Eine quadratische Matrix A € R™*™ heiit orthogonal, falls gilt:
AAT = ATA=1T.

Weiterhin bezeichne ||z|| die vom Euklidschen Skalarprodukt im R™ induzierte Norm in der Form

Dariiber hinaus halten wir noch fest, dass orthogonale Abbildungen stets langen- und winkeltreu
sind, dass also gilt

1Qz]* = (Q2)" Qz = 2" QT Qu = 2Tz = |l2|*, dh. Qx| = |«].

Motivation Zur Losung des Minimierungsproblems mingcg» || Az — b||? setzen wir voraus, dass
zu A e R™" (rg A = n < m) stets eine Zerlegung A = QR existiert, wobei () € R"™*™
orthogonal ist und R € R™*" folgende Gestalt besitzt

R stellt dabei eine reguldre obere Dreiecksmatrix dar. Damit konnen wir unser bisheriges Mini-
mierungsproblem wie folgt modifizieren (beachte die Faktorisierung A = QR):

|Az —b|> = min < ||QT(Az —b)|> = min < ||Rz — QTb||> = min,

hierbei weisen wir vor allen Dingen auf die Gestalt von R hin, als

* ok X
x ok b

Rx = « | = ! =Q%
0 by

Dieser Faktorisierungsansatz fiihrt uns nun zu folgenden Fragen:
e Zu welchen Matrizen A € R™*" existiert eine derartige QR-Zerlegung?

e Wie bestimmen wir eine solche Zerlegung moglichst effizient?

Satz 5.2.2 Zu jeder Matrix A € R"™*™ mit Maximalrang n < m existiert eine orthogonale Matrix
Q € R™ ™ derart, dass

R\ -~
A=QR mitR:<O>,ReRW”

gilt, wobei R eine regulire obere Dreiecksmatrix darstellt.
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Beweis. Der Kern des Beweises liegt in der Verwendung von orthogonalen Drehmatrizen der Form

p—te Spalte
q—te Spalte

| (52)
cos @ sin © p—te Zeile

Up,q;p) =
. q—te Zeile
—sing cos Vit

0 1

Die Orthogonalitit von U (p, g; ¢) ergibt sich unmittelbar, denn es gilt U™ (p, q; ) - U(p, q; ) = 1.
Das Produkt U7 (p, q; ) - A liefert dagegen fiir j = 1,...,n

£ 2
H H
0 0
N 2
& &
a e 1n
1 0
ap-1,1 e ap—1,n
(p1 COS P — Qg1 SINY  “++  (pp COS Y — Qgn SIN Y
cos —sing Gp+1,1 Gp+1n
.A = . .
sin ¢ Cos ¢ Qg—1,1 e Gg—1n
Gp1 SN Y + A1 COSE -+ App SN Y + Qgp COS Y
0 1 Qq+1,1 e Qq+1,n
am1 T Qmn

Demzufolge werden die Zeilen p und ¢ von A durch Linearkombinationen der cos- und sin-Terme

ersetzt.
Die sukzessive Multiplikation der Matrix A von links mit Rotationsmatrizen U (p, ¢; ¢) (¢ dabei

so gewihlt, dass Ziqp = 0) mit den Rotationsindexpaaren
(1,2),(1,3),...,(1,m),(2,3),(2,4),...,(2,m),(3,4),...,(n,m)

eliminiert dann die Matrixelemente as1,asi, ..., amn. Sukzessive werden dabei unterhalb des
Diagonalelements Nullen erzeugt. Nach £ := %n(2m — n — 1) Transformationsschritten gilt
dann A = QR mit

U - ufurA=QTA=R oder A=QR.

Da die orthogonale Matrix () regulir ist, ist der Rang von A und der Rang von R gleich n und

folglich ist die Rechtecksdreiecksmatrix R regulir, da A nach Voraussetzung Maximalrang hat.
O
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Der soeben erbrachte Existenzbeweis ist rein konstruktiv und liefert damit eine erste Moglichkeit
eine Zerlegung Q) R zu bestimmen. Wir unterscheiden die folgenden beiden Vorgehensweisen:

e Givens'-Rotation

e Householder®-Spiegelung

5.3 Givens-ROTATIONEN

Es bezeichne im Folgenden stets ¢ = cos ¢ und s = sin ¢. Die Grundidee der Givens-Rotation
besteht darin, durch die Multiplikation mit einer geeigneten orthogonalen (Dreh-)Matrix einen
Vektor x € R so zu drehen, dass moglichst viele seiner Komponenten verschwinden.

Im Falle (a,b) € R? werden wir also ¢, s € R so bestimmen, dass gilt

c —s a\ [
s ¢ b ) \0)°
Setzen wir zuerst a, b # 0 voraus. Wir erhalten damit folgende Gleichung
as = —bc (5.3)

und mit s + ¢? = 1 gilt

r? = (ac — bs)? = a*c® — abes — abes + b2s? @D 0262 4 26% + 22 + 1252 = o + b2 .

Weiter ergibt sich fiir a # 0

1 b
ac—bs=r=c=—-(r+bs) = as+—(r+bs)=0
a a

& d’s+br4+b’s=0
& br=—(a>+b%)s
—br  (r?=a+p?) —b

ST r
Und damit erhalten wir dann auch fiir b # 0
a a
—bc=as = c=—-s=—.
b r

Offen ist noch die Wahl des Vorzeichens des Vorzeichens r = ++v/a? + b2. Setzen wir 1 =
sign(a)va? + b2, so folgt ¢ > 0, falls @ # 0, und fiir a = 0 setzen wir ¢ = O und s = 1.
Somit sind auch s und c fiir die anderen Spezialfille b = 0 und @ = b = 0 wohldefiniert. Damit

T T

gilt (obwohl der Winkel bisher gar nicht explizit genannt wurde) ¢ € (-7, 5] und somit ldsst sich
cos  eindeutig aus sin ¢ mit cos ¢ = y/1 — sin? ¢ bestimmen.

Seien p und ¢ zwei Zeilenindizes von A. Zur Eliminierung des Matrixelements a,; gehen wir
daher wie folgt vor:

|ap;|
)
/ 2 2
Ap; + @yj

— sign(ap;) aq;

Falls  ap,; #0: cosp =

singp = )
/2 2
apj+aqj
ap;j =0: cosp = 0, sinp=1.

!'Givens, W.
2Householder, A.
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Da sich cos ¢ aus sin ¢ bestimmen lédsst, ermoglicht das Verfahren eine effiziente Speicherung,

denn es geniigt sin  an den entsprechenden freiwerdenden Stellen in A abzulegen:

(1)

(2)

(0) (0) a1 o A1 a1 o
Ay A1n sin a1 a%) agln) sin a1 a%)
0 0 0 . b3
A = %’&; %3; a%’é‘; - | a%c%
Ay Ay Ay Aqp Qg
) 0) : : 5
a,, Amn
! a£2)1 ag)(”]n)z afg%
3 3 m—1 m—1
N AT R S
sin oy aé} aé,} sin 91 aég) a‘én)
Sin - 2) (2) . 2) (2)
$31  dgg asp, S @31 a3y azp,
~ sin 3) (3) : ©) ®3) ~
P41 Ay Ayp, SI P41 Ay Ay
: : N ”Q“
aly) al), singmi al ) ali

=)

Die QR-Zerlegung liefert also @) R in kompakter Form, gespeichert in A.
Der Aufwand dieser Vorgehensweise liegt bei ungefihr O(n?) Operationen.

Bemerkung 5.3.1 Die Multiplikation eines gegebenen Vektors x € R™ mit der Drehmatrix
U(p, q; ) ist dquivalent zur Drehung von x um einen Winkel ¢ entgegen dem Uhrzeigersinn in
der Koordinatenebene. Vergleiche hierzu die nachfolgende Abbildung, die diesen geometrischen

Sachverhalt verdeutlicht:

Numerik I, 17. Oktober 2014

A

P

Abb. 5.2: Drehung um einen Winkel ¢ in der Ebene



Abschnitt 5.4: Update einer QR-Zerlegung

MATLAB-Funktion: GivensRotMat.m

| function rot = GivensRotMat(ap,aq)
> if ap == 0

3 s = 1; ¢
4 else

5 dist2 = sqgrt(ap”2+aq”2);
6 c = abs(ap)/dist2;

=0;

7 s = -sign(ap)+aq/dist2;
8§ end
9 rot = [¢,s;-8,C];

MATLAB-Funktion: Givens.m

| function [Q,A] = Givens(A)
Q = eye(size(A,1l));

3 for j=l:size(A,2)

4 for i=j+l:size(A,1)

w N

5 rot = GivensRotMat(A(j,Jj),A(i,J));

6 A([j,1il1,j:end) = rot’ x A([J,1i],]j:end);
7 Q(:,[3,1]1) = Q(:,[3,1]) » rot;

8 end

9 A(j+l:end,j) = 0;

10 end

MATLAB-Beispiel:

Alternativ zu der Matlab-Funktion >> A = [1,2;3,4;5,6];
gr konnen wir auch die Routine > [Q,R] = Givens(A);
Givens verwenden, die eine QR- >~ 2*R

Zerlegung, wie oben diskutiert, be- ans =
gung 1.0000  2.0000

rechnet. 3.0000 4.0000
5.0000 6.0000

5.4 UPDATE EINER QR-ZERLEGUNG

Bei verschiedenen numerischen Verfahren miissen wiederholt () R-Zerlegungen bestimmt wer-
den, wobei sich die Matrizen nur wenig voneinander unterscheiden. Dies ist z.B. der Fall beim
Broyden-Verfahren (siche Numerik II, nichtlineare Gleichungen).
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Sei die Zerlegung A, = QR gegeben und die QR-Zerlegung von Ay, = Ap + st’ zu be-
stimmen. Wir werden zeigen, dass anstatt jeweils O(n3) Operationen fiir eine vollstindige Q R-
Zerlegung zu verwenden, fiir jeden einzelnen Updateschritt O(n?) Operationen geniigen.

Wir benétigen noch einige Hilfsmittel, um diese Aussage zu zeigen.

Definition 5.4.1 (Hessenberg-Matrix) Eine Matrix A € R"*™ der Form

* e .. .. *
*

A=1o ,
0o --- 0 * %

d.h.a;; = 0 fiiri — j > 2, wird obere Hessenberg-Matrizen genannt. Gilt a;; = 0 fiirj —i > 2,
so hat die Matrix A untere Hessenberg-Gestalt.

Lemma 5.4.2 Es seien u,v € R" und R € R"*"™ eine obere Dreiecksmatrix. Dann benitigt man
n — 2 Givens-Rotationen, um R + uv” auf obere Hessenberg-Gestalt zu transformieren.

Beweis. Multipliziert man R sukzessive von links mit Drehmatrizen U7 (p, q) (siehe (5.2)) zu
Indexpaaren (n,n — 1), ..., (4,3),3,2) so hat QR obere Hessenberg-Gestalt, wobei () :=

U3y - - - Uy, p—1 ist. Dabei lassen sich die Drehmatrizen so wihlen, dass Qu = (x,%,0, ... ,O)T
gilt. Beachtet man nun, dass (Qu)v” und somit auch Q(R + uv™) obere Hessenberg-Form hat, so
ist die Aussage bewiesen. O

Bemerkung 5.4.3 Beachtet man, dass sich jede Givens-Rotation angewandt auf A € R™*" durch
O(n) Operationen realisieren lisst, so geniigen O(n?) Operationen um eine orthogonale Matrix
@ und eine Hessenberg-Matrix H mit QH = R + uv” zu bestimmen.

Bemerkung 5.4.4 Es geniigen n — 1 Givens-Rotation um eine Hessenberg-Matrix A € R™*™ auf
Dreiecksgestalt zu transformieren.

Kommen wir nun zu unserer urspriinglichen Fragestellung zuriick, d.h. der effizienten Update-
Berechnung. Der Ansatz

Apr1 = Qui1Rir1 = Qu(Ry + wol) = Ay + Quuv’ = Ay, + stT
liefert v =t und s = Qu bzw. u = {s. Das Update besteht nun aus zwei Schritten.

1. Mittels n — 2 Givens-Rotationen wird R, + uv” auf eine obere Hessenbergform ge-
bracht, d.h. wir bestimmen eine orthogonale Matrix @}, 1 und eine Hessenberg-Matrix
Hk+1 mit Q;€+1Hk+1 = Ry + w! = Ry + (QES)tT.

2. Mittels n — 1 Givens-Rotationen wird diese obere Hessenbergform zur neuen Matrix
Ry41 transformiert, d.h. wir bestimmen eine orthogonale Matrix Q’k’ 1 und eine obere
Dreiecksmatrix Ry mit Q) 41 Bk+1 = Hpy1. Die Matrix Q41 ergibt sich dann als
Produkt Q. - Q) - Q)41
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MATLAB-Funktion: QR2Hessenberg.m

| function [Q,R] = QOR2Hessenberg(Q,R,s,t)
2 % computes QH-decomposition of Q(R+sxt), H upper Hessenberg form

3 for j=size(R,1):-1:3

4 rot = GivensRotMat(s(j),s(j-1));

5 s([J,3-11) = rot *» s([J,3-11);

6 Q(:,[3,3-11) = Q(=,[3,3-11) * rot’;
7 R([J,3-11,:) = rot * R([J,J-11,:);

8 end

9 R(1:2,:) = R(1l:2,:)+ s(l:2) = t’;

MATLAB-Funktion: GivensHessenberg.m

| function [Q,H] = GivensHessenberg(Q,H)

2 % computes QR-decomposition of QOH, H Hessenberg matrix
3 for j=l:min(size(H,1l)-1,size(H,2))

4 rot = GivensRotMat(H(j+1,1),H(j,1));

S H([Jj+1,3],j:end) = rot % H([J+1,]],J:end);

6 Q(:,[3+1,31) = Q(=,[3+1,3]) » rot’;

7 H(j+1,3) = 0;
8 end

Ein einfaches Beispiel zeigt, dass
man das O(n?)-Verhalten des Up-
dates auch im Vergleich zur op-
timierten Matlab-Routine gr sieht
und nutzen kann. Verdoppelt man
z.B. n auf n = 4000 im nebenste-
henden Listing, so benotigt das Up-
date nur 22 = 4-mal linger, die in-
terne Funktion jedoch 23 = 8-mal.
Testen Sie es einmal!

MATLAB-Beispiel:

>> n = 2000;

>> A=rand(n); s=rand(n,l); t=rand(n,l);
> An = A+ s x t';

>> [Q,R] = qr(a);

>> tic

>> [Qtmp,H] = QR2Hessenberg(Q,R,Q’'xs,t);
>> [0On,Rn] = GivensHessenberg(Qtmp,H);
>> toc

Elapsed time is 1.078000 seconds.
>> tic, [0On,Rn] = gr(An); toc
Elapsed time is 5.766000 seconds.
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5.5 Householder-SPIEGELUNGEN

Definition 5.5.1 Seiw € R™. Die n X n- Matrix

wa

P=1-2—— 5.4
wlw
wird als Householder-Transformation und w als Householder-Vektor bezeichnet.
Satz 5.5.2 Eine Householder-Transformation P = I — 2(ww’)/(w”w) ist symmetrisch und or-
thogonal, d.h. P~ = PT.

Beweis. Da ww! symmetrisch ist ((wa)T = wa) , folgt

Des Weiteren ergibt sich

ppr— (1 waT I 2wa I waT B 2wa +4wawa
wlw wlw wlw  “wlw (WTw)?
und mit ww’ ww” = (Ww) (ww’) somit die Behauptung. O

Betrachten wir nun folgende Frage: Sei x € R™. Wie miisste ein w € R" aussehen, so dass
Pz = ae; gelte (e € R, e; erster kanonischer Einheitsvektor)?
. T !
Mit Pz =z — 2%—x = 2 — \w = ae; folgt w € span{z — e }.
Wir setzen nun w = x — «eq in Px = aeq ein und erhalten

x (1 (x — aeq) x) N (x —aer)' x

w
Pr=z—-2—w= el = aeq .
wlw |z — ceq||? |z — ceq?

Damit in der letzten Gleichung der Faktor vor = verschwindet, muss
2(x — aey)

1= o (z—ae)l(z—ae)) = 2272 — 2021 & a = +VaTx

|z — aeq||?

gelten.

Wie ist nun das Vorzeichen zu wihlen, o = +vxTz ? Die Wahl a = ||x||2 hat die schone Ei-
genschaft, dass Px ein positives Vielfaches von e; ist. Aber das Rezept ist gefahrlich, wenn x
anndhernd ein positives Vielfaches von e ist, da Ausloschungen auftreten konnen. Berechnet man
w1 mittels wy = a1 — ||z||2 treten fiir z; < 0 keine Ausloschungen auf und mit der Umformung

of — ||zl _ —(@5+... +27)
r1 + |72 r1 + [z

wr =1 — |zf]2 =

treten auch fir x; > 0 keine Ausloschungen auf. Man beachte auferdem (wo,...w,) =

(.1’2, e ,.Z'n>.
Normiert man den Vektor w so, dass w; = 1 gilt, d.h.

wi= 2 mite? = lz|]*  (wle; = 1),
r1 —«
dann folgt
o — (x —aey) T (z — ae) _ lz]|? = 202" e; + a? _ 2a(v — x1) _ 2a
(r1 —a)? (z1 —a)? (1 —a)? a—xp
Des Weiteren bleibt festzuhalten, dass bei der Speicherung der Matrix P = I — 2(ww?)/(ww),
P € R™™ auch nur der Vektor (ws,...,wy,)" zu beriicksichtigen ist, der sich auf den n — 1

freigewordenen Eintragen speichern lésst.
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Zu gegebenem r € R" berechnet die Funktion ein w € R” mit w(l) =1
und f€R, so dass P =1, — fww! orthogonal ist und Pz = |z[2e;.

Algorithmus 5.5.1: Berechnung Householder-Vektor:

function: [w, §] = housevector(z)
n = length(z)
o=x(2:n)"2(2:n)

N 1
a [a:(Z : n)]
if 0=0
5=0
else
p=+z(1)?+0o
if z(1) <0
w(1) = (1) —
else
w(l) = —o/(z(1) + )
end
B =2w(1)?/(0 +w(1)?)
w=w/w(l)
end

16

MATLAB-Funktion: Householder Vektor.m

function [v,beta] = HouseholderVector(x)
n = length(x);
if n>1
sigma = x(2:end)’*x(2:end);
if sigma==
beta = 0;
else
mu = sqrt(x(l) 2+sigma);
if x(1)<=0
tmp = x(1) - mu;
else
tmp = -sigma / (x(1) + mu);
end
beta = 2xtmp~2/(sigma + tmp~2);
x(2:end) = x(2:end)/tmp;

end

v = [1;x(2:end)];
else

beta = 0;

v = 1;

end
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Wir haben gerade konstruktiv gezeigt, dass sich mit Hilfe der Householder-Transformation eine
Matrix A € R™*™ in eine Matrix der folgenden Form transformieren konnen:

HiA=

o O OO *
K K K K X X
* X X K X X
KK K K X X
* X X K X X

o

Gehen wir nun davon aus, dass wir nach einigen Schritten die Ausgangsmatrix A auf folgende
Gestalt gebracht haben:

HoH A =

oo oo x
oo o % %
HEHEE*x *

¥ K X X X ¥
EOEE I R I S

00

Im néchsten Schritt soll nun die ndchste Subspalte unterhalb der Diagonalen eliminiert werden. Es
ist also eine Householder-Matrix zu bestimmen, so dass

H *
~ | ® 0
Hs| g | =1 ¢
i 0

gilt. Definiert man H3 als Blockdiagonalmatrix

I 0
H:: ~
3 (0 H3)

so erhalten wir

* % ok x %
0 * * * x

0 0 % % =

HsHHWA =10 g oy
0 0 0 % =%

0 0 0 * =%

Mit dieser Vorgehensweise erhalten wir folgende Faktorisierung:
RIHn_lHn_Q‘...'HlA -~ AI<H1Hn_1)R WQIHlm..‘Hn_l
Stellen wir nun dar, wie A iiberschrieben wird. Es sei

A , ST
WD =(0,...,0, 1w, ,wd)
i1
der j-te Householder-Vektor, dann erhélt man nach Durchfithrung der @) R-Zerlegung
™1 T2 T3 T4 T15
Wy T22  T23 T24 T25

e N S
wy! wyl wg Taa Tas
(UE(—)I) WéQ) Wé3) Wé4) T55
wél) WéQ) (Ué3) Wé4) wé5)
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Algorithmus 5.5.2: Berechnung Householder-Q) RR:

Gegeben sei A € R™*™ mit m > n. Der folgende Algorithmus bestimmt
die Householder-Matrizen Hy,...,H,, so dass mit Q=H;---H,

die Matrix R=QTA eine obere Dreiecksmatrix ist.

Der obere Dreiecksteil von A wird mit R iberschrieben und
unterhalb der Diagonalen werden die nichttrivialen Komponenten
der Householder-Vektoren gespeichert.

function: A = housematriz(A)
for j=1:n
[w, 8] = housevector(A(j: m,j))
A(Gimyjin) = (Im—ji1 — Bwwl)A(G 1 m,j: n)
if j<m
AG+1:m,j)=w@:m—j+1)
end
end

Bemerkung 5.5.3 Analog zur Givens-Rotation mdchten wir auch an dieser Stelle kurz die geo-
metrische Anschauung der Householder-Spiegelung anfiihren. Fiir einen gegebenen Vektor x &
R™ ist der Vektor y = Px die Spiegelung von x an der Ebene span{w}J-. Hierzu nachfolgende
Abbildung:

Abb. 5.3: Spiegelung an der zu w orthogonalen Ebene

Aufgabe 5.5.4 Man zeige, dass die () R-Zerlegung mittels Givens-Rotation ~ 50% mehr Rech-
nenoperationen bendtigt als mittels Householder-Transformation.
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MATLAB-Funktion: Householder.m

I function [A,R] = Householder(A)

> for j = l:size(A,2)

3 [v,beta(]j)] = HouseholderVector(A(j:end,j));

4 A(j:end,j:end) =
)i

A(j:end,j:end)- v x (beta(j) * v'xA(j:end,j:end)

5 if j<size(A,1l)

6 A(jtl:end,j) = v(2:end);

7 end

8 end

9 if nargout == 2

10 R = A;

11 A = eye(size(A,1));

12 for j = size(R,2):-1:1

13 v = [1;R(j+1l:end,]j)];

14 A(j:end,j:end) = A(j:end,j:end) - vx(beta(j)*v'xA(j:end,j:end))
7

15 end

16 R = triu(R);
17 end

MATLAB-Funktion: HouseholderMult.m

I function y = prod rx(A,x)

2 % extract R from A

and multiply with x

3y = triu(A) x x;

4

5 function y = prod gx(A,Xx)

6y = X;

7 for j = size(A,2)-1:-1:1

8 v = [1;A(j+1l:end,j)];

9 beta = 2/(v'xV);

10 y(j:end) = y(j:end) - vx(betaxv’'xy(j:end));

11 end

13 function y = prod gtx(A,x)

14y = x;

15 for j = l:size(A,2)-1

16 v = [1;A(j+1l:end,]j)];

17 beta = 2/(v'xV);

18 y(j:end) = y(j:end) - vx(betaxv’'xy(j:end));

19 end
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Mit der Funktion Householder
wird zum einen die Matrix A kom-
pakt tiberschrieben, d.h. der Riick-
gabewert bendtigt nur den Spei-
cherplatz der urspriinglichen Ma-
trix; zum anderen kann man sich
auch @ und R mit A = QR aus-
geben lassen. Die Berechnung von
Rz, Qz und QT z, wenn die kom-
pakte Form vorliegt, ist in den Rou-
tinen prod_gx, etc. realisiert.

MATLAB-Beispiel:

>> A rand(3);
>> x = rand(3,1);
>> [Q,R] = Householder(A);

>> A-QxR
ans =
1.0e-015
-0.1110 0 -0.1110
-0.0035 -0.1110 0
-0.1110 0 0.2220

>> C = Householder(A);
>> Q’'xx - prod gtx(C,x)
ans =
1.0e-015 =
0.2220
0.0555
0.5551
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NORMEN

Normen erfiillen den gleichen Zweck auf Vektorrdaumen, den Betrige auf der reellen Achse
erfiillen. Genauer gesagt, R™ mit einer Norm auf R" liefert einen metrischen Raum. Daraus erge-
ben sich bekannte Begriffe wie Umgebung, offene Menge, Konvergenz und Stetigkeit fiir Vektoren
und vektorwertige Funktionen.

Definition A.0.1 (Vektornorm) Eine Vektornorm auf R™ ist eine Funktion || - || : R™ — R mit
den Eigenschaften
lz]| = 0 r € R", |lz]| =0 & =0
|z +yll <zl +llyll =,y €R" (A.1)
loc]| = [ [|] a €R, z € R™.

Eine niitzliche Klasse von Vektornormen sind die p-Normen, definiert durch

]l = (Z |wk|p> (A2)
k=0

Von diesen sind besonders die 1, 2 und oo interessant:

el =lza]+ -+ |2l
1 1
lzllz =(l21? + ... + |zal*)? = (2T2)2 (A3)

2 /lo= Jnax. |25

Ein Einheitsvektor bzgl. der Norm || - || ist ein Vektor = mit ||z|| = 1.

A.1 VEKTORNORM-EIGENSCHAFTEN

Ein klassisches Ergebnis bzgl. p-Normen ist die Holder-Ungleichung
T 11
[z yl < lzllpllylly — mit PRI (Ad)

Spezialfall der Holder-Ungleichung ist die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
[yl < llz]2 1yl (AS)

Allen Normen auf R™ sind dquivalent, d.h. es seien ||-||, und ||-|| g Normen auf R", dann existieren
positive Konstanten ¢y, co, so dass

allzlla <llzlls < czllzla (z€R). (A.6)
Zum Beispiel sei z € R", dann gilt

2l < flefly < Vi llz(l2
[2llo< 2 < v llzlloo (A7)
[#lloo < llzlls < 7 []|oo-

Aufgabe A.1.1 Man beweise die Aussagen (A.4)—(A.7).
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A.2 MATRIXNORMEN

Da R™*" jsomorph (d.h. es existiert eine bijektive Abb. mit 9(AA + uB) = Ap(A) + pe(B)) zu
R™™ ist, sollte die Definition einer Matrixnorm dquivalent sein zur Definition einer Vektornorm.

Definition A.2.1 (Matrixnorm) Es sei || - || : R™*"™ — R. Dann ist || - || eine Matrixnorm, wenn
folgende Eigenschaften gelten:

IAll =0 AeR™™ A =0< A=0)
A+ B <[Al+[BI A BeR™™ (A3)
laAll = o |A] a € R,A e R™™

Bemerkung A.2.2 Die mit am hiufigsten verwendeten Normen in der Numerischen Linearen
Algebra sind die Frobenius-Norm

m n
DD lail

[Allp = (A.9)
i=1 j=1
und die p-Normen
Az
Al = sup 122l (A10)
20 [1Z]lp
Man beachte folgende dquivalente Definition
x
[Allp =sup ||A |l = sup [Az|,. (A.11)
w20 | I, jel,=1

Bemerkung A.2.3 (Submultiplikativitiat) Die Frobenius-Norm und die p-Normen erfiillen
zusétzlich auch noch die Eigenschaft der Submultiplikativitit, d.h.

A - Bl < [lA}{B]- (A.12)
Bemerkung A.2.4 Es seiy ein Vektor mit ||y||, = 1, dann gilt

AB AB B
1A Bl = ma JABEl _ L 1ABaly [Bel,
oA Tall, A [Balylal,
AB B
< e 1ABaly - |Bal)
oo [Bal, =50 T,

A B
Al Bl
B Tols 8 Tally

= [l Allp [1BIlp -

Bemerkungen A.2.5 i) Nicht alle Matrix-Normen erfiillen diese Eigenschaft, z.B. gilt fiir
|Alla := max|a;;| und A = B = G 1) die Ungleichung

[A-Blla=2>|Alla|Blla=1.

ii) Fiir die p-Normen haben wir die wichtige Eigenschaft, dass fiir alle A € R™*" und x € R"

[Az]lp < | Allp ll[lp- (A.13)
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Die Frobenius und p-Normen (speziell p = 1,2, c0) erfiillen gewisse Ungleichungen, welche in
der Analysis von Matrixberechungen verwendet werden. Es sei A € R™*™, dann gilt

[All2 < [[Allr < V| All2 (A.14)
maX\aijl <Al2 < vVmn maXIaijl (A.15)
7 [Alloo < [[A]l2 < Vim || Allo (A.16)
T Al < [[A]l2 < vV [|Alh (A.17)
Des Weiteren gilt fiir A € R"™*"
Al = e Az = max {lg% > o }

n

D ajie

k=1

} = @%Z |aji-
k=1

Aufgrund dieser Gleichung bezeichnet man || - || auch als Zeilensummennorm. Diese ist mittels
der letzten Gleichung auch leicht zu bestimmen, d.h.

= max { max
I=jsm | flzlleo=1

|Also = max Z|ajk| (A.18)

Analog gilt fiir die 1-Norm:

m

n m n
Z AjpTE| = ‘Hﬁa ZZWM |2k Sign(ajkxk)
k=1 j=1k=1

n
- st X el Sl st = s 3o 3ol = s 3

14l = max || Az|l; = max

llll= 2l =1%=

Also gilt:

m
Alr = il Al
R 1?132(”; o (A.19)

Diese Norm bezeichnet man auch als Spaltensummennorm.

Bemerkung A.2.6 Einfache Eselbriicke:| 1 |-Spaltensummen,| oo |-Zeilensummen.

Auch fiir die 2-Norm lasst sich eine dquivalente Formulierung finden.

Satz A.2.7 Es sei A € R™*™. Dann existiert ein Vektor z € R™ mit ||z||2 = 1, so dass

AT Az = 2z, wobei = || A2 .

Bemerkung A.2.8 Der Satz impliziert, dass ||A||3 eine Nullstelle des Polynoms p(z) =
det(AT A — \I) ist. Genauer betrachtet, ist die 2-Norm von A die Wurzel des groBten Eigenwerts
von AT A.
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Beweis. Es sei z € R" mit ||z]]2 = 1 und ||Az||2 = ||A||2. Da z die Funktion

1] Azl3 12T AT A

= = A20

10 =3 e T2 T (A-20)

maximiert, folgt daraus, dass er Vg(z) = 0 erfiillt, wobei Vg der Gradient von g ist

T
(V = (%, %, cee %ﬁ)) . Die partiellen Ableitungen von g lauten fiiri =1,...,n

a n

ga(:Z) = |22 (AT Ay — (2T AT Aw)a | [(2" @) (A2D)
i =

In Vektornotation bedeutet dies fiir z, da Vg(z) = 0O und ||z|l2 = 1, dass AT Az = (2T AT Az)z.
Setzt man nun p = || A||2 so ergibt sich daraus die Behauptung. O

Lemma A.2.9 Essei A € R™*". Dann gilt

[All2 < VAl [[Alloo - (A22)

Beweis. Bs sei z € R" mit AT Az = p?2 und j = ||Al|2, d.h. es sei z # 0 ein Vektor, fiir den das

A
Maximum von ”” T”Q angenommen wird. Dann gilt
zl2
pillell = AT Azl < ATl [ Az]l1 < [[Alloo 1A]11 121 - (A23)
Kondensation von ||z||; und Wurzelziehen liefert das gewiinschte Ergebnis. O

Definition A.2.10 (vertriigliche Vektornorm) Eine Matrixnorm || A|| heiBt kompatibel oder ver-
traglich mit der Vektornorm ||z ||, falls folgende Ungleichung erfiillt ist

| Az|| < ||A] ||z, z€R" AeR™". (A.24)

Kombinationen von vertriglichen Normen sind etwa

lAllc, ||Allco sind vertridglich mit ||z co;

lAllG, [|A]l1 sind vertréglich mit ||z||1;

lAllGs | All 7, || All2 sind vertraglich mit ||z||2, wobei

|4llg = n maxlay| (4 €R™").

Bemerkung A.2.11 Man verifiziere selbstéindig an einigen Beispielen die Vertréiglichkeit von o.g.
Normenpaaren.

Abschliefend erhalten wir am Ende des Kapitels.

Satz A.2.12 Die Matrix-p-Normen sind unter allen mit der Vektornorm ||z ||, vertriiglichen Ma-
trixnormen die kleinsten.
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B EINFUHRUNG IN MATLAB

B.1 GRUNDLEGENDE MATLAB-BEFEHLE

Ruft man das Programm MATLAB mit dem Befehl matlab auf, so erscheinen auf dem Moni-
tor einige Fenster. Auf den Linux-Rechnern des KIZ miissen Sie vorher die notwendigen Pfade
erginzen. Geben Sie dazu in einem Konsole-Fenster den Befehl option matlab ein.

Von diesen ist das Befehl-Fenster der primire Ort um Befehle einzugeben und Fehler oder Er-
gebnisse abzulesen! Das Prompt-Zeichen > ist im Befehl-Fenster dargestellt und dort findet man
iblicherweise einen blinkenden Cursor. Der blinkende Cursor und der MATLAB-Prompt zeigen
einem, dass MATLAB eine Eingabe erwartet.

B.1.1 Einfache mathematische Operationen

Genauso wie mit einem simplen Taschenrechner kann man auch mit MATLAB einfache mathe-
matische Operationen ausfiihren, z.B. ergibt die Eingabe

>3 + 4
die Ausgabe

Man beachte, dass MATLAB im Allgemeinen keine Zwischenrdaume benétigt, um Befehle eindeu-
tig zu verstehen. Alternativ zu dem obigen Beispiel konnen in MATLAB auch Variablen verwendet

werden.
>a =3
a=
3
>b =4
b =
4
>c =a+ b
c =
7

MATLAB besitzt folgende einfache arithmetische Operationen

Operation Symbol Beispiel
Addition, a + b + 5+3
Subtraktion, a — b — 23—12
Multiplikation, a - b * 13.3 #63.13
Division, a + b /or\ 17/4 = 4\17
Potenz, a’ - 374

Die Reihenfolge, in der eine Folge von Operationen abgearbeitet wird, ldsst sich wie folgt be-
schreiben. Ausdriicke werden von links nach rechts ausgefiihrt, wobei die Potenzierung die hochs-

te Prioritét besitzt gefolgt von Punktoperation, sprich Multiplikation und Division. Die geringste
Prioritat haben Addition und Subtraktion. Mit Hilfe von Klammern kann diese Vorgehensweise
gedndert werden, wobei innere Klammern vor dufleren Klammern berechnet werden.
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B.1.2 Variablen

Wie in anderen Programmiersprachen hat auch MATLAB Regeln fiir Variablennamen. Eine Va-
riable représentiert ein Datenelement, dessen Wert wihrend der Programmausfiihrung — gegebe-
nenfalls mehrfach — gedndert werden kann. Variablen werden anhand ihrer ,,Namen identifiziert.
Namen bestehen aus ein bis neunzehn Buchstaben, Ziffern oder Unterstrichen, wobei das erste
Zeichen ein Buchstabe sein muss. Man beachte, d ass MATLAB Grof3- und Kleinschreibung un-
terscheidet. (Windows ist im Gegensatz zu Linux nicht so restriktiv, da Sie jedoch Programme
austauschen wollen, sollten Windows-Benutzer besondere Aufmerksamkeit walten lassen.)

Einer Variablen ist Speicherplatz zugeordnet. Wenn man eine Variable verwendet, dann meint man
damit entweder den zugeordneten Speicherplatz oder den Wert, der dort augenblicklich abgespei-
chert ist. Einen Uberblick iiber alle Variablen erhilt man mit dem Befehl who oder whos, wobei
letzterer die Angabe des benutzten Speicherplatzes beinhaltet.

Zusatzlich zu selbstdefinierten Variablen gibt es in MATLAB verschiedene spezielle Variablen.
Diese lauten

spezielle Variablen Wert

ans standard Variablenname benutzt fiir Ergebnisse

pi 3.1415. ..

eps Maschinengenauigkeit

flops Zihler fiir die Anzahl der FlieBkommaoperationen
inf steht fiir Unendlich (eng. infinity). z.B. 1/0

NaN eng. Not a Number, z.B. 0/0

i (und) j i=j=+v—1

In MATLAB kann der Speicherplatz, der durch Variablen belegt ist, durch den Befehl clear
wieder freigegeben werden, z.B.

>clear a b c

B.1.3 Kommentare und Punktion

Der Text, der nach einem Prozentzeichen % folgt, wird in MATLAB als Kommentar verstanden

> dummy = 4 % Wert von dummy
dummy =
4

Mehrere Befehle konnen in eine Zeile geschrieben werden, wenn sie durch Kommata oder Se-
mikola getrennt werden. Kommata veranlassen MATLAB, die Ergebnisse anzuzeigen. Bei einem
Semikolon wird die Ausgabe unterdriickt. Durch eine Sequenz von drei Punkten kann man einen
Befehl in der folgenden Zeile fortsetzen.

B.1.4 Spezielle Funktionen
Eine unvollstindige Liste von Funktionen, die MATLAB bereitstellt, ist im folgenden dargestellt.
Die meisten Funktionen sind so definiert, wie man sie iiblicherweise benutzt.

>y = cos(pi)
y =
-1
MATLAB bezieht sich im Zusammenhang mit Winkelfunktionen auf das Bogenmal.
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Funktion Bedeutung
abs(x) Absolutbetrag
cos(x) Kosinus
exp(x) Exponentialfunktion: e®
fix(x) rundet auf die nidchste, vom Betrag her kleinere ganze Zahl
floor(x) rundet auf die néchste, kleinere ganze Zahl
gcd(x,y) grofter gemeinsamer Teiler von x und y
lem(x,y) kleinstes gemeinsames Vielfaches von x und y
log(x) natiirlicher Logarithmus
rem(x.,y) Modulo (eng. remainder of division), z.B. rem(5,2)=1
sign(x) Signum Funktion, z.B.
sign(2.3) = 1, sign(0) = 0, sign(-.3) = -1
sin(x) Sinus
sqrt(x) Quadratwurzel
tan(x) Tangens

B.1.5 Skript-Dateien

Fiir einfache Probleme ist es schnell und effizient, die Befehle am MATLAB-Prompt einzugeben.
Fiir grofere und umfangreichere Aufgabenstellungen bietet MATLAB die Moglichkeit, sogenann-
te Skript-Dateien zu verwenden, in denen die Befehle in Form einer Textdatei aufgeschrieben sind
und die man am Prompt tibergibt. MATLAB o6ffnet dann diese Dateien und fiihrt die Befehle so
aus, als hitte man sie am Prompt eingegeben. Die Datei nennt man Skript-Datei oder M-Datei, wo-
bei der Ausdruck M-Datei daher riihrt, dass diese Dateien das Suffix .m haben, z.B. newton.m.
Um eine M-Datei zu erstellen, ruft man einen Editor auf und speichert die Datei in dem Verzeich-
nis, von dem aus man MATLAB gestartet hat oder starten wird. Die Datei, z.B. newton .m, wird
in MATLAB dann durch Eingabe von newton am Prompt aufgerufen.

Fiir die Benutzung von Skript-Dateien hat MATLAB unter anderem folgende hilfreichen Befehle

M-Datei-Funktionen
disp(ans)  zeigt den Wert der Variablen ans, ohne ihren Namen auszugeben

input erwartet vom Benutzer eine Eingabe
keyboard iibergibt zeitweise die Kontrolle an die Tastatur
pause hilt das Programm an, bis eine Taste betitigt wird

Die folgende Skript-Datei beispiell.m

% beispiell.m

% Beispiel fuer eine Skript-Datei

tmp = input(’ Geben Sie bitte eine Zahl an >’ );
3 % tmp;

fiihrt zu der Ausgabe
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> beispiell

Geben Sie bitte eine Zahl an > 6
ans =
18

B.1.6 Dateiverwaltung

MATLAB unterstiitzt eine Vielzahl von Dateiverwaltungsbefehlen, welche es einem ermoglichen
Dateien zu listen, Skript-Dateien anzusehen oder zu 16schen und Verzeichnisse zu wechseln.

Datei-Managment-Funktionen
cd path wechselt in das Verzeichnis path
delete beispiel 16scht die Datei beispiel.m
Is zeigt alle Dateien im aktuellen Verzeichnis an
pwd zeigt den aktuellen Verzeichnispfad an
type beispiel zeigt den Inhalt der Datei beispiel .mim Befehl-Fenster
what zeigt alle M-Dateien und MAT-Dateien im aktuellen Verzeichnis an

B.1.7 Hilfe

Online-Hilfe: Da sich nicht jeder Benutzer alle MATLAB-Befehle merken kann oder auch von
einigen auch nur die Syntax unklar ist, bietet MATLAB die Moglichkeit der Online-Hilfe. Dabei
gibt es prinzipiell mehrere Moglichkeiten. Ist einem ein Befehl bekannt und man sucht Informa-
tionen iiber die Syntax, so gibt es den Befehl help.

> help sqrt
SORT Square root.

SQORT(X) is the square root of the elements of X.

results are produced if X is not positive.

See also SQRTM.

Als Beispiel haben wir uns hier die Hilfe zu dem Befehl sqrt ausgeben lassen.

Die andere Moglichkeit der von MATLAB gelieferten Hilfe ist durch den Befehl lookfor ge-
geben. Hier durchsucht das Programm alle ersten Zeilen der MATLAB Hilfe-Kennworter und
Skript-Dateien die im MATLAB Suchpfad zu finden sind. Das Bemerkenswerte dabei ist, dass
dieser Begriff kein Befehl zu sein braucht.
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> lookfor cholesky
CHOL Cholesky factorization
> CHOL Cholesky factorization.

CHOL(X) uses only the diagonal and upper triangle of X.

The lower triangular is assumed to be the (complex conjugate)
transpose of the upper. If X is positive definite, then

R = CHOL(X) produces an upper triangular R so that R’xR =X.
If X is not positive definite, an error message is printed.

With two output arguments, [R,p] = CHOL(X) never produces an
error message. If X is positive definite, then p is 0 and R
is the same as above. But if X is not positive definite, then

p is a positive integer and R is an upper triangular matrix of
order q = p-1 so that R'*R = X(1l:q,1l:q).
> lookfor factorization
CHOL Cholesky factorization.
ORDELETE Delete a column from the QR factorization.

QRINSERT Insert a column in the QR factorization.
SYMBFACT Symbolic factorization analysis.

Eine weitere Moglichkeit, sich Hilfe zu verschaffen, besteht darin, das Helpdesk aufzurufen. Wenn
Sie helpdesk am Prompt eingeben, 6ffnet sich die folgende Hilfsumgebung

0 50 100 150 200
nz = 849
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B.2 MATHEMATIK MIT MATRIZEN

B.2.1 Matrixkonstruktion und Adressierung

einfache Matrix Konstruktionen
x=[1 4 2%pi 4] erstelle einen Zeilenvektor x mit genannten Eintragen
x=an fang:ende erstelle einen Zeilenvektor  beginnend mit an fang,
Inkrement 1 und endend mit ende
r=an fang:inkrement:ende  Ahnliches wie oben mit dem Inkrement inkrement

z=linspace(an fang,ende,n)  erzeugt einen Zeilenvektor der Dimension 7 mit

$(Z) _ (nfi)AanfaTTngqlL(ifl)Aende

Im Folgenden sind einige charakteristische Beispiele aufgefiihrt.

>B =1[1234; 56 7 8]
B =
12314
56 78
Der Operator / liefert fiir reelle Matrizen die Transponierte.
>C = B’
C =

=W N
0 g o U

Der Doppelpunkt : in der zweiten Komponente spricht alle vorhandenen Spalten an, d.h. er ist ein
zu 1: 4 dquivalenter Ausdruck.

>C = B(1l,:)

C =

1234
>C = B(:,3)’
C=

37

Es lassen sich auch einzelne Komponenten neu definieren.

>A =12 3; 456; 78 9]

A =
123
45 6
7809
>A(1,3) = 9
A:
1209
45 6
7809

Ist ein Eintrag noch nicht definiert, so verwendet MATLAB die minimale Erweiterung dieser
Matrix und setzt undefinierte Eintrige zu Null.
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>A(2,5) = 4

A =
12900
45604
78900

Im Folgenden werden die Vektoren (3,2,1) und (2,1,3,1,5,2,4) dazu verwendet, die
Matrix C zu indizieren, d.h. C hat die Struktur

A(3,2) A(3,1) A(3,3) A(3,1) A(3,5) A(3,2) A(3,4)
A(2,2) A(2,1) A(2,3) A(2,1) A(2,5) A(2,2) A(2,4)
A(1,2) A(1,1) A(1,3) A(1l,1) A(1,5) A(1l,2) A(1,4)

In MATLAB erhidlt man nun
>C=A(3:-1:1,[2 1 3 15 2 4])
C =
8797080
5464450
2191020

Ein weiteres Beispiel fiir Indizierung ist

>C=C(1l:2,2:3)
C =

79

4 6
Im néchsten Beispiel wird ein Spaltenvektor dadurch konstruiert, dass alle Elemente aus der Ma-
trix C hintereinander gehidngt werden. Dabei wird spaltenweise vorgegangen.

>b=C(:)"’
b=
749 6

Das Loschen einer ganzen Zeile oder Spalte kann durch das Umdefinieren in eine 0 x 0-Matrix
geschehen, z.B.

>C(2,:)=[ 1
C =
79

B.2.2 Skalar-Matrix-Operationen

In MATLAB sind Skalar-Matrix-Operationen in dem Sinne definiert, dass Addition, Subtraktion,
Division und Multiplikation mit einem Skalar elementweise durchgefiihrt werden. Es folgen zwei
erkldarende Beispiele.

>B -1
ans =
0123
4 56 7
>9 + 3 x B
ans =

12 15 18 21

24 27 30 33
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B.2.3 Matrix-Matrix-Operationen

A Die Operationen zwischen Matrizen sind nicht so kanonisch zu definieren wie die zwischen
Skalar und Matrix, insbesondere sind Operationen zwischen Matrizen unterschiedlicher Dimensi-
on schwer zu definieren. Des Weiteren sind die Operationen * und ., bzw. / und ./ sowie \ und
.\ zu unterscheiden. In nachfolgender Tabelle sind die Matrixoperationen beschrieben.

komponentenweise Matrixoperationen

Beispieldaten a =lay,as,...,a,],b=[b1,bs,...,by], cein Skalar
komp. Addition at+c=lag+cag+c...a, =]

komp. Multiplikation axc=lay-caz-c ... ay-c|

Matrix—Addition a+b=1J[a;+byaz+by...an+ by

komp. Matrix-Multiplikationen a.*b = [a1 - by az - ba...ay, - by)
komp. Matrix-Div. von rechts  a./b = [a1 /by az/bs ... a,/by]
komp. Matrix-Div. von links a\b=[b1/ay ba/as...by/ay]
komp. Matrix-Potenz a."c=[af a§...af)
ca=[c" 2 ... "]
a.’b=1[a}" a2 ... abr]

Es folgen nun einige Beispiele zu Matrixoperationen

>g=[1 2 3; 4 5 6]; % zwel neue Matrizen
>h=[2 2 2; 3 3 3];
> g+h % addiere g und h komponentenweise

ans =
3 4 5
7 8 9
> ans-g % subtrahiere g von der vorherigen Antwort
ans =
2 2 2
3 3 3
>h.xg % multipliziere g mit h komponentenweise
ans =
2 4 6
12 15 18
> gxh’ % multipliziere g mit h’
ans =
12 18
30 45

B.2.4 Matrix-Operationen und -Funktionen

Matrixfunktionen
reshape(A,m,n) erzeugt aus den Eintigen der Matrix A eine m x n-Matrix,
wobei die Eintrige spaltenweise aus A gelesen werden.

diag(A) ergibt die Diagonale von A als Spaltenvektor

diag(v) erzeugt eine Diagonalmatrix mit dem Vektor v in der Diagonalen
tril(A) extrahiert den unteren Dreiecksanteil der Matrix A

triu(A) extrahiert den oberen Dreiecksanteil der Matrix A

Es folgen einige Beispiele
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>g=linspace(1l,9,9) % ein neuer Zeilenvektor
g =
1 2 3 4 5 6 7 8 9
> B=reshape(g,3,3) % macht aus g eine 3 x 3 Matrix
B =
1 4 7
2 5 8
3 6 9
> tril(B)
ans =
1 0 0
2 5 0
3 6 9
Funktion Bedeutung
R=chol(A) Choleskyzerlegung
cond(A) Konditionszahl der Matrix A
d=eig(A) Eigenwerte und -vektoren
[V.d]=eig(A)
det(A) Determinante
hess(A) Hessenbergform
inv(A) Inverse
[L,U]=lu(A) Zerlegung gegeben durch Gauss-Algorithmus
norm(A) euklidische-Norm
rank(A) Rang der Matrix A

Bemerkung: Der \ Operator ist auch fiir Matrizen definiert und liefert in Kombination mit A
Vektoren fiir reguldre Matrizen ihre Inverse, d.h. A ™ (-1)x=A\x .

B.2.5 Spezielle Matrizen

spezielle Matrizen
eye(n) erzeugt eine Einheitsmatrix der Dimension n
ones(m,n) erzeugt eine m x n-Matrix mit den Eintrdgen 1
zeros(m,n) erzeugt eine m X n-Matrix mit den Eintragen 0

B.2.6 Spezielle Funktionen fiir schwachbesetzte Matrizen

7 N

Bei vielen numerischen Anwendungen treten schwachbesetzte Matrizen auf. MATLAB hat fiir :\\ -
solche Matrizen besondere Sparse-Funktionen, die dieser Eigenschaft Rechnung tragen. @

Funktion Bedeutung

find(A) findet Indizes von Nichtnulleintragen

nnz(A) Anzahl an Nichtnulleintrigen

spdiags(v) erzeugt eine Sparse-Diagonalmatrix mit dem Vektor v als Diagonale
speye(n) erzeugt eine Sparse-Einheitsmatrix

spy(A) visualisiert die Struktur der Matrix A

Kurze Illustration der Funktionsweise obiger Befehle anhand einiger Beispiele.
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> E=eye(100); % vollbesetzte 100 x 100 Einheitsmatrix
> Es=sparse(E); % Sparse-Version von E
> whos
Name Size Elements Bytes Density Comple
E 100 by 100 10000 80000 Full No
Es 100 by 100 100 1600 0.0100 No

Grand total is 10100 elements using 81600 bytes
> A=spdiags([7*ones(4,1),ones(4,1),2xones(4,1)1,[-1,0,11,4,4);

> nnz(A)
ans =
10

> full(A)

ans =
1 2 0 0
7 1 2 0
0 7 1 2
0 0 7 1

Als Beispiel fiir spy sei hier die Besetzungstruktur einer 3D-FEM Steifigskeitsmatrix gezeigt.

0 50 100 150 200
nz = 849

B.3 DATENVERWALTUNG

Fiir die meisten Anwendungen geniigt es, Datenfelder in einem Format abzuspeichern und wieder
laden zu konnen. Die Befehle 1oad und save setzen voraus, dass die Daten in einem System
unabhiéngigen, bindren Format in einer Datei mit dem Suffix .mat gespeichert sind oder in einem
einfachen ASCII-Format vorliegen.
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B.3.1 Daten speichern

Im Folgenden wird eine 3 x 5 -Matrix im bindr-Format in der Datei A.mat gespeichert. Diese
Daten sind sehr kompakt gespeichert.

> A=zeros(3,5);
> save A

Gibt man sich aber den Inhalt dieser Datei auf dem Bilschirm aus, so gibt er wenig Sinn. Mochte
man sich also z.B. einen Losungsvektor sichern um ihn spiter ,,per Hand zu analysieren” so spei-
chere man die Daten als ASCII-Datei, dabei kann man wahlen zwischen einer 8-stelligen oder
16-stelligen Abspeicherung.

> save matl.dat A -ascii % B8-stellige Speicherung
> save mat2.dat A -ascii -double & 16-stellige Speicherung

Hier wurde die Matrix mit 8-stelligem Format in der Dateimat1 .dat gespeichert, bzw. 16-stellig
in der Datei mat2.dat.

B.3.2 Daten laden

Mit dem Befehl 1oad A versucht MATLAB, die in A.mat gespeicherten Daten in einem Daten-
feld A zu speichern. Auch ASCII-Dateien kann MATLAB lesen. Da es hier jedoch keine Standar-
dendung gibt, ist die Datei inklusive Endung anzugeben. Es ist darauf zu achten, dass ein recht-
eckiges Feld an Daten vorliegt, d.h. dass m Zeilen mit jeweils n numerischen Werten vorliegen.
MATLAB erstellt dann eine m X n-Matrix mit dem Namen der Datei ohne Suffix.

> load matl.dat

> whos
Name Size Elements Bytes Density Complex
matl 3 by 5 15 120 Full No

Grand total is 15 elements using 120 bytes

B.4 AUSGABE VON TEXT

Mit dem Befehl fprintf lassen sich Strings, d.h. Zeichenfolgen, auf dem Bildschirm ausgeben.

> fprintf(’\n Hello world %12.3e\n’,4);

Hello world 4.000e+00

Man sieht, dass der auszugebende Text zusitzliche Zeichen enthilt, die nicht mit ausgedruckt
werden. Diese Zeichen nennt man Escape-Sequenzen. In obigem Beispiel ist die Sequenz \n
eingebaut. \n steht fiir ,newline und sorgt dafiir, dass bei der Textausgabe an diesen Stellen eine
neue Zeile begonnen wird. Der Ausdruck $12 . 3e dient als Platzhalter fiir einen reellen Wert, der
durch Komma getrennt hinter der Zeichenkette folgt. Dabei sei die Zahl in Exponentialdarstellung
auszugeben, wofiir 12 Stellen mit 3 Nachkommastellen bereitgestellt. Im Beispiel ist dies der Wert
4. Anstatt eines expliziten Wertes konnen auch Variablen oder Ausdriicke, z.B. 3 % 4 stehen. Ein
Platzhalter kann mehrfach in einem printf-Befehl vorkommen. In diesem Fall miissen hinter
der Zeichenkette genau so viele Werte folgen, wie Platzhalter angegeben sind. Die Reihenfolge
der Werte muss mit der Reihenfolge der Platzhalter iibereinstimmen, da die Ausdriicke von links
nach rechts bewertet werden. Die Escape-Sequenzen diirfen im Text an beliebiger Stelle stehen.
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Ausgabeformate
Befehl Ausgabe
fprintf(’%.0e\n’,1.234567) 1e00+
fprintf(’% .2e\n’,1.234567) 1.23e00+
fprintf(’%.5e\n’,1.234567) 1.23456e00+
fprintf(’%10.0e\n’,1.234567) 1le00+
fprintf(’%10.2e\n’,1.234567) 1.23e00+
fprintf(’%10.5e\n’,1.234567) 1.2346e00+
fprintf(’%10.2f\n’,1.234567) 1.23
fprintf(’%10.5f\n’,1.234567) 1.23457

MATLAB rundet numerische Werte bei der Ausgabe, wenn notig!

B.5 KONTROLLBEFEHLE

B.5.1 For-Schleifen

1. Mit jeglicher giiltigen Matrix-Darstellung lasst sich eine FOR-Schleife definieren, z.B.

> data =
data =
17 32
54 7 2
> for n=data

x=n(l)-n(2)

end
x =
-4
x =
3
x =
-4
x =
0

[17 3 2;

54 7 2]

2. FOR-Schleifen konnen nach Belieben geschachtelt werden.

> for k=3:5

for 1=4:-1:2

A(k,l)=k"2-1;

end
end
>A
A =
0 0 0 o
0 0 0 o
0 7 6 5
0 14 13 12
0 23 22 21
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3. FOR-Schleifen sollten vermieden werden, wann immer sie durch eine dquivalente Matrix-
Darstellung ersetzt werden konnen. Der folgende Ausdruck ist darunten in optimierter Version

aufgefiihrt.

> for n=1:10
x(n)=sin(nxpi/10);

end
>X
x =
Columns 1 through 7
0.3090 0.5878 0.8090
Columns 8 through 10
0.5878 0.3090 0.0000

>n=1:10;
> x=sin(nxpi/10);

> X
x =
Columns 1 through 7
0.3090 0.5878 0.8090
Columns 8 through 10
0.5878 0.3090 0.0000

0.9511 1.0000 0.9511 0.8090

0.9511 1.0000 0.9511 0.8090

4. Um die Ausfiihrungsgeschwindigkeit zu maximieren, sollte bendtigter Speicherplatz vor A

Ausfiihrung der FOR-Schleife alloziert werden.

> x=zeros(1,10);

>x(1)=0.5;

> for n=2:10
x(n)=x(n-1)*sin(nxpi/10);

end
> X
x —3
Columns 1 through 7
0.5000 0.2939 0.2378
Columns 8 through 10
0.1023 0.0316 0.0000
B.5.2 WHILE-Schleifen
WHILE-Schleifen sind wie folgt aufgebaut.
while Aussage
Anweisungen

end

0.2261 0.2261 0.2151 0.1740

Die Anweisungen zwischen while und end werden so lange ausgefiihrt, wie Aussage wahr

ist, z.B.
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> num=0; EPS=1;

> while (1+EPS) > 1
EPS=EPS/2;
num=num+1;
end

> num

num =

53

B.5.3 IF-ELSE-END Konstrukte

Eine IF-ELSE-END-Schleife enthélt nach dem IF eine Aussage, die daraufhin tiberpriift wird, ob
sie wahr oder falsch ist. Ist sie wahr, so werden die in den folgenden Zeilen stehenden Anwei-
sungen ausgefiihrt und die Schleife beendet. Ist sie falsch, so erfolgen die Anweisungen, die dem
ELSE folgen (ELSE ist optional). Solch ein Konstrukt kann erweitert werden um beliebig viele
ELSIF Befehle, die dieselbe Funktion haben wie der am Anfang stehende IF Befehl, aber nur
beachtet werden, falls alle vorher iiberpriiften Aussagen falsch sind.

if Aussagel
Anweisungen, wenn Aussagel wahr
elseif Aussage?2
Anweisungen, wenn Aussagel falsch und Aussage2 wahr
else
Anweisungen, wenn Aussagel und Aussage2 falsch
end

B.54 Relationen und logische Operatoren

Relationen
< kleiner als
<= kleiner als oder gleich
> grofler als
>= grofer als oder gleich
== gleich
= ungleich

logische Operatoren
& UND
| ODER
~  NICHT

B.6 GRAPHISCHE DARSTELLUNG

B.6.1 Zweidimensionale Graphiken
> f='sin(x)’;
> fplot(£,[0 8]);
>title(f),xlabel(’'x’),ylabel("f(x)");
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sin(x)
‘
-0.2f 1
-0.4|- 1
-0.6f ]
-0.8f 1
-1 L ! ! L i ! L

0 1 2 3 4 5 6 7 8

>x=0:0.1:1;

>y=[-0.2 0.1 3.2 3 2.1 2.3 2.6 -0.9 0.2 -.1 .17;
>z=[-0.12 0.3 2.6 3.1 1.3 2.3 2.3 -0.7 0.1 .1 .11];
>plot(x,y,'0",X,¥,%,2,':");

>title(’'Zwei beliebige Funktionen’),xlabel(’'x’);

> legend('f(x)','9(x)")

Zwei beliebige Funktionen
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Linientypen und Farben

Symbol Farbe Symbol Linientyp
y gelb . Punkt
m magenta o Kreis
c cyan T x-Markierung
r rot + +-Markierung
g griin * Sternchen
b blau - durchgezogene Linie
w weill gepunktete Linie
k schwarz —. Strichpunkt-Linie
—— gestrichelte Linie

2-D Graphikanweisung
axis modifiziert die Axen-Proportionen
clf 16scht die Graphik im Graphik-Fenster
close schlieit das Graphik-Fenster
grid erzeugt ein achsenparalleles Gitter
hold ermoglicht das Uberlagern von Graphiken
subplot erstellt mehrere Teilgraphiken in einem Fenster
text gibt Text an vorgegebener Stelle aus
title zeigt einen Titel an
xlabel beschriftet die x-Achse
ylabel beschriftet die y-Achse
colormap(white) wechselt die Farbtabelle, fiir S/W-Monitore

B.6.2

Numerik I,

Dreidimensionale Graphiken

17. Oktober 2014

> [X,Y

;2] = peaks(25)

> mesh(X,Y,Z)
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> subplot(1,2,1);

> [X,Y,Z] = peaks(25);
>mesh(X,Y,2);

> subplot(1,2,2);

> X=1:20;

>Y=1:20;

>7Z(X,Y)=(-(cos(X/4))) '*(sin((20-Y)/10)

>mesh(X,Y,Z);

-5

-10

B.6.3 Graphiken drucken

.73);

Graphik-Druckbefehl
print [-dAusgabetyp] [-Optionen] [Dateiname]

Ausgabetyp -dps Postscript fiir Schwarzweif3drucker

-dpsc Postscript fiir Farbdrucker

-deps Encapsulated Posteript

-depsc Encapsulated Color Postcript
Optionen -P<Drucker> Spezifiziert den zu benutzenden Drucker

Die Eingabe

> print fig4 -deps

B.7 FORTGESCHRITTENES

B.7.1 MATLAB-Skripte

Wie schon unter B Skript-Dateien erwihnt, lasst sich eine Abfolge von MATLAB-Befehlen auch
in einer Datei speichern. Diese kann man dann am Befehl-Fenster aufrufen und die gespeicherte
Folge von Befehlen wird ausgefiihrt. Solche Dateien werden als MATLAB-Skripte oder M-Files
bezeichnet. Alle 0.g. Befehle lassen sich in einer Datei z.B. mit dem Namen abc . m zusammen-

stellen. Fiir die Wahl des Dateinamens gelten dabei die folgenden Regeln:
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e das erste Zeichen ist ein Buchstabe und
e die Datei hat die Endung .m .

Um ein solches M-File zu erstellen, ruft man den Editor auf, der es erlaubt Text einzugeben und
diesen als Datei zu speichern. Wenn man den Editor gestartet hat, gebe man die folgenden Befehle
ein und speichere die Datei unter dem Namen abc.m

a=1;
b = 3;
c = -5;
x1l = (-b + sqrt(b”™ 2 - 4xaxc))/(2+a)
X2 = (=b - sqgrt(b” 2 - 4xaxc))/(2=xa)

Um nun die Befehle aus der Datei abc . m auszufiihren, gibt man im MATLAB-Befehlsfenster

> abc

ein. MATLAB sucht im aktuellen Pfad nach der Datei abc.m und fiihrt die darin enthaltenen
Befehle aus. Das aktuelle Verzeichnis wird angezeigt, wenn man

> pwd

eingibt (pwd, engl. print working directory).

B.7.2 Erstellen eigener Funktionen

Es wird sicherlich etwas komfortabler sein, eine eigene Funktion zu haben, der man a,b und c als
Argument iibergibt un die beiden Wurzeln als Eregebnis erhilt, als jedesmal erneut ein eigenes
M-File anzufertigen. Ein solches Programm konnte z.B. die folgende Datei root .m sein.

modified "abc.m"

a = input(’Enter a: ’);

b = input(’Enter b: ');
c = input(’Enter c: ’);
x1l = (-b + sqgrt(b” 2 - 4xaxc))/(2xa)

x2 = (=b - sqrt(b” 2 - 4xaxc))/(2%a)

Die Prozentzeichen in den erstn Zeilen dienen der Dokumentation. Alles was einem solchen Zei-
chen folgt, wird von MATLAB nicht ausgewertet, sprich interpretiert. Die Argumente werden in
deieser Funktion jedoch nur bedingt iibergeben und ausgegeben. Eine Funktion, die diese Aufgabe
erfiillt, ist die folgende.
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)
modified "abc.m"

)

function [x1, x2] = quadroot(a,b,c)

radical = sqrt(b”2 - 4xaxc);

x1 = (=b + radical)/(2xa)
X2 = (=b - radical)/(2=xa)

Wenn eine Funktion keine Riickgabewerte hat, konnen die eckigen Klammern mit den Variablen
und das Gleichheitszeichen fehlen. Fehlen die Eingabeparameter, so kann auch der Klammeraus-
druck nach quadroot fehlen. Auf die in der Funktion verwendeten Variablen, hier radical,
kann man vom Befehlsfenster nicht zugreifen. Ist die Funktion in der Datei quadroot . m gespei-
chert, so erhidlt man die Wurzeln, indem man

[x1, x2] = quadroot(1l,3,-5);

eingibt. Es kann vom Befehlsfenster oder einer anderen Datei immer nur die erste Funktion in einer
Datei aufgerufen werden. Dies bedeutet, in einer Datei konnen mehrere Funktionen stehen, aber
nur die erste Funktion kann extern aufgerufen werden. Alle weiteren Funktionen konnen nur von
Funktionen in der gleichen Datei aufgerufen werden. Fiir den Anfang ist es einfacher, wenn jede
Datei nur eine Funktion enthélt. Entscheidend fiir den Funktionsnamen ist der Name der Datei.
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SPEICHERFORMATE FUR SCHWACH
BESETZTE MATRIZEN

Im Folgenden werden wir einige Speicherformate fiir schwach besetzte Matrizen vorstellen, wel-
che speziell im Zusammenhang mit Iterationsverfahren von Interesse sind. Den Speicherformaten
fiir schwach besetzte Systeme kommen aus zweierlei Griinden eine besondere Bedeutung zu:

e Die Wahl der Speicherform hat direkte Auswirkungen auf die verwendeten Losungsverfah-
ren (spezielle Matrixform, z.B. Bandmatrix, symmetrische Matrix, etc.). Unter anderen we-
gen ihres Auffiillverhaltens (Erzeugung neuer Nichtnullelemente) der verschiedenen Algo-
rithmen, der Zugriffshaufigkeit auf spezielle Eintrige (z.B. der Diagonaleintdge) und somit
ihrer Konsequenzen auf die Speicherstruktur.

e In den meisten hoheren Programmiersprachen C/C++,Java, Fortran,etc. stehen fiir die
meisten Standardprobleme der numerischen Linearen Algebra verschiedene Programmpa-
kete (Lapack, Linpack, Eispack u.v.a.) mit fertig implementierten numerischen Algorithmen
zur Verfiigung. Diesen Bibliotheken miissen die Daten aber in bestimmten Datenstrukturen
tibergeben werden.

C.1 KOORDINATENFORMAT (COO-FORMAT)

Das einfachste Format zur Speicherung von schwach besetzten Matrizen fiir iterative Verfahren ist
das Koordinatenformat (Coordinate Storage, COO-Format).

Es verwendet 3 Vektoren der Linge nnz(A) (nnz ~ number of nonzero elements):

e cin Vektor ,,\Wert “ vom Datentyp der Eintrige a;;, in dem die Nichtnullelemente von A in
beliebiger Reihenfolge stehen,

e cin Index-Vektor ,,Zeilenindex™ und

e cin Index-Vektor , Spaltenindex, in denen zu jedem Element von ,,Wert* die entsprechenden
Koordinaten, d.h. Zeilen- und Spaltenindices, aus der Matrix A eingetragen werden. Meist
sind dies Vektoren vom unsigned (long) integer.

Dieses Format wird hédufig wegen seiner Einfachheit verwendet (dient oft als eine von vielen
moglichen Schnittstelle zu Bibliotheken). Der Umstand, dass die Nichtnull-Matrixelemente in be-
liebiger Reihenfolge im Feld ,,Wert* stehen diirfen, ist sowohl ein Vorteil als auch ein Nachteil
des COO-Formats. Einerseits konnen die bei der Losung des Gleichungssystems neu auftreten-
den Nichtnullelemente einfach am Ende der Felder ohne irgendwelchen Umordnungsaufwand an-
gehingt werden. Andererseits ist der Suchaufwand nach einem bestimmten Matrixelement enorm,
da ja keinerlei Strukturinformation der Matrix A in das Speicherformat selbst eingeht (ist das ge-
suchte Element gleich Null, miissen die Felder komplett durchsucht werden, bis diese Information
vorliegt). Ein weiterer Nachteil ist auch der immer noch recht hohe Speicherbedarf.
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Ein Beispiel soll die Datenspeicherung illustrieren.

Beispiel C.1.1

10 0 0 22 31 O
-4 8 0 0 0 O
A 00 -6 9 0 0
00 0 7 0 O
00 5 0 20 11
12 0 0 14 0 44
geht iiber zu
Wert a;; 441-6 120 |12 |14 |31 |5 |4 ]10| 8 | 7|9 22|11

Zeilenindex 7 6 |3|5|]6|6 |1 |5 ]2|1|24|3]1]5

Spaltenindex j | 6 | 3 |5 |1 |4 |5 |3 |1 |12 44|46

In Matlab kann man einen eigenen Datentypen COO-Matrix definieren und sowohl die Opera-
toren +, x,—, / iiberladen, als auch die Ein- und Ausgabe dem bekannten Verhalten anpassen.
Im Folgenden beschrianken wir uns auf die Wiedergabe einiger Methoden, die den Datentypen
coomatrix definieren, Ein- und Ausgabe sowie Multiplikation ermoglichen, so dass man u.a.
das CG-Verfahren testen konnte. Die Routinen bzw. Methoden zu einer Klasse stehen in Matlab
tiblicherweise in einem Unterverzeichnis gleichen Namens, d.h. die Methoden coomatrix.m
etc. stechen im Verzeichnis @coomatrix. Fiir einen ersten Einstieg in Klassendefinitionen in
Matlab, sei auf das Beispiel polynom in der Matlab-Dokumentation verwiesen.

MATLAB-Funktion: @coomatrix/coomatrix.m

I function p = coomatrix(i,j,a)

2> %COOMATRIX Coordinate format class constructor.

308 A = COOMATRIX(i,j,a) creates a compressed matrix object from
4% the vectors i,j,a, containing the entries of a matrix A.

5 if nargin ==

6 p.a = []; p.row = []; p.col = [];

7 p.m = 0;

8 p.n = 0;

9 p = class(p,'coomatrix’);

10 elseif nargin == 1 && isa(i,’'coomatrix’)
11 p = i;

12 elseif nargin == 1 && isnumeric(i)

13 [p.row,p.col,p.a] = find(i);

14 p.row=p.row’;p.col=p.col’;p.a = p.a’;
15 p.m = max(p.row); p.n = max(p.col);
16 p = class(p,'coomatrix’);

17 else

18 p.row = i(:).’;

19 p.col = j(:).";
20 p.a =a(:).";

21 p.-m = max(p.row);
22 p.n = max(p.col);

2 p = class(p,’'coomatrix’);

24 end
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16
17

19
20
21
23
24
25

26

MATLAB-Funktion: @coomatrix/display.m

function display(p)
% COOMATRIX/DISPLAY Command window display of coomatrix
formatedspace
disp([inputname(l),’ = '])
formatedspace
short = ~(max(p.row)>9999 || max(p.col)>9999);
for k=l:length(p.row)
i = num2str(p.row(k)); Jj = num2str(p.col(k));
if short
txt = 7 , "y
txt(5-length(i):5)
txt(7:7+length(j))
else
txt = 7 ’ -
txt(ll-length(i):11) ["(',11;
txt(13:13+length(j)) [3,7)"1;
end
disp([txt,sprintf(’'%13.4f’,p.a(k))])
end
formatedspace

/(" /il;

(3,1

function formatedspace
switch get (0, 'FormatSpacing’)
case ’'loose’
disp(’ ’);
end

W N =

~

[

18

MATLAB-Funktion: @coomatrix/subsasgn.m

function p = subsasgn(p,s,b)
% SUBSASGN
switch s.type
case ()’
if size(s.subs,l) =1 || size(s.subs,2) =2
error(’'??? Index exceeds matrix dimensions.’)
end
ii = s.subs{1,1}; jj = s.subs{l,2};
for i = 1l:length(ii)
for j = l:length(jj)
p.row = [p.row,ii(i)]; p.col = [p.col,jj(])];
p.-a [p.a,b(i,3)1;:
end
end
p.m = max(p.row); p.n = max(p.col);
otherwise
error('Specify value for i and j as A(i,J)’)
end
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MATLAB-Beispiel:

Anlegen einer Matrix im COO- >> A=coomatrix([1,21,[2,3]1,[1.2,1.4])

Format funktioniert mit der Anwei- A =
sung coomatrix.

(1,2) 1.2000
(2,3) 1.4000

Durch die Funktion subsref >> A(1,4)=2;
konnen einzelne Eintrige zu der >> A(1,4)=3

Matrix hinzugefiigt werden. Index-

A =

aare (i,j) konnen dabei doppelt (1,2) 1.2000
Euﬁnﬂén]) PP (2,3) 1.4000
' (1,4) 2.0000

(1,4) 3.0000

28

MATLAB-Funktion: @coomatrix/subsref.m

function b = subsref(a,s)
% SUBSREF

switch s.type

case ' ()’

if size(s.subs,l)7=1 || size(s.subs,2) =2
error(’'??? Index exceeds matrix dimensions.’)

end

ii = s.subs{l,1};

jj = s.subs{l,2};

b = zeros(length(ii),length(jj));
for i = l:length(ii)
if ii(i) > a.m, error(’'??? Index exceeds matrix dimensions.’)
; end
for j = l:length(jj)
if jj(j) > a.n, error('??? Index exceeds matrix dimensions.

"); end
b(i,j) = get_index(a,ii(i),33i(J));
end

end

otherwise
error('Specify value for i and j as A(i,Jj)’")

end
function aij = get_index(mat,i,j)
aij = 0;

ii = find(mat.row==i);
if “isempty(ii)
jj = find(mat.col(ii)==j);
if "isempty(3jj)
for k=1l:length(jj)
aij = aij + mat.a(ii(jj(k)));
end
end
end
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MATLAB-Funktion: @coomatrix/mtimes.m

| function r = mtimes(A,q)

2 % COOMATRIX/MTIMES Implement A * g for coordinate matrix,
3 % g vector or scalar

4 if isa(A,’'coomatrix’) && isnumeric(q)

5 if size(q,l) » size(q,2) ==

6 A.a = g x A.a;

7 r = A;

8 return

9 elseif A.n "= size(q,l),

10 error(’'Inner matrix dimensions must agree.’)

11 end

12 r = zeros(A.m,size(q,2));

13 for j = l:size(q,2)

14 for k = 1l:length(A.a)

15 r(A.row(k)) = r(A.row(k)) + A.a(k) * g(A.col(k),]J);
16 end

17 end

18 else

19 error('Multiplication not defined for these types.’)
20 end

MATLAB-Beispiel:

Durch die Funktion subsasgn A(1,2)
funktioniert auch der Zugriff auf ans =

einzelne Eintrige der Matrix wie 1.2000
aus Matlab bekannt. Da ein Index Z;SAEL 3)
(4, 7) gef. nicht eindeutig ist, muss 0

die ganze Matrix durchsucht wer-
den.

Multiplikation einer Matrix im >> A=coomatrix([1,2],[2,3]1,[1.2,1.4]);
COO-Format mit einem Vektor >> b = A x [2;1;3]
lasst sich mittels des Uberladens P =
des x-Operators mit der Funktion 1.2000
. . .. 4.2000
mtimes.m wie gehabt realisieren.

Aufgabe C.1.2 Realisieren Sie eine Methode ctranspose, welches die Verwendung des Ope-

rators Transponiert-Operators ’ in Matlab wie bekannt ermoglicht.
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C.2 KOMPRIMIERTE ZEILENSPEICHERUNG (CRS-FORMAT)

Das CRS-Format (Compressed Row Storage-Format, Komprimierte Zeilenspeicherung) ist bereits
eine relativ kompakte Speicherform, die aber nicht von einer bestimmten Struktur der Matrix A
ausgeht. Sinn dieses Formates ist es, sehr schnell alle Nichtnullelemente einer bestimmten Zeile
zu finden.

Essei A € R™*™, dann ben6tigt das Format 3 Vektoren, 2 der Lange nnz(A) und 1 mit der Lange
m+ 1:

e cin Vektor ,,Wert“, in dem die Nichtnullelemente von A zeilenweise, von links nach rechts,
stehen;

e cinen Index-Vektor ,,Spaltenindex™, in dem zu jedem Element von ,,Wert* der entsprechende
Spaltenindex aus der Matrix A eingetragen wird;

e cinen Index-Vektor ,Zeilenzeiger*, in dem der Beginn jeder Matrixzeile im Feld ,,Wert*
gespeichert wird. Bei Index m + 1 wird der Wert nnz(A) + 1 abgelegt.

Das CRS-Format benotigt gegeniiber dem COO-Format deutlich weniger Speicher, kein Eintrag
kommt mehrfach vor, ein Index-Vektor ist i. Allg. deutlicher kiirzer. Auch das Suchen nach einem
bestimmten Matrixelement geht hier deutlich schneller. Werden vom Losungsalgorithmus aber
neue Nichtnullelemente erzeugt, dann ist die Einordnung doch komplizierter und auch mit mehr
Aufwand verbunden als beim COO-Format.

Beispiel C.2.1 Die Matrix

10 0 0 22 31 O

-4 8 0 0 0 O

00 -6 9 0 0

A= 00 0 7 0 0
00 5 0 20 11

12 0 0 14 0 44

geht {iber zu

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Wert a;; 1022|314 8]-6| 9|7 |5 |20|11 12|14 |44

Spaltenindex j| 1 | 4 |5 |1 |2 |3 |4 |7 |3|5]|6/|1/|4]6

Zeilenzeiger 1146 8|9 12|15
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MATLAB-Funktion: @crsmatrix/crsmatrix.m

I function p = crsmatrix(i,j,a)

2 %CRSMATRIX Compressed row storage format class constructor.

30% A = CRSMATRIX(i,j,a) creates a compressed matrix object from
4% the vectors i,j,a, containing the entries of a matrix A.

5 if nargin ==

6 p.a = []1; p.col = []; p.ptr = [];

7 p.m = 0; p.n = 0;

8 p = class(p,’'crsmatrix’);

9 elseif nargin == 1 && isa(i,’crsmatrix’)
10 p = i;

Il elseif nargin == 1 && isnumeric(i)

12 [p.col,row,p.a] = find(i');

13 p.n = max(p.col); p.m = max(row);

14 p.col = p.col’; p.a = p.a’;

15 p.ptr = find([row(:);row(end)+1]-[0;row(:)])";
16 p = class(p,’'crsmatrix’);

17 else

18 p = crsmatrix(sparse(i,j,a));

19 end

MATLAB-Funktion: @crsmatrix/display.m

| function display(p)

2 % CRSMATRIX/DISPLAY Command window display of crs-matrix
3 formatedspace, disp([inputname(l),’ = ’]), formatedspace
4 short = " (max(p.col)>9999 || p.ptr(end)>9999+1);

5 for k = 2:length(p.ptr)

6 for j = p.ptr(k-1):p.ptr(k)-1

7 ii = num2str(k-1); jj = num2str(p.col(j));
8 if short

9 txt = 7/ ’ -

10 txt(5-length(i):5) = ['(’,ii];

11 txt(7:7+length(j)) = [J3,")'1;

12 else

13 txt = 7 ’ i
14 txt(1ll-length(i):11) = ["(’,1ii];

15 txt(13:13+length(j)) = [Ji,")"1;

16 end

17 disp([txt,sprintf(’%13.4f",p.a(j))1)
18 end

19 end

20 formatedspace

21

22 function formatedspace

23 switch get(0,’'FormatSpacing’)
24 case ’'loose’

25 disp(’ ');

26 end

Numerik I, 17. Oktober 2014



138 Anhang C: Speicherformate fiir schwach besetzte Matrizen

MATLAB-Funktion: @crsmatrix/mtimes.m

I function r = mtimes(A,q)

2> % CRSMATRIX/MTIMES Implement A x q for crs-format matrix,
3 % q full matrix of matching size

4 if isa(A,’'crsmatrix’) && isnumeric(q)

5 if A.n "= size(q,1),

6 error(’'Inner matrix dimensions must agree.’)
7 end

8 r = zeros(A.m,size(q,2));

9 for j = 1:A.m
10 for k = A.ptr(j):A.ptr(j+1)-1
1 r(j,:) = r(j,:) + A.a(k) * q(A.col(k),:);

12 end

13 end

14 else

15 error(’'Multiplication not defined for these types.’)
16 end

MATLAB-Beispiel:

Anlegen einer Matrix im CRS- >> A = crsmatrix([3,2,1,2,3,1], ...
Format funktioniert mit der Anwei- >> [2,2,4,3,1,11, ...
sung crsmatrix >> (1,2,3,4,5,61])
A =

(1,1) 6.0000

(1,4) 3.0000

(2,2) 2.0000

(2,3) 4.0000

(3,1) 5.0000

(3,2) 1.0000

Aufgabe C.2.2 Realisieren Sie die Methoden subsref, ctranspose, welche den Zugriff
auf einzelne Eintrdge und das Transponieren in Matlab wie bekannt ermoglichen.

C.3 MODIFIZIERTE KOMPRIMIERTE ZEILENSPEICHERUNG (MRS-FORMAT)

Mit dem MRS-Format (Modified Compresses Row Storage-Format, Modifiziertes CRS-Format)
wird nochmals versucht, den ohnehin schon geringen Speicherplatzbedarf des CRS-Formats noch
weiter zu senken und direkten Zugriff auf die Diagonalelemente zu haben. Denken Sie z.B. an das
Jacobi-Verfahren, bei dem man nicht nur eine Matrix-Vektor-Multiplikation mit der Koeffizien-
tenmatrix sondern auch mit der Inversen ihrer Diagonalen benétigt.

Numerik I, 17. Oktober 2014



Abschnitt C.3: Modifizierte komprimierte Zeilenspeicherung (MRS-Format)

139

Beim MRS-Format geht man davon aus, dass die Hauptdiagonale voll (oder zumindest iiberdurch-
schnittlich hoch) besetzt ist, eine Bedingung, die fast alle in der Praxis vorkommenden Matrizen
erfiillen. Speichert man nun die Hauptdiagonale extra ab, so wird keinerlei zusétzliche Koordina-
teninformation dafiir benotigt, denn man weil3 ja, dass z.B. das dritte Hauptdiagonalelement in der
dritten Zeile und der dritten Spalte steht.

Diese Grundidee wird im MRS-Format folgendermallen umgesetzt:

Es sei A € R"™*™ In dem Vektor ,,Wert* werden zuéchst samtliche Hauptdiagonalelemente ein-
getragen, danach wird ein Feld freigelassen. Ab Index m + 2 werden nun wie beim CRS-Format
zeilenweise die Nichnullelemente, natiirlich ohne die Hauptdiagonalelemente, abgespeichert. Die
ersten m + 1 Elemente des Vektors ,,Index ersetzen das beim CRS-Format seperate Feld ,,Zeilen-
zeiger*. Ab Index m + 2 werden dann wieder die Spaltenindizes der entsprechenden Matrixele-
mente des Feldes ,,Wert* abgespeichert.

Vor- und Nachteile dieser Speicherform sind dhnlich dem CRS-Format. Das MRS-Format ist re-
lativ beliebt.

Beispiel C.3.1

10 0 0 22 31 O

-4 8 0 0 0 O

A 00 -6 9 0 O
0Ooo0 o0 7 0 O

00 5 0 20 11

12 0 0 14 0 44

geht tiber zu

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Wert a;; 10| 8 |-6| 7 20|44 221311419 |5 111214
Index 8 |10 |11 |12}12|14|16|4 |5 |1 |4 |3 |51 |4

MATLAB-Funktion: @mrsmatrix/mrsmatrix.m

| function p = coomatrix(i,j,a)

2 %COOMATRIX Coordinate format class constructor.

3% A = COOMATRIX(i,j,a) creates a compressed matrix object from
4% the vectors i,j,a, containing the entries of a matrix A.

5 if nargin ==

6 p.a = []1; p.ind = [];

7 p-m = 0; p.n = 0;

8 p = class(p, 'mrsmatrix’);

9 elseif nargin == 1 && isa(i, 'mrsmatrix’)

10 p = i;

Il elseif nargin == 1 && isnumeric(i)

12 % dirty, at least one off-diagonal entry neccessary
13 [col,row,a] = find(i’);

14 p.n = max(col); p.m = max(row);

15 ptr find(col==row);
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p.a = zeros(l,min(p.m,p.n));

p.a(col(ptr)) = a(ptr);

ptr = find(col =row); row = row(ptr);

p.ind = l+min(p.m,p.n)+find([row(:);row(end)+1]-[0;row(:)])"’;
p.ind = [p.ind,col(ptr)’1];

p.a = [p.a,0,a(ptr)’];

p = class(p, 'mrsmatrix’);
else

p = mrsmatrix(sparse(i,j,a));
end

W N =

N

W

16

18

MATLAB-Funktion: @mrsmatrix/display.m

function display(p)
% MRSMATRIX/DISPLAY Command window display of mrs-matrix
formatedspace
disp([inputname(l),’ = '])
formatedspace
short = “(p.m>9999 || p.n>9999);
for k = l:min(p.m,p.n)
if p.a(k)
printentries(k,k,p.a(k),short)
end
end
for k = 1l:p.m
for j = p.ind(k):p.ind(k+1)-1
printentries(k,p.ind(j),p.a(j),short)
end
end
formatedspace

function formatedspace
switch get (0, 'FormatSpacing’)
case ’'loose’
disp(’ ');
end

function printentries(ii,jj,aij,short)

i = num2str(ii); j = num2str(jj);
if short
txt = 7 '

Il ~e

14
txt(5-1length(i):5)
txt(7:7+length(j))

else
txt = 7 ’ '
txt(ll-length(i):11) ["(",11;
txt(13:13+1length(j)) [3,")"1:
end
disp([txt,sprintf(’%13.4f',aij)])

/(115

[3,")"1;

I
~e
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MATLAB-Funktion: @mrsmatrix/mtimes.m

| function r = mtimes(A,q)

2 % MRSMATRIX/MTIMES Implement A * g for mrs-format,
3 % q vector or matrix of matching size

4 if isa(A, 'mrsmatrix’) && isnumeric(q)

5 if A.n "= size(q,l),

6 error(’'Inner matrix dimensions must agree.’)
7 end

8 r = zeros(A.m,size(q,2));

9 for j = 1:A.m

10 r(j,:) = A.a(j) * a(d,=);
1 for k = A.ind(j):A.ind(j+1)-1

12 r(j,:) = r(j,:) + A.a(k) » g(A.ind(k),:);

13 end

14 end

15 else

16 error('Multiplication not defined for these types.’)
17 end

MATLAB-Beispiel:

Anlegen einer Matrix im MRS- >> A = mrsmatrix([3,2,1,2,3
Format funktioniert z.B. mit der >~ [(2,2,4,3,1,11, ...
Anweisung mrsmatrix. Auch die >~ (1,2,3,4,5

N . : A =
Mulltllphkatlon lasst sich kanonisch (1,1) 6.0000
realisieren. (2,2) 2.0000
(1,4) 3.0000
(2,3) 4.0000
(3,1) 5.0000
(3,2) 1.0000
> x = [0,1;1,1;2,1;2 0];
>> AxX
ans =
6 6
10 6
1 6

Aufgabe C.3.2 Realisieren Sie die Methoden subsref, ctranspose, welche den Zugriff
auf einzelne Eintrdge und das Transponieren in Matlab wie bekannt ermoglichen.

Aufgabe C.3.3 Schreiben Sie eine Funktion, die das Jacobi-Verfahren zur Losung von linearen
Gleichungssystemen fiir in CRS-Format gespeicherte Matrizen umsetzt. (Tipp: Neben A% x benoti-
gen Sie noch eine Routine, die diag(diag(A) ) \x effizient umsetzt.
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C.4 HARWELL-BOEING-FORMAT (CCS-FORMAT)

Das Harwell-Boeing-Format oder auch CCS (Compressed-Column-Storage-Format, Komprimier-
te Spaltenspeicherung) genanntes Format entspricht im wesentlichen dem CRS-Format, nur dass
man hier nicht schnell auf eine Zeile, sondern eine komplette Spalte zugreifen mochte. Die Spei-
cherung zeilenweise von links nach rechts wird durch spaltenweise Speicherung von oben nach
unten ersetzt.
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