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Aufgabe 1. (6 Punkte)
Bezeichne fn die n-te Fibonacci-Zahl, d.h. f0 = 0, f1 = 1 und fn = fn−1 +fn−2 für n ≥ 2.
Beweisen Sie die folgenden Aussagen.
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(Tipp: Addieren Sie
∞∑
n=0

fnx
n und

∞∑
n=0

fn(−x)n.)

(b) fn+k = fkfn+1 + fk−1fn für n, k ≥ 2.
(Tipp: Benutzen Sie keine erzeugende Funktionen.)

(c) Die Zahl f1
10

+ f2
100

+ f3
1000

+ f4
10000

+ . . . ist rational.

Aufgabe 2. (6 Punkte)
Zeigen sie, dass gilt:

(a) c(n) ist die Anzahl aller Gitterwege von (0, 0) nach (n− 1, n− 1) derart, dass für alle
Punkte (x, y) dieser Gitterwege gilt y ≤ x.

(b) Für n ≥ 1 gilt:

c(n) =
∣∣{(a0, a1, ..., an−2) ∈ N0

n−1 | a0 ≤ a1 ≤ ... ≤ an−2, ∀i : ai ≤ i
}∣∣

(Tipp: Benutzen sie (a).)

Wobei c(n) die Catalan-Zahlen aus der Vorlesung bezeichnet.

Aufgabe 3. (6 Punkte)
Sei an = 2n + 5n für n ∈ N0.

(a) Geben Sie eine geschlossene Formel für die erzeugende Funktion der Folge (an)n∈N0 .

(b) Geben Sie eine geschlossene Formel für die exponentiell erzeugende Funktion der Folge
(an)n∈N0 .
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(c) Geben Sie eine lineare Rekursion mit konstanten Koeffizienten an, die die an erfüllen.

Bonusaufgabe 1. (6 Punkte)
Für n ∈ N sei an die Anzahl der Abbildungen f : [n]→ [n] mit

∃m ∈ [n] : f([n]) = {f(i) : i ∈ [n]} = [m].

Sei weiter a0 = 1.

(a) Zeigen Sie 2an =
n∑

k=0

(
n
k

)
an−k für n ∈ N.

(b) Beweisen Sie
exÂ(x) = 2Â(x)− 1

für die exponentiell erzeugende Funktion Â(x) der Folge (an)n∈N0 .

(c) Beweisen Sie mit Hilfe von (b), dass an =
∞∑
k=0

kn

2k+1 gilt.

Bonusaufgabe 2. (6 Punkte)
Geben Sie eine geschlossene Formel die exponentielle erzeugende Funktion B̂(z) der
Bernoulli-Zahlen (Bn)∞n=0, die durch die folgende rekursive Darstellung gegeben sind:

B0 = 1,

Bn =
n∑

k=0

(
n

k

)
Bk, für n ≥ 2.

(Tipp: Die Aufgabe ist korrekt gestellt. Für die Lösung benötigen Sie den Wert B1, den
Sie erhalten indem sie n = 2 in die Rekursionsvorschrift einsetzen.)
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