Dr. Christian Lowenstein Institut fiir Optimierung und Operations Research
Thomas Sasse Universitat Ulm
Michael Gentner Wintersemester 2014/15

ﬂbungen zur Kombinatorik

I"Jbungsblatt 7
Abgabe: 06. Februar 2015, vor der Vorlesung (12:15 Uhr)
Aufgabe 1. (6 Punkte)

Bezeichne f,, die n-te Fibonacci-Zahl, d.h. fo =0, fi =1 und f, = f,_1+ fu_s flir n > 2.
Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(a)

2f2nxn:%(1—\/fi—x_1+g—x)'

(Tipp: Addieren Sie i fna™ und i fo(=2)™)

n=0 n=0

(b) foik = fufnr1 + fro1fn fir n,k > 2.

(Tipp: Benutzen Sie keine erzeugende Funktionen.)

(c) Die Zahl {—5 + % + 16% + 10{;‘00 + ... ist rational.

Aufgabe 2. (6 Punkte)
Zeigen sie, dass gilt:

(a) ¢(n) ist die Anzahl aller Gitterwege von (0,0) nach (n —1,n — 1) derart, dass fiir alle
Punkte (z,y) dieser Gitterwege gilt y < x.

(b) Fiir n > 1 gilt:
c(n) = H(ao,al, ...,an,g) € Non_l ‘ Qo S aq S S Ap—2, Vi : a; S Z}|
(Tipp: Benutzen sie (a).)

Wobei ¢(n) die Catalan-Zahlen aus der Vorlesung bezeichnet.

Aufgabe 3. (6 Punkte)
Sei a,, = 2" 4+ 5" fiir n € Ng.

(a) Geben Sie eine geschlossene Formel fiir die erzeugende Funktion der Folge (an)nen,-

(b) Geben Sie eine geschlossene Formel fiir die exponentiell erzeugende Funktion der Folge
(an)nGNo-



(c) Geben Sie eine lineare Rekursion mit konstanten Koeffizienten an, die die a,, erfiillen.

Bonusaufgabe 1. (6 Punkte)
Fiir n € N sei a,, die Anzahl der Abbildungen f : [n] — [n] mit

dm € [n] : f([n]) = {f(@) : 7 € [n]} = [m].

Sei weiter ag = 1.

n

(a) Zeigen Sie 2a,, = kz—:() (%) @n—y, fiir n € N.

(b) Beweisen Sie ) )
e"A(x) = 2A(x) — 1
fiir die exponentiell erzeugende Funktion A(z) der Folge (an)nen,-

(c) Beweisen Sie mit Hilfe von (b), dass a,, = Y 54 gilt.
k=0

Bonusaufgabe 2. (6 Punkte) )
Geben Sie eine geschlossene Formel die exponentielle erzeugende Funktion B(z) der
Bernoulli-Zahlen (B,,)32,, die durch die folgende rekursive Darstellung gegeben sind:

n=0"
BO == 1,
B, = z": (n)Bk, fur n > 2.
k=0 k

(Tipp: Die Aufgabe ist korrekt gestellt. Fiir die Losung bendtigen Sie den Wert By, den
Sie erhalten indem sie n = 2 in die Rekursionsvorschrift einsetzen.)



