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Wir werden eine Reihe von Themen aus dem Bereich Algebra und Zahlen-
theorie behandeln. Jedes Thema wird von einer Gruppe von 2-3 Studierenden
bearbeitet. Es wird eine gemeinsame Ausarbeitung angefertigt, und jedes Mit-
glied der Gruppe hélt einen eigenen Vortrag.

Mogliche Themen sind:

e Punktezdhlen und Zeta-Funktionen

e Faktorisieren mit elliptischen Kurven

e Quadratische Formen und Idealklassen
e Gitter und der LLL-Algorithmus

e Grobner-Basen und Eliminationstheorie

Im Folgenden beschreibe ich zu jedem Thema den mathematischen Kontext
und die moglichen Ziele der Vortriage. Die genaue Ausgestaltung der Vortrige
wird dem Vorwissen und der Anzahl der Vortragenden angepasst.

1 Punktezahlen und Zeta-Funktionen

Wir fixieren einen endlichen Korper F, mit ¢ Elementen (wobei ¢ Potenz einer
Primzahl p ist). Fiir jedes n € N erhalten wir eine eindeutige Erweiterung
Fyn/F, vom Grad n. Dann ist Fyn der Koérper mit ¢™ Elementen.

Seien Fi,...,F, € Fyz1,...,z,] Polynome in den Unbekannten z1,...,z,
und mit Koeffizienten in F,. Wir bezeichnen mit X (Fy») C Fj. die Lésungsmenge
des Gleichungssystems

Fi(z)=...=Fn(x) =0,

wobei = (21,...,2,) € Fin. In der Sprache der algebraischen Geometrie
heiBt X eine affine Varietét iber dem Kérper Fy, und X (Fy») ist die Menge der
F4n-rationalen Punkte.



Wir interessieren uns fiir die Zahlenfolge

n +— NTL = |X(Fqn)

Ein in der Mathematik haufig angewendeter Trick zum Analysieren von Zahlen-
folgen besteht darin, eine erzeugende Funktion zu definieren, d.h. die Folge als
eine formale Potenzreihe zu schreiben. In unserer speziellen Situation hat es
sich gezeigt, dass die folgende Variante dieses Tricks am Besten funktioniert.

Definition 1.1 Die Zeta-Funktion von X ist die formale Potenzreihe

Z(X,T) :=exp (ZN” . %) € Q[[T1].

n>1

Die ersten vier Terme von Z(X,T) sehen so aus:

N?Z + No T2 N3 + 3NNy + 2N3

T+ ...
2 6 +

Z(X,T) =1+ NT +
Aus der Definition folgt, dass die logarithmische Ableitung von Z(X,T) gerade
die erzeugende Funktion der Folge (IV,,) ist:

Z(X,T) .
dlog Z(X,T) = Z((XT)) =Y N, -T"

n>1

Die Zeta-Funktion Z(X,T) erfiillt eine Reihe von bemerkenswerten Eigen-
schaften, die sogenannten Weil-Vermutungen. In dem Spezialfall einer algebra-
ischen Kurve X wurden diese Vermutungen 1924 von Emil Artin aufgestellt und
fiir elliptische Kurven 1934 von Hasse und fiir allgemeine Kurven 1948 von André
Weil bewiesen. Die allgemeine Form der Weil-Vermutungen wurden 1949 von
WEeil formuliert und avancierte schnell zum heiligen Gral der algebraischen Geo-
metrie. In den 60er und 70er Jahren wurden die Weil-Vermutungen schlieflich
bewiesen, hauptséchlich von Dwork, Grothendieck und Deligne. Die fiir diesen
Zweck entwickelten Theorien (wie zum Beispiel die étale Kohomologie) fiillen
Tausende von Seiten.

Wir verfolgen im Seminar das vergleichsweise bescheidene Ziel, die Weil-
Vermutung fiir mindestens ein (nichttriviales) Beispiel zu beweisen. Dazu be-
schrianken wir uns zuallererst auf den Fall einer elliptischen Kurve

E:y’=234azx+0b

tiber F, (d.h. a,b € F, mit A = —27a® — 4b* # 0).! Dabei betrachten wir
E als eine ebene, projektive Kurve, d.h. E besitzt neben den Punkten (z,y)
mit y? = 23 + ax + b auch einen unendlich fernen Punkt O. Sei Z(E,T) die
Zeta-Funktion von E.

IWir nehmen hier zusitzlich an, dass p # 2, 3 gilt.



Satz 1.2 (Hasse, 1934) (i) Die Zeta-Funktion von E ist eine rationale Funk-

tion der Form

2(8,1) = L=t I
T (-1 - qT)

wobei
ag =g+ 1—|E(F,)|
(ii) Es gilt die Abschatzung
lag| < 2/q.

Auch der Beweis dieses Satzes wiirde uns etwas zu weit fithren. Ziel der Vor-
tragenden sollte sein, ein sanfte Einfiihrung in das Themengebiet zu geben und
dann die Zeta-Funktion von einer speziellen elliptischen Kurve auszurechnen.
Es bietet sich das Beispiel der Kubik

X3 +y8=1
tiber F), an. Hier gilt (siche [6], Chapter IV, §2):

Satz 1.3 (Gauss) Sei M), := |X(F,)| die Anzahl der F,-rationalen Punkte der
(projektiven!) Kurve X.

(a) Falls p# 1 (mod 3) so gilt M, =p+ 1.
(b) Fallsp =1 (mod 3), so gibt es ganze Zahlen A, B € Z so dass
4p = A% +27B2.

Die Zahlen A, B sind eindeutig bis auf ihr Vorzeichen, und wenn wir das
Vorzeichen von A so wéahlen, dass A =1 (mod 3), dann gilt

M,=p+1+A.

Einen Beweis findet man in [6], Chapter IV, §2. Man beachte, dass dieser
Satz die Abschatzung

lp+1— M, <2/p
aus dem Satz von Hasse bestétigt. Einen Beweis des Satzes von Hasse fiir den
Fall der hier betrachteten Kurve X siehe [4], Chapter 11, §3. Allerdings wird
dort ein viel allgemeinerer Satz bewiesen, mit entsprechend groflem Aufwand.
Alternativ konnten die Vortragenden die elliptische Kurve

E,:y*=2%—n’z

tiber F), betrachten (mit n € N und p { 2n). Der Satz von Hasse wird in diesem
Fall recht iibersichtlich in [5], Chaper 2, §1-2, bewiesen.

Literatur: [6], Chapter IV, §1-2, [4], Chapters 8,10,11, [5], Chapter II, §1-2.



2 Faktorisieren mit elliptischen Kurven

Der Fundamentalsatz der Arithmetik besagt, dass sich jede natiirliche Zahl m >
1 auf eindeutige Weise als ein Produkt von Primzahlen schreiben lasst:

mzp’lcl -...-pfr,
mit Primzahlen p; < ps < ... < p,. Es schlieit sich sofort die folgende Frage
an: wie kann man die Primfaktorzerlegung von m effizient berechnen, wenn
m sehr grof} ist? Dieses Problem heisst das Faktorisierungsproblem. Es hat
eine ernorme praktische Relevanz, da viele kryptographische Verfahren auf der
Annahme beruhen, dass das Faktorisierungsproblem in einem gewissen Sinne
‘schwer’ ist (siehe [3], Chapter 3).

Ein besonders interessantes Faktorisierungsverfahren wurde 1987 von Lenstra
veroffentlicht. Bis dato ist es das beste Faktorisierungsverfahren fiir Zahlen m
mit héchstens mittelgrofen Primfaktoren (etwa p < 1030). Die Grundidee baut
auf einem Algorithmus von Pollard auf; Lenstras Innovation bestand darin,
die multiplikative Gruppe F,’ (wobei p ein unbekannter Primfaktor von m ist)
durch die Punktgruppe vieler zuféllig gewéhlter elliptischer Kurven F iiber F,
zu ersetzen.

Die Funktionsweise des Algorithmus ist sehr ausfiihrlich in [6], Chapter IV,
84, beschrieben. Eine Alternative ist [3], §5.6.

3 Quadratische Formen und Idealklassen
Unter einer (bindren) quadratischen Form verstehen wir ein Polynom
flz,y) = az® + bry + Cy2

mit ganzzahligen Koeflizienten a,b,c € Z. Eine Grundfrage der Zahlentheorie
ist dann, fiir eine gegebene quadratischen Form f und eine ganze Zahl n die
Lésungen der Gleichung

f(x’y):n7 x’y€Z7

zubestimmen. Hé&ufig ist es auch von Interesse, die Losungsmenge in Abhéngigkeit
von n und den Koeffizienten a, b, ¢ zu untersuchen.

Zwei quadratische Formen f, g heiflen dquivalent, wenn g aus f durch eine
Substitution der Form

2’ = ax + By,
Y =z + 0y,

mit «, 5,7,6 € Z und ad — v = 1, hervorgeht. Es ist klar, dass dies eine
Aquivalenzrealation auf der Menge aller quadratischen Formen ist, und dass
die Losbarkeit der Gleichung f(x,y) = n nur von der Aquivalenzklasse von f
abhingt. Es stellt sich daher das Problem, die Menge aller Aquivalenzklassen
zu bestimmen.



Die ganze Zahl
D :=b? — 4ac

heifit die Diskriminante der quadratischen Form f. Man prift leicht nach, dass
D nur von der Aquivalenzklasse von f abhingt und die Kongruenz D = 0,1
(mod 4) erfiillt. Umgekehrt gibt es zu jedem D # 0 mit D = 0,1 (mod 4) min-
destens eine quadratische Form mit Diskriminante D. Das erste Hauptergebnis
der Theorie ist nun:

Satz 3.1 Sei D € Z, D kein Quadrat. Dann gibt es nur endlich viele Aquivalenz-
klassen binarer quadratischer Formen mit Diskriminante D.

Der Beweis dieses Satzes ist vollkommen konstruktiv und beruht darauf,
dass jede quadratische Form dquivalent ist zu einer im Wesentlichen eindeutigen
reduzierten Form. Die Menge aller reduzierten Formen zu fester Diskriminante
lasst sich (zumindest fiir kleine Werte von |D|) leicht aufzéhlen.

Hauptziel der Vortrage sollte sein, den Zusammenhang zwischen Aquivalenz-
klassen binérer quadratischer Formen und Idealklassen quadratischer Zahlkorper
zu erlautern.

Literatur: [9], II, §8+§10, [8], §19.

4 Gitter und der LLL-Algorithmus

Unter einem Gitter verstehen wir eine diskrete Untergruppe L C V', wobei V
ein euklidischer Vektorraum ist. Man kann zeigen, dass ein Gitter L C V ein
freier Z-Modul vom Rang n < dimV ist, erzeugt von R-linear unabhéngigen
Vektoren vy, ..., v,,

L:<Ula---7vn>Z:{Zaivi|ai €Z}.

Wir nennen (vq,...,v,) eine Basis von L und n die Dimension. Ohne Ein-
schrankung diirfen wir annehmen, dass V' = R™ der euklidische Standardraum
ist.

Gitter spielen in vielen Gebieten der Mathematik eine Rolle. Ein extrem
wichtiges Problem ist das Problem des kiirzesten Vektors (SVP): gegeben ein
Gitter L mit Basis (vy,...,v,), finde einen kiirzesten Vektor (ungleich Null),

vo € L, |lvo|l = min{||v| |v € L, v # 0}.

Varianten sind das Problem des néchsten Vektors (SVP) und das Problem der
kiirzesten Basis (SBP). Alle diese Probleme sind (unter gewissen Zusatzannah-
men) NP-vollstandig, d.h. ein Algorithmus, der das Problem 16st, hat immer
eine Laufzeit, die im schlechtesten Fall exponentiell von der Eingabegrofie (und
insbesondere von der Dimension von L) abhéngt. Siehe z.B. [3], §6.5.



Der LLL-Algorithmus? 16st eine schwichere Version des Problems der kiirzes-
ten Basis in polynomialer Zeit. In Dimension n = 2 reduziert sich LLL zu der
klassischen Gitterreduktion nach Gauss (die implizit auch im Thema 3 ein Rolle
spielt), siehe [3], §612.1. Der allgemeine Fall wird in [3], §6.12.2 beschrieben.

Eine interessante Anwendung des LLIL-Algorithmus ist das Finden von Ganz-
heitsrelationen. Angenommen, wir mochten eine bestimmte algebraische Zahl
0 € C exakt bestimmen, kennen aber nur eine numerische Approximation 6y von
0 (d.h. |6 — 6| ist sehr klein). Konkret muss man fiir die exakte Bestimmung
von 6 ein ganzzahliges Polynom

f=ao+aiz+...+a2" € Zx]
mit f(f) =0 finden. Wenn |0 — 6| hinreichend klein ist, so ist auch
|f(00)| = |a0 + a100 + ...+ an03|

klein. Der gesuchte Vektor (ag,...,a,) € Z" ist eine sogenannte approxima-
tive Ganzheitsrelation zwischen den komplexen Zahlen 1,6, ...,0. Mithilfe
des LLL-Algorithmus ist es moglich, solche Ganzheitsrelationen unter gewissen
Annahmen effektiv zu finden.

Fir diese und weitere Anwendungen des LLL-Algorithmus in der Zahlen-
theorie siehe [7].

5 Grobner-Basen und Eliminationstheorie
Ein Grundproblem der Algebra ist das Losen algebraischer Gleichungen. Unter

einer algebraischen Gleichung verstehen wir hier ein System von Polynom-
gleichungen

filz) =...= fu(z) =0, (1)
wobei f; € k[zi1,...,z,] Polynome iiber einem Koérper k in n Unbekannten
x1,...,2, sind. Ist K/k eine Korpererweiterung, so ist jedes Tupel (a1, ..., a,) €

K™ mit f;(a) =0 fiir alle ¢ eine Lésung von (1) in K.

In der Linearen Algebra lernt man, lineare Gleichungssysteme zu l16sen, also
den Spezialfall eines algebraischen Gleichungsystems, in dem die Polynome f;
alle den Grad 1 haben. Der fundamentale Losungsalgorithmus ist das Gausssche
Eliminationsverfahren: jedes lineare Gleichungsystem

1,171 + ... + a1 pTy = by,

Qm, 11 +...+ AmnTn = bm,

kann man durch eine endliche Folge elementarer Zeilenumformungen in eine
gewisse Stufenform bringen, an der dann die Lésungsmenge durch sukzessive

2benannt nach seinen Erfindern, A. Lenstra, H. Lenstra und L. Lovész



Elimination der Variablen abgelesen werden kann. Die Eliminationstheorie ist
in gewissem Sinne eine Verallgemeinerung dieses Verfahrens auf nichtlineare
Polynomgleichungen. Genauer liefert diese Theorie ein konstruktives Verfahren,
mit dem man das Losen von allgemeinen Gleichungssystemen auf das Losen von
einzelnen Polynomgleichungen in einer Variablen reduzieren kann.?

Die Grundidee ist die folgende. Die Losungsmenge des Gleichungssystems

(1) héngt offenbar nur von dem von den Polynomen fi,..., f; erzeugten Ideal
ab,
I:=(f1, - fm) <kl[z1,...,25]
Firk=0,...,n—1 definieren wir das kte Eliminationsideal It <k[xi1,...,Ty)
als
I, :=1N k[l‘1+k, e 737”].

Ist g1,...,98 € k[z14k,...,T,] ein Erzeugendensystem von I, so liefert das
Gleichungssystem

g1=...=g9gn=0 (2)
notwendige Bedingungen fir die Losungen von (1), die nur von den Werten
der Variablen xgy1,...,x, abhingen. Eine Losung (ak41,...,a,) € k" F von

(2) heifit eine k-partielle Lésung von (1). Wir bezeichnen mit Vj, C k"% die
Losungsmenge von I. Das allgemeine Eliminationsverfahren besteht nun darin,
sukzessive fir k=0,...,n

e Erzeuger des Eliminationsideals I und
e die Losungsmenge Vi, zu bestimmen.

Um dieses Programm in die Tat umzusetzen, bendtigt man die Theorie der
Grobner-Basen und insbesondere den Buchberger-Algorithmus. Mithilfe dieser
Theorie ist es u.A. moglich, explizit ein Erzeugendensystem g¢i,...,gx von I
und Indizes n = Ng > ... > N,, zu bestimmen, so dass

Ik = (gla" '7gNk)a

fir k=0,...,n. Ist nun & > 0 und (a1, ...,a,) eine vorgegebene k-partielle
Losung, so erhilt man alle (k — 1)-partiellen Losungen der Form (ag,...,an)
durch das Losen des Gleichungssystems

gi(xk,akﬂ,...,an)zo, i=Np+1,...,Np_1. (3)

Der Punkt ist, dass (3) ein System von Polynomgleichungen in nur einer Vari-
ablen ist.

Die Vortragenden sollten eine kurze Einfithrung in die Problematik geben
(mit expliziten Beispielen) und anschliefend die Theorie der Grobner-Basen
soweit entwickeln, dass man den hier erklarten Eliminationsalgorithmus erklaren
kann. Dieses Material wird in [2], Chapter 1, §1-3, und Chapter 2, §1, sehr schén
zusammengefasst und in [1], Chapter 2,3, ausfiithrlicher erklért.

Literatur: [1], Chapter 2,3, [2], Chapter 1, §1-3, Chapter 2, §1.

3Man erhilt im gewissen Sinne eine konstruktive Version des Nullstellensatzes.
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