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Aufgabe 1 (5)
Sei p eine ungerade Primzahl und χ :=

(
·
p

)
der quadratische Charakter. Zeigen Sie:

g(χ) =
∑
x∈Fp

χ(x)ζxp =
∑
x∈Fp

ζx
2

p .

Aufgabe 2 (5+5+5)
Sei p ≡ 1 (mod 4) eine Primzahl und p | p ein Primideal von Z[i], welches p teilt. Zeigen
Sie die folgenden Aussagen:

(a) Für α ∈ Z[i], α 6= 0 (mod p) gibt es ein eindeutiges ζ ∈ µ4 mit

α
p−1
4 ≡ ζ (mod p).

Wir setzen
(
α
p

)
4
:= ζ.

(b) Für α, β ∈ Z[i] gilt: (
α · β
p

)
4

=

(
α

p

)
4

·
(
β

p

)
4

und es ist (
α

p

)
4

= 1 ⇔ ∃β ∈ Z[i] : β4 ≡ α (mod p)

(c) Ist χ(·) =
(

·
p

)
4
: Fp → C×, so gilt:

g(χ)4 = pJ(χ, χ)2.

Aufgabe 3 (5+5)
Sei p ≡ 1 (mod 3) eine Primzahl und N(x3 + y3 = 1) ∈ N0 die Anzahl der Lösungen
(x, y) ∈ F2

p der Gleichung x3 + y3 = 1. Wir wollen diese Anzahl nun genauer bestimmen.
(a) Zeigen Sie, dass für a ∈ Fp gilt:

N(x3 = a) = 1 + χ(a) + χ2(a),

wobei χ : Fp → C× ein kubischer Charakter ist.

(b) Zeigen Sie die Abschätzung
|N(x3 + y3 = 1)− p+ 2| ≤ 2

√
p.

Hinweis: Schreiben Sie N(x3 + y3 = 1) unter Verwendung von Aufgabenteil (a) als
Summe von Jacobi-Summen und benutzen Sie die Abschätzungen aus der Vorlesung.
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