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Losungen Elemente der Algebra: Blatt 5

A1l. In dieser Aufgabe betrachten wir erneut die Gruppe W, die Symmetriegruppe eines sechs-
seitigen Wiirfels. Wir wollen diese Gruppe wieder als Untegruppe von Sg auffassen.

(a)

Zeigen Sie, dass W aus hochstens 24 Elementen besteht. (Hinweis: Hier fiithrt viel-
leicht ein kombinatorisches Argument zum Ziel. Wie viele Seiten eines Wiirfels muss
man festlegen, damit dieser bestimmt ist?)

Losung: Eine Permutation o € W ist bereits durch (1) und o(2) vollstdndig
bestimmt. Kombinatorisch bestehen fiir o(1) 6 Mdglichkeiten, danach fiir o(2) nur
noch 4.

Auf dem vorigen Blatt haben Sie die Rotationen genauer untersucht, die einen Wiir-
fel um eine Achse drehen, die durch die Mittelpunkte zweier gegeniiberliegender Sei-
ten geht. Es gibt noch zwei weitere Arten von Rotationsachsen. Finden Sie diese.
Beschreiben Sie die neuen Rotationen als Elemente von Sg.

Bestimmen Sie nun alle Konjugationsklassen von W und deren Méchtigkeit. Folgern
Sie, dass W aus 24 Elementen besteht.

Losung: Die Identitdt bildet eine Konjugationsklasse.
Die Drehungen um 90° sind konjugiert (voriges Blatt)

Drehungen um 180° um eine Achse die durch die Mittelpunkte zweier Seiten geht
sind konjugiert: Seien o2, 72 Drehungen um 180°, so hatten wir gesehen, dass die
entsprechenden Drehungen um 90° konjugiert sind, es gibt also e € W mit o = ¢ !7e.
Somit ist 02 = e 172,

Legt man eine Achse durch die Mittelpunkte zweier gegeniiberliegender Kanten,
erhélt man weitere Rotationen. Entlang der sechs Achsen, welche man so erhélt, 1dsst
sich jeweils eine Rotation um 180° finden, es sind diese: 712 = (1 2)(3 4)(5 6), 715 =
(15)(2 6)(3 4), 714 = (1 4)(2 5)(3 6), 713 = (1 3)(2 5)(4 6), 71 = (1 6)(2 4)(3 5),
93 = (1 6)(2 3)(4 5). Die sind jeweils konjugiert, denn es ist 712 = 016714075 und
aus Symmetriegriinden sind auch die anderen konjugiert.

Legt man eine Achse durch gegeniiberliegende Ecken, erhélt man vier weitere Rota-
tionen der Ordnung drei. Es sind dies €123 = (1 3 2)(4 5 6), €135 = (1 5 3)(2 4 6),
€145 = (1 4 5)(2 6 3), €124 = (1 2 4)(3 6 5). Diese sind konjugiert, denn es ist
€123 = 01_6161350'16 und aus Symmetriegriinden sind auch die anderen konjugiert.
Untereinander sind diese Klassen nicht konjugiert, denn sie sind schon in Sg nicht
konjugiert, da ihr Typ nicht tibereinstimmt. Man hat also Klassen gefunden mit
mindestens 1, 6, 3, 6, 8 Elementen. Da W hochstens 24 Elemente hat, sind dies alle
Konjugiertenklassen.

A2. SeiG=Dg H=(s) CGund U = (r) CG.

(a)

Bestimmen Sie sdmtliche Links- und Rechtsnebenklassen von H, d.h. die Element

von G/H und H\G.

Losung: Es ist G/H = {{e, s}, {r,rs}, {r?,r2s}, {r3,r3s}, {rt, ris}, {r®,75s}} und
H\G = {{e, s},{r,sr}, {TZ’ 57“2}7 {7“3, 37“3}7 {7“4, ST4}, {T57 3T5}}'1

Bestimmen Sie fiir jedes Element aus U in welcher Rechtsnebenklasse von H es liegt.

Losung: Dies liefst man einfach ab.

(5)



(¢c) Finden Sie ein Element g € G mit gH # Hyg.
Losung: Es ist rH = {(r,rs)} und Hr = {(r, sr)}, wobei rs # sr.

!Der umstindliche Beweis aus der Ubung ist nicht nétig, da sie bereits in der Vorlesung bemerkt hatten, dass
sdmtliche Nebenklassen die Méchtigkeit |H| haben.



