Algebra (Wintersemester 2014/15) Blatt: 12
Stefan Wewers, Michel Borner Punkte: 20

Abgabe zu zweit oder zu dritt vor der Vorlesung am Di., 27.01.15 oder am selben Tag in Hel8,
Zimmer EQ7 (ggf. unter der Tiir durchschieben).

Aufgabe 1 (endlich erzeugte Moduln) (3+2=5P)

Sei R ein noetherscher Ring, d.h. jedes Ideal I <1 R ist endlich erzeugt.
a) Sei U C R" ein R-Untermodul, sowie

m: R* — R

(all . ~/an71/an> — (ﬂl, . ‘/al/lfl)

und ¢ := 7|, : U—R"L
Zeigen Sie, dass U endlich erzeugt ist.

Hinweis: Benutzen Sie Bild(¢), ker(¢) und Induktion iiber n.

b) Schlie3en Sie aus Teilaufgabe a): Ist V endlich erzeugter R-Modul, so ist jeder Untermodul
endlich erzeugt.

Aufgabe 2 (diskrete Untergruppen) 2+2+2=6DP)

Sei' C (R", + ) eine diskrete Untergruppe, d.h. fiir v € T gibt es eine offene Umgebung U C R”"
mit TNU = {y}).

a) Sei V C R" ein R-Untervektorraum und I' € V. Zeigen Sie, dass es dann einen kiirzesten
Vektor (beziiglich der euklidischen Norm) in '\ V gibt.

b) Zeigen Sie: T ist ein freier Z-Modul vom Rang < #.
Hinweis: Definieren Sie induktiv -y; als den kiirzesten Vektor in I'\ (7yq,...,7y;_1)r firi = 1,... bis

FC{r,.. 7R
neu: und zeigen Sie TN {7y1,...,vi)r = {(Y1,---, Vi) z-

c) Seil' = < <2) , <§> > . Finden Sie den kiirzesten Vektor ; € I' \ {0} und ergénzen Sie
z

71 zu einer Z-Basis (y1,v2) von I'. (ohne Beweis)

Aufgabe 3 (Smith-Form) (3+2=5P)
6 12 —4
a) SeiA= |24 4 28 | € M33(Z). Finden Sie Matrizen S, T € GL3(Z) mit
0 —44 44
di
SAT = dz und dl | dz.



6 12 —4
b) Sei V:=7Z3und U := < 24 1,1 4 |,] 28 > C V. Finden Sie eine Basis (v1, v2,v3)
0 —44 44

von V sodass (dqv1,d,v;) eine Basis von U ist.

Aufgabe 4 (Elementarteilerzerlegung) 4P
Sei V := (v1,0; | 201 + 20, = 0, =201 + 40y = 0) 7.

Genauer: V sei ein Z-Modul mit Erzeugendensystem (v1,v;) und fiir ¢ : 7> — V,(ay,a) —
a1v1 + axv, gilt:

Kern(p) = <© ' <_42> >Z'

Thre Aufgabe: Bestimmen Sie ein Erzeugendensystem (w;,w;) von V und einen Isomorphismus

Z /g7 %L /4,7, — V.
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