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Aufgabe 1 (5+5 Punkte)
Sei E die elliptische Kurve definiert über F5 mit der affinen Gleichung

Y 2 = X3 + 1.

(a) Bestimmen Sie alle F5-rationalen Punkte von E.

(b) Zeigen Sie: E(F5) ist eine zyklische Gruppe. Geben Sie dazu einen Erzeuger P an, sodass
E(F5) = 〈P 〉.

Aufgabe 2 (2+3+3+2 Punkte)
Sei Λ = 〈ω1, ω2〉Z ⊂ C ein Gitter (d.h. ω1, ω2 sind linear unabhängig über R) und sei

E := C/Λ.

Wir betrachten E als abelsche Gruppe bezüglich der Addition. Zeigen Sie:

(a) E[n] := {P ∈ E | n · P = 0} ist eine Untergruppe von E.

Anmerkung : Man nennt E[n] die Gruppe der n-Torsionspunkte.

(b) P := {t1ω1 + t2ω2 | ti ∈ [0, 1)} ist ein Repräsentantensystem von E.

(c) Für n ≥ 2 gibt zwei Elemente P1, P2 ∈ E sodass die Abbildung

Z/nZ× Z/nZ→ E[n], (ā1, ā2) 7→ a1 · P1 + a2 · P2

ein Isomorphismus ist.

(d) E[n] ist nicht zyklisch.


