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Aufgabe 1

Sei N = {Ng, B € B(R%)} ein Poissonsches Zdhlmafl mit IntensititsmaBl u. Zeige, dass die
bedingten Wahrscheinlichkeiten P(Ng, = ki,..., N, = k, | Ngp = k) fiir jede beschrankte
Borelmenge B € By(R?) mit 0 < u(B) < oo und fiir paarweise disjunkte By, ..., B, € By(R?)
mit ;' B; = B einer Multinomialverteilung gentigen, d.h. es gilt

B (B ... i (B)

IP(NBl:kl,..-,NBn:kn|NB:k):kl!..-k! P+ (B

~—

fiir alle &, ki,... Kk, >0 mit ky +... +k, = k.

Aufgabe 2
Sei im Folgenden A > 0.

(a) Seien Uy, Us, ... eine Folge von unabhéngig und identisch verteilten Zufallsvariablen mit
Uy ~ (0,1]. Zeige, dass die Zufallsvariablen —A~'log(U;), —A"!log(Us), ... unabhéngig
und exponentialverteilt sind mit Parameter .

(b) Seien X7, X5, ... unabhangig und identisch verteilte Zufallsvariablen mit X; ~ Exp(\).
Zeige, dass die Zufallsvariable

Y=max{k>0:X;+...+ X, <1}

Poisson-verteilt ist mit Parameter .

Aufgabe 3

Sei N = {Ng, B € B(R?)} ein Poisson-Prozess mit Intensititsmaf u, wobei u(B) = 20-v5(BN
D) fiir alle B € B(R?). Hier bezeichnet D = {zx € R? : |z| < 1} den geschlossenen Einheits-
kreis. Schreibe ein Programm (mit R oder Matlab), das Realisierungen von N erzeugt. Die
Poisson-verteilten Pseudozufallszahlen sollen dabei mit dem aus Aufgabe 2 resultierenden Al-
gorithmus erzeugt werden. Fiir die Simulation von gleichverteilten Pseudozufallszahlen kénnen
die bereits implementierten Algorithmen der entsprechenden Programmiersprachen verwendet
werden. Visualisiere eine Realisierung des Prozesses.



Aufgabe 4

Sei N die Familie aller lokal endlichen ZahlmaBe und A die kleinste o-Algebra von Teilmengen
von N, so dass ¢ — ¢(B) fiir jede beschrinkte Borelmenge B € By(R?) eine (N, B(R))-
messbare Abbildung ist, d.h.

N =c({{N €N,Ng =m}, B € By(R%), m > 0}).
Zusétzlich nehmen wir an, dass fir alle 2 € R? gilt: Ny,y < 1.

(a) Bezeichne Z2 = 2177 = {2!7"2, 2 € Z?}. Definiere fiir beliebige n > 1 und 2 € Z? die
Menge A, , = (—27",27"]? + z. Ferner definiere eine Folge von Partitionen {P,,n > 1}
des R durch P, = {A. .,z € Z¢}. Zeige, dass fiir alle z, y € RY mit z # y ein ng existiert,
sodass fiir alle n > ngy folgendes gilt: Es existieren disjunkte Mengen M, M, € P, mit
x € My und y € M.

(b) Sei & ={{N € N, N =0}, B € By(R?9)}. Zeige N = o(&).

(c) Sei N = {Ng, B € B(R%)} ein zufilliges ZahlmaB. Die Verteilung von N, bezeichnet
mit Py, ist ein Wahrscheinlichkeitsma8 iiber (N, ). Zeige, dass Py eindeutig durch die
Familie der Wahrscheinlichkeiten { Py(E), E € £} bestimmt ist.



