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Wiederholung

h ∈ H, Z ∼ N (0,1), W Zufallsvariable.

I Stein-Gleichung: h(w)− Eh(Z ) = f ′h(w)− wfh(w)

I suph∈H |Eh(W )−Eh(Z )| = suph∈H |E[f ′h(W )−Wfh(W )]|
I Theorem 3.1: Falls es ein δ gibt, so, dass für jede

gleichmäßige Lipschitzfunktion h

|Eh(W )− Eh(Z )| ≤ δ||h′||,

so gilt

dW (L(W ),N (0,1)) := sup
h∈Lip(1)

|Eh(W )− Eh(Z )| ≤ δ

dK (L(W ),N (0,1)) := sup
z∈R
|P(W ≤ z)− φ(z)| ≤ 2δ1/2
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Voraussetzungen und Notation

Setting:
I ξ1, . . . , ξn unabhängige Zufallsvariablen
I E ξi = 0, 1 ≤ i ≤ n
I
∑n

i=1 E ξ2
i = 1

Notation:
I fz := fh für h = 1I(−∞,z], z ∈ R
I W =

∑n
i=1 ξi

I W (i) = W − ξi

I Ki(t) = E
[
ξi
(
1I{0≤t≤ξi} − 1I{ξi≤t<0}

)]
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Berry-Esseen für beschränkte Zufallsvariablen

Theorem 1: Falls |ξi | ≤ δ0, 1 ≤ i ≤ n, so gilt

sup
z∈R
|P(W ≤ z)− φ(z)| ≤ 3.3 δ0

Bemerkung: Sind X1, . . . ,Xn i.i.d. mit |Xi | ≤ C, 1 ≤ i ≤ n,
so folgt aus dem Theorem mit ξi = (Xi − µ)/(σ

√
n)

sup
z∈R
|P(W ≤ z)− φ(z)| ≤ 3.3

C + |µ|
σ
√

n
,

wobei µ = EX1 und σ2 = Var(X1).
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Zur Erinnerung:

I E [Wfz(W )] =
n∑

i=1

∞∫
−∞

E
[
f ′z(W (i) + t)

]
Ki(t)dt

I
n∑

i=1

∞∫
−∞

Ki(t)dt =
n∑

i=1
E ξ2

i = 1

I
∞∫
−∞
|t |Ki(t)dt = 1

2 E |ξi |3

I u, v ,w ∈ R:

|(w + u)fz(w + u)− (w + v)fz(w + v)|

≤ (|w |+
√

2π/4)(|u|+ |v |)
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Beweis der Ungleichung von Folie 4:

|(w + u)fz(w + u)− (w + v)fz(w + v)|
≤|ufz(w + u)− vfz(w + v)|+ |w ||fz(w + u)− fz(w + v)|
≤|fz(w + u)|(|u|+ |v |) + |w ||fz(w + u)− fz(w + v)|

Mit Taylerreihenentwicklung von fz folgt

|fz(w + u)− fz(w + v)| = |f ′z(ξ)u − f ′z(η)v |
≤ |f ′z(ξ)||u|+ |f ′z(η)||v |

Wegen |fz(x)| ≤ 1 und |f ′z(x)| ≤
√

2π/4, ∀ x ∈ R also

|(w + u)fz(w + u)− (w + v)fz(w + v)|

≤(|w |+
√

2π/4)(|u|+ |v |).
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Verallgemeinerung von Theorem 1: Es sei W eine
(beliebige) reellwertige Zufallsvariable mit E |W | ≤ 1.
Falls es Zufallsvariablen R1, R2 und M(t) ≥ 0 und
Konstanten δ0, δ1 und δ2 gibt, die nicht von z abhängen,
so dass∫

|t |≤δ0

M(t)dt = 1, |R1| ≤ δ1, |ER2| ≤ δ2

und

E [Wfz(W )] = E

[∫
|t |≤δ0

f ′z(W + R1 + t)M(t)dt

]
+ ER2,

dann gilt

sup
z∈R
|P(W ≤ z)− φ(z)| ≤ 2.1 (δ0 + δ1) + δ2
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Bemerkung: Es sei nun wieder W =
∑n

i=1 ξi . Weiterhin
sei I eine Zufallsvariable mit P(I = i) = E ξ2

i , unabhängig
von ξ1, . . . , ξn. Dann gilt:

E [Wfz(W )] =
n∑

i=1

∫ ∞
−∞

E
[
f ′z(W

(i) + t)
]

Ki(t)dt

=
n∑

i=1

E

[∫
|t |≤δ0

f ′z(W
(i) + t)

Ki(t)
E ξ2

i
dt

]
E ξ2

i

= E

[∫
|t |≤δ0

f ′z(W
(I) + t)K̃I(t)dt

]
,

wobei K̃i(t) = Ki(t)/E ξ2
i .
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Damit gilt also

E [Wfz(W )] = E

[∫
|t |≤δ0

f ′z(W + W (I) −W + t)K̃I(t)dt

]

Wähle
I R1 = W (I) −W = −ξI

I R2 = 0
I M(t) = K̃I(t)

Dann folgt mit δ0 ≥ |ξi |, 1 ≤ i ≤ n, δ2 = 0 und δ1 = δ0

sup
z∈R
|P(W ≤ z)− φ(z)| ≤ 4.2 δ0
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Berry-Esseen für unabhängige Zufallsvariablen

Von nun an:
I E |ξi |3 <∞, 1 ≤ i ≤ n (statt ξi beschränkt)
I γ =

∑n
i=1 E |ξi |3

Im Beweis von Theorem 1:∣∣∣∣∣
n∑

i=1

∫ ∞
−∞

P(W (i) + t ≤ z)Ki(t)dt − φ(z)

∣∣∣∣∣ ≤ 3
2
(1+
√

2π/4)γ

Schlüsselargument:

Ersetze P(W (i) + t ≤ z) durch P(W ≤ z)
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Proposition: Es gilt

P(a ≤W (i) ≤ b) ≤
√

2(b − a) + (1 +
√

2)γ

für beliebige reelle a < b und jedes 1 ≤ i ≤ n.

Theorem 2: Es gilt

sup
z∈R
|P(W ≤ z)− φ(z)| ≤ 7γ

Bemerkung: Seien X1, . . . ,Xn i.i.d., E |X1|3 <∞. Dann
gilt mit ξi := (Xi − µ)/(σ

√
n)

sup
z∈R
|P(W ≤ z)− φ(z)| ≤ 7

E |X1 − µ|3

σ3
√

n
,

wobei µ = EX1 und σ2 = Var(X1)
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Beweis von Theorem 2:∣∣∣∣∣
n∑

i=1

∫ ∞
−∞

P(W (i) + t ≤ z)Ki(t)dt − P(W ≤ z)

∣∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

∫ ∞
−∞

∣∣∣P(W (i) + t ≤ z)− P(W ≤ z)
∣∣∣Ki(t)dt

=
n∑

i=1

∫ ∞
−∞

P(z −max{t , ξi} ≤W (i) ≤ z −min{t , ξi})Ki(t)dt

Nun gilt mit der Proposition

P(z −max{t , ξi} ≤W (i) ≤ z −min{t , ξi})

=E
[
P(z −max{t , ξi} ≤W (i) ≤ z −min{t , ξi}|ξi)

]
≤E

[√
2(|t |+ |ξi |) + (1 +

√
2)γ
]
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Damit also∣∣∣∣∣
n∑

i=1

∫ ∞
−∞

P(W (i) + t ≤ z)Ki(t)dt − P(W ≤ z)

∣∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

∫ ∞
−∞

E
[√

2(|t |+ |ξi |) + (1 +
√

2)γ
]

Ki(t)dt

=(1 +
√

2)γ +
√

2
n∑

i=1

(
1
2
E |ξi |3 + E |ξi |E ξ2

i

)
≤(1 + 2.5

√
2)γ
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Unter Berücksichtigung von∣∣∣∣∣
n∑

i=1

∫ ∞
−∞

P(W (i) + t ≤ z)Ki(t)dt − φ(z)

∣∣∣∣∣ ≤ 3
2
(1+
√

2π/4)γ

führt dies zu

|P(W ≤ z)− φ(z)| ≤
[
(1 + 2.5

√
2) +

3
2
(1 +

√
2π/4)

]
γ

≤ 7γ

�
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Kommutative Paare (Exchangeable pairs)
Seien W und W ′ zwei reellwertige Zufallsvariablen auf
ein und demselben Wahrscheinlichkeitsraum.
I Das Paar (W ,W ′) heißt kommutativ, falls

(W ,W ′)
d
= (W ′,W )

I Eine Funktion g : R2 → R heißt antisymmetrisch,
falls

g(x , y) = −g(y , x),

für alle x , y ∈ R.
I Für ein kommutatives Paar gilt:

Eg(W ,W ′) = 0,

für jede antisymmetrische Funktion g.
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Im folgenden sei (W ,W ′) ein kommutatives Paar.

Lemma: Falls

E(W ′|W ) = (1− λ)W ,

für ein 0 < λ < 1, so gilt:
I EW = 0, E(W −W ′)2 = 2λEW 2

I Für jede stückweise stetige Funktion f mit
|f (w)| ≤ C(1 + |w |) ist

E[Wf (W )] =
1

2λ
E
[
(W −W ′)(f (W )− f (W ′))

]
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Beweis: Sei g(x , y) = (x − y)(f (x) + f (y)). Dann
existiert Eg(W ,W ′) und es gilt

0 = E[(W −W ′)(f (W ′) + f (W ))]

= E[(W −W ′)(f (W ′)− f (W ))] + 2E[f (W )(W −W ′)]

= E[(W −W ′)(f (W ′)− f (W ))] + 2E[f (W )E[(W −W ′)|W ]]

= E[(W −W ′)(f (W ′)− f (W ))] + 2λE[Wf (W )]

�
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Theorem 3: Ist (W ,W ′) ein kommutatives Paar und

E(W ′|W ) = (1− λ)W ,

so gilt Theorem 3.1 mit

δ = 4E
∣∣∣∣1− 1

2λ
E
[
(W ′ −W )2|W

]∣∣∣∣+ 1
2λ

E |W −W ′|3

Bemerkung: Es gilt:

E
{

1− 1
2λ

E
[
(W ′ −W )2|W

]}
= 1− EW 2
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