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Wiederholung

heH,Z~ N(0,1), W Zufallsvariable.
» Stein-Gleichung: h(w) — Eh(Z) = f;(w) — wiy(w)
> SUPhey | EN(W)—Eh(Z)| = suppey | E[fy(W) — Wh(W)]|

» Theorem 3.1: Falls es ein § gibt, so, dass fir jede
gleichmaBige Lipschitzfunktion h

|Eh(W) —Eh(Z)| < o||H]],
so gilt

dw(L(W),N(0,1)) := sup |Eh(W)—EhZ)| <35
heLip(1)

dk (L(W), N(0,1)) := sup |P(W < 2) — ¢(2)| < 26"/

ZeR
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Voraussetzungen und Notation

Setting:
» &1, ..., & unabhangige Zufallsvariablen
» E=0,1<i<n
> 27:1 Efiz =1

Notation:
> fp=fhtirh="1_,,,Z€R
> W= 27:1 &i
> W(i) =W — &-
> Ki(t) =E [§ (To<i<ey — Tg<t<oy)]
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Berry-Esseen fur beschrankte Zufallsvariablen

Theorem 1: Falls || < dp, 1 < i< n, so gilt

sup|P(W < z) — ¢(2)| < 3.3 &
zeR

Bemerkung: Sind Xj,..., Xpiid. mit | Xj| < C,1<i<n,
so folgt aus dem Theorem mit & = (X; — u)/(ov/n)

C+ |y
sup|lP(W < z z)| <3.3
sup | P(W < 2) — 9(2) <33 = 1%,

wobei 1 = E X; und ¢ = Var(X).
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Zur Erinnerung:

CEWE(W) =S [ E[R(WO + )] K(t)at
j=1—00
- % [ Kot = R =
i=1— =1

> f |tKi( t)dt—z |§/’3
> U, v,weR.

(w+ u)fz(w+ u) — (w4 V) (w+ V)
< (Iw| + Var/4)(Jul +|v])
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Beweis der Ungleichung von Folie 4:

(w4 u)fz(w+ u) — (W + v)z(w + V)|
<|ufz(w + u) — vi(w + V)| + |w||fz(w + u) — fz(w + V)|
<|f(w+ v)[(lu] + [v]) + [W[| (W + U) — fz(W + V)|

Mit Taylerreihenentwicklung von f; folgt

(W + u) = fo(w + V)| = (U = £(n)V]
SAGITERIAOINY

Wegen |f;(x)| < 1und |f,(x)| < v27/4,V x € R also

(W + u)fz(w+ u) — (w+ V) (w+ v)|
<(Iw| + var/4)(Ju| + |v)).
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Verallgemeinerung von Theorem 1: Es sei W eine
(beliebige) reellwertige Zufallsvariable mit E |W| < 1.
Falls es Zufallsvariablen Ry, R> und M(t) > 0 und
Konstanten dg, 61 und o2 gibt, die nicht von z abhangen,
so dass

M(t)dt =1, |Ri| <41, |ERz| <o
1] <do

und

E[W(W)] = E

/ (W + Ry + )M(t)dt| +E Ra,
[t|<do

dann gilt

sup |[P(W < z) — ¢(z)| <2.1 (o +d1) + b2
zeR
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Bemerkung: Es sei nun wieder W = Y"1, &;. Weiterhin
sei | eine Zufallsvariable mit P(/ = i) = E £2, unabhangig
von &1, ..., &y Dann gilt:

E [Wi, (W ]_Z/ E (W0 + 1) Ki(not
! ) t
_ZE /t%f (WO + £ (12)

/ WD+ K (t)at|
[t|<do

E &2

=E

wobei Ki(t) = Ki(t)/ E ¢2.
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Damit gilt also

E [Wi,(W)] = E

/ (W + WO — W+ K (t)at
[t|<do

Waéhle
| 4 F]’2 = 0

> M(t) = Ki(t)
Dann folgt mit 69 > |£], 1 < i< n, d2 =0 und §; = do

sup [P(W < z) — ¢(2)| < 4.2 do

ZER
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Berry-Esseen fur unabhangige Zufallsvariablen

Von nun an:
» E|&]° < 0o, 1 < i < n(statt & beschrankt)
=Y Elg)P

Im Beweis von Theorem 1:

(1+V2r/4)y

N W

En:/oo P(WD 1t < 2)Ki(t)dt — ¢(z)| <
=17/~

Schlisselargument:

Ersetze P(W") +t<z) durch P(W < 2z)
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Proposition: Es gilt
P(a< W) < b)<V2(b-a)+ (1+V2)y

fir beliebige reelle a < bund jedes 1 </ < n.

Theorem 2: Es gilt

sup [P(W < 2) — ¢(2)| < 7y

zeR
Bemerkung: Seien Xy, ..., Xp i.i.d., E|X;]® < co. Dann
gilt mit & := (X; — p)/(ov/n)

E X — pf®
sup |P(W < 2) — ¢(2)| < 7 =121 — 17
Ze}g’ (W<2)-9(2) < o3

wobei 1 = E X; und 02 = Var(X;)
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Beweis von Theorem 2:

i/m P(WW + t < 2)Ki(t)dt — P(W < z)
i=1 /=0

<§n:/oo ‘P(W(’) +t1<z)-P(W< z)‘ Ki(t)dt
=177

:Z/OO P(z — max{t,&;} < WO < z — min{t, &})Ki(t)at
=177

Nun gilt mit der Proposition
P(z — max{t, &} < WO <z —min{t,&})
—E [P(z - max{t.&} < WO < z— min{t,&}/¢)
<E[V2(ltl + &) + (1 + v2)]
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Damit also

)+t < 2)Ki(t)dt — P(W < 2)

<Z/ V2(Itl+1&l) + (1 + V20| Kty

(1 +fv+f2< E|§,|3+E|5,|Es,)
<(1+25V2)y
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Unter Berucksichtigung von

< g(1+\/27r/4)7

Enj/oo P(WD 1 t < 2)Ki(t)dt — ¢(2)
j=1 7~

fhrt dies zu

IP(W < z) — ¢(2)| < [(1 +2.5V2) + 2(1 + x/27r/4)] ~y

<7y
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Kommutative Paare (Exchangeable pairs)

Seien W und W’ zwei reellwertige Zufallsvariablen auf
ein und demselben Wahrscheinlichkeitsraum.

» Das Paar (W, W’) heiB3t kommutativ, falls
W.w) < (W, w)

» Eine Funktion g : R? — R heiB3t antisymmetrisch,
falls
g(Xay) = —g(y,X),

fur alle x,y € R.
» FUr ein kommutatives Paar gilt:

Eg(W, W) =0,

fir jede antisymmetrische Funktion g.
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Im folgenden sei (W, W’) ein kommutatives Paar.
Lemma: Falls
E(W|W)=(1-\W,

firein 0 < A < 1, so gilt:
»EW=0, E(W-W)2=2)\EW?
» FUr jede stlickweise stetige Funktion f mit
[f(w)| < C(1 + |w]) ist

EIWI(W)] = o E [(W — W)(H(W) — (W)
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Beweis: Sei g(x,y) = (x — y)(f(x) + f(y)). Dann
existiert E g(W, W) und es gilt

0=E[(W - W’)(f(W') +H(W))]
= E[(W — W)(F(W') — f(W))] + 2E[f(W)(W — W')]
=E[(W - W)(f(W') — f(W))] + 2E[{(W) E[(W — W')|W]]
= E[(W W’)(f( W') = f(W))] + 2AE[WI(W)]
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Theorem 3: Ist (W, W') ein kommutatives Paar und
E(W|W)=(1-)W,
so gilt Theorem 3.1 mit

1

o RTVAE
5y EIW - W)

5:41@‘1 B[ - W)2]WH+

Bemerkung: Es gilt:

E{1 —;—AE{(W’— W)Zyw}}:1ﬂ-zw2
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