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1 Parameterschatzung

Aufgabe 1

Nachdem die Firma "Spiel- und Spaflautomaten” in den letzten Jahren einen Rekordumsatz mit ihren
Glithwein- und Crépes-Automaten auf dem Ulmer Weihnachtsmarkt erzielt hat, soll in diesem Jahr
das Angebot um einen Feuerwurst-Automaten ergénzt werden. Dabei kann man die Wurst mit Senf
oder Zaziki bestellen. Da das eigentliche Fachgebiet von "Spiel- und Spaflautomaten" die Herstellung
von Gliicksspielautomaten ist, wurde der Feuerwurst-Automat mit einem Zufallsgenerator ausgestattet.
Eine Feuerwurst mit Senf aus dem Automaten kostet 3€, eine mit Zaziki 4.50€. Beim Einwurf der
Summe bekommt man entweder die gewahlte Wurst, gar keine oder eine Wurst mit Senf und Zaziki.
Du lasst dir fiinf mal hintereinander eine Feuerwurst mit Senf aus dem Automaten und notierst dabei
den entsprechenden Gewinn in Euro mit X, d.h. X € {-3,0,1.5}!. Das Ergebnis deiner Versuche ist
(1.5,—3,0,—3,0). Mit Hilfe dieser Daten versuchst Du herauszufinden wie X verteilt ist.

(a) Wie wiirdest Du die Wahrscheinlichkeiten der verschiedenen Ergebnisse bestimmen, wenn Du keine
weitere Information tiber die Form der Zahldichte héttest?

(b) Du willst es nun genau wissen und wirfst einen Blick auf die Homepage von "Spiel- und Spaflau-
tomaten". Dabei findest du heraus, dass X die folgende Zéhldichte besitzt:

3p/2 falls x = —3
fx(@)=<p fallsz =0 ,
1-5p/2 fallsx =15

wobei p € (0,2/5). Konstruiere einen Schitzer fiir p gemé der Momentenmethode aufgrund der
vorliegenden Daten.

(c) Berechne P,(X; = 1.5,Xy = —3,X3 = 0,X4 = —3,X5 = 0) also die Wahrscheinlichkeit, dass
die vorhandene Stichprobe auftritt) unter der Annahme, dass der Gewinn wie in (b) angegeben
verteilt ist. Fiir welchen Wert von p wird diese Wahrscheinlichkeit maximal? Skizziere fiir diesen
Wert von p die Verteilungsfunktion von X.

Aufgabe 2

Die Firma "ShineBright" ist Hersteller hochwertiger Leuchtmittel. Neu im Sortiment ist Die LED-Lampe
"Helle Freude". Um ihr Produkt bewerben zu kénnen, moéchte "ShineBright" die mittlere Brenndauer
(in Stunden) ihrer LED-Lampen anhand einer erhobenen Stichprobe (x1,...,z,) bestimmen. Es wird
davon ausgegangen, dass es sich dabei um die Beobachtung einer Zufallstichprobe (Xi,...,X,) zur
Exponentialverteilung mit Parameter A > 0 handelt.

!Bekommst du keine Wurst ist der Gewinn 3€, bei einer Wurst mit Senf 0€ und wenn du eine Wurst mit Senf und Zaziki
bekommst betragt der Gewinn 1.50<€.



(a) Bestimme den ML-Schétzer fiir den Erwartungswert 1/\.
(b) Bestimme einen Momentenschétzer fir den Erwartungswert 1/\.
(c) Bei einer Uberpriifung von 10 der neuen Lampen ergaben sich fiir die Brenndauern die Werte
(9512.74,16586.10, 13091.19, 7548.20, 3352.39, 342.27, 11681.13, 8795.62, 2800.88, 583.09).
Bestimme die Werte der Schétzer aus (a) und (b) fiir diese Stichprobe.

Aufgabe 3
X1,..., X, sei eine Zufallsstichprobe der diskreten Verteilung mit folgender Zahldichte:

folw) = (5) -0 flsoe{-1,0,1)
0 sonst

Uber den Parameter 6 ist lediglich bekannt, dass er positiv und kleiner 1 ist.

(a) Stelle sicher, dass es sich bei fp tatsdchlich um eine Zahldichte handelt.

(b) Zeige, dass die Ableitung der log-Likelihoodfunktion nach 6 durch

0 n n N
%IOgL(%,---,%‘nﬁ) = g2 - m(l — 1g)

n
gegeben ist und konstruiere einen Maximum-Likelihood-Schétzer fiir 6. Hierbei sei s = % > x%
k=1

Aufgabe 4

Aus Erfahrung sei bekannt, dass die Brenndauer einer Glithbirne einer bestimmten Sorte durch eine
absolutstetige Zufallsvariable X mit Dichte pg(z) = 20ze 0" Tpo0)(z), = € R beschrieben werden
kann, wobei 6 > 0 ein unbekannter Parameter ist.

(a) Bestimme den Maximum-Likelihood-Schétzer fur 6.
(b) Zeige, dass E[X] = 1,/7.

¢) Bestimme einen Momentenschétzer fur 6.

(
(d) Zeige, dass die Schitzer aus (a) und (c) konsistent? sind fiir 6.

)
)
)
(e) Die folgende Tabelle zeigt 15 Brenndauern (in 1000 Stunden) der Glithbirnen die in unabhéngigen

Versuchen ermittelt wurden.

1.530 1.173 1.832 1.075 1.539
0.998 2.083 0.693 2.529 1.639
1.325 1.487 1.298 1.743 1.432

Welche Ergebnisse liefern die Schétzer aus (a) und (c) fiir diese Daten?

Aufgabe 5

Es sei (X1,...,Xy) eine Zufallsstichprobe zur Bernoulli-Verteilung mit Parameter p € [0, 1]. Betrachte
die folgenden Schétzer fir p:

ﬁl(Xla"'an):Xn7 ﬁQ(X17"'7Xn):Xn'

Untersuche die beiden Schétzer hinsichtlich der Giteeigenschaften (asymptotische) Erwartungstreue
und (schwache) Konsistenz.

’Es darf ohne Beweis verwendet werden, dass E[X?] = 5.



