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Aufgabe 1
Sei Y ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit Erwartungswertvektor p = IEY und Kovarianz-

matrix K = Cov(Y). Dann heifst Y normalverteilt, wenn Y 4 w+ BZ, wobei Z ~ N(0,1,)
ein r-dimensionaler, reguldr multivariat normalverteilter Zufallsvektor ist und B € R™ " mit
rg(B) = r, so dass K = BB”. Zeige, dass ein ein n-dimensionaler Zufallsvektor Y mit Erwar-
tungswertvektor ;1 = EY und Kovarianzmatrix K = Cov(Y) vom Rang rg(K) =r mit r <n
genau dann normalverteilt ist, wenn

a) die charakteristische Funktion ¢(t) = Eexp(i >."_,¢;Y;) von Y gegeben ist durch
J=1%"2"7J
1
©(t) :exp(itTu—gtTKt>, Vt=(t1,...,tn)T € R",

(b) die lineare Funktion ¢’V von Y fiir jedes ¢ € R" mit ¢ # 0 normalverteilt ist mit

Y ~ N, "' Ke).

Dabei darf ohne Beweis benutzt werden, dass jede nicht-negativ definite Matrix K € R"™*"
vom Rang r in der Form K = BBT geschrieben werden kann, wobei B € R™ " und rg(B) = r.

Aufgabe 2

Beweise folgende Aussagen. Hierzu kann benutzt werden:
lim l(eihx —1)==x und ll(eihx —1)| < ||
h—0 h h -

(a) Sei Z ein (n-dimensionaler) Zufallsvektor mit charakteristischer Funktion ¢(t) = E(exp{it’ Z}).
Falls E(||Z]|P) < oo fiir ein p € IN, dann existieren die r—ten partiellen Ableitungen von
p fiir jedes r < p und fiir beliebige i1, ...,%, € N mit i1 + - -- + i, = r gilt:

i i —r 07p(t)
]E(le L—— Znn) =1 m =0 .
1+ n -
Insbesondere gilt:
1 9¢(t) 9%p(t)
( ]) ' 875]' t=0 b ( J k) atjatk ‘t:O

(b) Sei Z = (Z1,...,Z,)T ~ N(0,K) ein (zentrierter) normalverteilter Zufallsvektor mit
Kovarianzmatrix K = (k;;). Dann gilt fiir beliebige 4,5 € {1,...,n}

E(ZZ) = Mg und COV(ZZ‘, Z]) = kij .



Aufgabe 3

Sei Y ~ N(u, K) ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit Erwartungswertvektor p und Kovari-
anzmatrix K. Aufierdem sei A € R™*™ eine beliebige m x n-Matrix fir m < n mit rg(4) =m
und ¢ € R™. Zeige, dass Z = AY + ¢ ein m-dimensionaler normalverteilter Zufallsvektor ist
mit Z ~ N(Au+ ¢, AKAT).

Aufgabe 4
Sei X = (X1, X2, X3)" ~ N(u, K) mit Erwartungswertvektor p = (1,2,3)7 und Kovarianz-
matrix

2
K=o p
0

T D
N O

(a) Bestimmen Sie die Randverteilungen von X und (X7, X3)7 .

(b) Fiir welchen Wert von p sind die Zufallsvariablen X7 + X5 + X3 und X7 — X5 — X3
unabhéngig?



