2 Max-Anziehungsbereiche

Seien X7, X5, ... unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion
F. Wir sagen, dass F' im Max-Anzichungsbereich einer Verteilungsfunktion G liegt, falls
es reellwertige Folgen a,, > 0 und b,, gibt mit

M, — b,

S 4G fiir no— oo

an

Im Folgenden werden wir die Max-Anziehungsbereiche der Verteilungen ®,, ¥, und G
beschreiben.

2.1 Max-Anziehungsbereich der Fréchet-Verteilung o,

Wir haben bereits gesehen, dass die Verteilung mit der Tailfunktion F(t) =t t > 1,
im Max-Anziehungsbereich von ®,, liegt. Wir werden zeigen, dass der Anziehungsbereich
von @, aus allen Verteilungen besteht, deren Tailfunktionen sich im gewissen Sinne wie
t~ verhalten. Der entsprechende Begriff ist die regulédre Variation.

Definition 2.1. Eine messbare Funktion f : (A,o0) — (0,00) heifit regulir variierend
m +oo mit Index o € R, falls
f(Mt)

tE+moo W = \* fiir jedes A > 0.

Bezeichnung: f € RV,.

Beispiel 2.2. Die Funktion f(t) = ct®, wobei ¢ > 0, ist regulér variierend mit Index «,
denn \ \
t t)*
SO _ D\ fiip alle A > 0.
i) a
Beispiel 2.3. Die Funktion f(t) = ct®(logt)?, mit ¢ > 0, 8 € R ist regulir variierend
mit Index «, denn

FO) et (log(At)P (logt+log A"
10 = Cetonne =X ()
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fiir ¢ — 400 und alle A > 0.
Definition 2.4. Eine Funktion f ist langsam variierend in +o0o wenn f € RV, d.h.

Y
m leﬁh’jedesk>0.

!
i4e0 F(2)
Beispiel 2.5. Die Funktion f(t) = (logt)” mit 8 € R ist langsam variierend.

Theorem 2.6. Sei f € RV,. Dann gibt es eine langsam variierende Funktion L, sodass

F(£) = t°L(1).

Beweis. Setze L(t) = % Dann muss man nur noch zeigen, dass L(t) langsam variierend

1st:
L «
(A1) = AGL = /\_a_f(ﬁ) S A AT =1, t — 400,
Lit) — ft)(a)e f(t)
da f nach Voraussetzung regulér variierend ist. Deshalb ist L langsam variierend. [

Theorem 2.7. Eine Verteilungsfunktion F mit rechtem Endpunkt x* liegt im Maax-
Anziehungsbereich der Fréchet-Verteilung ®, mit a > 0 genau dann, wenn folgende
zwei Bedingungen erfillt sind:

1. ¥ = 4o00.
2. Die Tailfunktion F ist requldr variierend mit Index —«, d.h.

C1-FO)
tBHloo 1_—}7(1;) =\ fUT alle \ > 0.

Sind die beiden Bedingungen erfiillt, so gilt

Xq,..., X, 1
max{Xy,..., }iﬂba mit a, = F* <1——>,

an n
wobei F' die Quantilfunktion von F' bezeichnet:

F7(a) :=inf{t e R: F(t) > a}, a€(0,1).

Im Folgenden beweisen wir die Riickrichtung von Satz 2.7.
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Abbildung 2.1: Veranschaulichung F* (a).

Lemma 2.8. Sei 2* = oo und F' € RV_,, dann gilt lim,,_..o nF(a,) = 1.

Beweis. Ist F' streng monoton steigend und stetig, so gilt F'(a,) =1 — %, denn F* ist
dann die inverse Funktion von F'. In diesem Fall ist die Aussage des Lemmas giiltig,
denn es ist sogar nF(a,) = 1. Leider gilt das im Fall eines beliebigen F' nicht, wie die
folgenden Bilder zeigen:

on F@oh
1

at .

F (@)

Abbildung 2.2: Problemfille

Im allgemeinen Fall ist der Beweis etwas komplizierter. Wir zeigen zunéchst, dass

Fla) = (P (1-2)) 21— (1)

n n

Sei e > 0, dann ist F(a,+¢) > 1— . Lassen wir € gegen Null gehen, so gilt F'(a, +¢) —
F(ay,), weil F' als Verteilungsfunktion rechtsstetig ist. Daraus ergibt sich (2.1). Damit
folgt, dass F(a,) < %, woraus sich direkt ergibt, dass

limsup nF(a,) < 1. (2.2)

n—o0
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Es bleibt also noch zu zeigen, dass

liminf nF(a,) > 1. (2.3)

n—0o0

Sei dazu z € (0,1). Fiir n grof§ genug gilt za, > 0, denn a, — oco. Es gilt auflerdem
F(za,) < 1— % nach Definition von a,. Somit gilt:

nF(za,) =n(l — F(za,)) > n-%: 1

Damit folgt unmittelbar:

nF(a,) = nkF(xa,) = > = — x, n — oo,

da F regulir variierend mit Index —a ist. Es ergibt sich nun also, dass lim inf,,_,o nF’ (an) >
2 fiir alle z € (0,1). Wenn man nun x gegen 1 gehen lisst ergibt sich (2.3). Damit ist
insgesamt lim,, ., nF'(a,) = 1 und das Lemma ist bewiesen. O

Beweis von Satz 2.7. Wir beweisen nur die Riickrichtung. Wir nehmen also an, dass
x* = oo und F' € RV_,. Sei t > 0. Nach Lemma 2.8 gilt nF'(a,) — 1. Da F regulér
variierend mit Index —a ist, ergibt sich

F(ta,)

nF(ta,) = nF(a,) - Fla,) =17 =t n — 0o.

Dadurch folgt:

P [% < t} = (1 — F(ta,))" — e " = 04(1), n — 0o.

Qn

Deshalb gilt 450, fiir n — oo . O

2.2 Max-Anziehungsbereich der Weibull-Verteilung U,

Der Max-Anzihungsbereich der Weibull-Verteilung ¥, hat eine éhnliche Charakterisie-
rung wie der Max-Anziehungsbereich der Fréchet-Verteilung. Der Unterschied ist, dass
im Fall der Weibull-Verteilung der rechte Endpunkt z* endlich sein muss. Damit ei-
ne Verteilungsfunktion F' im Max-Anziehungsbereich von V¥, liegt, muss F' in x* im
gewissen Sinne regulér variierend sein. Wir geben nun eine prézise Definition.
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Definition 2.9. Eine messbare Funktion f : (0, A) — (0,00) heifit regulir variierend in
0 mit Indexr o € R, falls
f(A)

lim =——= = \* fiir positive a.

t—0 f(t)
Bezeichnung: f € RV,(0).

Beispiel 2.10. Die Funktion f(¢) = t* ist regulér variierend in 0 mit Index a.

Theorem 2.11. Fine Verteilungsfunktion F mit rechtem Endpunkt x* liegt im Maax-
Anziehungsbereich der Weibull- Verteilung V,,, dann und nur dann, wenn folgende zwer
Bedingungen erfillt sind:

1. ¥ < o0

2. Die Funktion 1 — F(z* —t) ist requldr variierend in 0 mit Index o, d.h.

liml—F(x — At)

tl0 1_F(.§L’*—t> = A f'U:T'CLHe)\>O.

Sind die Bedingungen erfiillt, so gilt

max{Xy,..., X, } —z*
an

1
iﬂlfa mit a, = z* — F< (1——).
n
Beispiel 2.12. Betrachte die Verteilungsfunktion F(t) =1 — (1 —¢)® mit ¢ € [0, 1] und
a>0.Dannist z* =1 und 1 — F(1 —t) =t* € RV,(0).
Beweis von Satz 2.11. Wir beweisen wieder nur die Riickrichtung. Sei z* < oo und
1— F(z* —t) € RV,(0). Definiere F*(t) = F(z* —1),t > 0. Es ist leicht einzusehen, dass
F* auch eine Verteilungsfunktion ist. Betrachte
1 — F*(At) . 1=F(z*—5) 1—F(z*—3)

lim -~ " _ _\o
toboo 1 — F(t)  toioe 1— F(z® — 1) 5o 1— F(a — ) !

>

wobei wir die Substitution ¢ = 1/s benutzt haben. Es folgt, dass F* € RV_,(c0). Mit
Theorem 2.7 folgt nun, dass F* im Max-Anziehungsbereich von @, liegt und

n—oo n

a 1
lim F*"(a’t) = e " t > 0, wobei a’ = F** <1 - —) .

Deshalb gilt fiir alle s = =1/t <0

1 —Q «@
lim F™ (:p* + i) = lim F" (:v* - —) = lim F*™(a’t) =e " = (797,
n—00 a;“l n—00 a;t n— 00
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was sich auch equivalent wie folgt ausdriicken lasst:

lim Pla) (M, —z*) < s] = ¥,(s), fir alle s < 0.

n—oo

Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass a,, = al

n

a;‘l:F*‘_(l—l):inf{t:F*(t)zl—l}zinf{t:F<x*—1>21—1}.
n n t n

Substituiert man x* — % durch u, so ergibt sich

. 1 1 1 1
a, = inf Fu)>1——% = , = -
T —u n v —inf{u: F(u) >1—-+} 2t —=F~(1-)

Es ergibt sich also a, = 1/a}. O

2.3 Max-Anziehungsbereich der Gumbel-Verteilung G

Theorem 2.13. FEine Verteilungsfunktion F mit rechtem Endpunkt x* liegt im Maz-
Anziehungsbereich der Gumbel-Verteilung G(t) = e ¢ genau dann, wenn es eine posi-
tive und messbare Funktion g(t) gibt mit

F
}%Ixr} w =e 7 fir alle v € R. (2.4)

Ist die Bedingung erfriillt, so gilt

max{Xy,...,X,} _anG

Qn
mit b, = F'< (1 — %) und a, = g(a,).
Bemerkung 2.14. z* kann endlich oder unendlich sein.

Beweis. Es wird hier nur ein Beweis fiir die Riickrichtung gegeben. Man betrachte dazu

_ F(anz + b,
i (o ) = Jip SRR =

denn es gilt nF'(b,) — 1 (Beweis #hnlich wie in Lemma 2.8). Es folgt

M - —x
P [—na bn < :B:| = F"(a,x+0b,) = (1= Fla,z+b,))" =e° .
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Und dadurch folgt MT(;—;Z’"LG fiir n — oo. n

Beispiel 2.15. Wir haben bereits gesehen, dass die Exponentialverteilung mit F(t) =
et t > 0, im Max-Anziehungsbereich von G liegt. Man kann nachrechnen, dass Bedin-
gung (2.4) mit g(t) = 1 erfillt ist.

Im Folgenden werden wir zeigen, dass die Normalverteilung zum Max-Anziehungsbereich

der Gumbel-Verteilung gehort. Dazu bendtigen wir ein Lemma.

Definition 2.16. Zwei Funktionen f und g heiflen asymptotisch equivalent (in +o0),

falls "
) _
L

Bezeichnung: f(t) ~ g(t) firt — +oo.

Lemma 2.17. Fir die Tailfunktion F der Standardnormalverteilung gilt

_ 11
E(t) ~ Eze_f?ﬂ fiir t — 4+o0.

Beweis. Es gilt

. F(t) e ds —e=t'/2 .
tli}g) ﬁe*f?/2 o t1i>rcr>lo %e*tz/2 o tli{& —t%e*'g/2 — t%e*t2/2 o tli>rgv t% +1 =1
wobei wir den Satz von L’Hospital fiir den Fall ,,%“ angewendet haben. O]

Theorem 2.18. Die Standardnormalverteilung liegt im Max-Anziehungsbereich der
Gumbel-Verteilung G.

Beweis. Wir werden zeigen, dass Bedingung (2.4) des Satzes 2.13 mit ¢(t) = 1/t gilt.
Mit Lemma 2.17 ergibt sich:

2
7 1 —(t+zg(t)?/2 L _t?/2ma gy

F(t —i:xg(t)) o hm t+$9(t) — llm t+z/t€ —x

1m = =€
t—+o0 F(t) t—+o00 %e—t2/2 t—o0 %e—ﬂ/z

fir alle x € R. O
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Wir werden nun die Konstanten a,, und b,, so bestimmen, dass fiir das Maximum von

n unabhéngigen standardnormalverteilten Zufallsvariablen gilt: M’;—;b”i%? fiir n — oo.

Laut Satz 2.13 sollten wir b, so wihlen, dass nF(b,) = 1. Da aber die Losung dieser

Gleichung keine explizite Darstellung besitzt, werden wir ein biichen anders vorgehen.
Wir werden b,, so wihlen, dass lim,,_,, nF'(b,) = 1, was genau dann der Fall ist wenn

! eVl l, n — 0o. (2.5)

v 2mb, n

Auf der linken Seite scheint e %%/2 derjenige Term zu sein, der am schnellsten gegen
0 geht. Wir kénnen also als erste Anndherung b, so wéhlen, dass e /2 =1 /n, d.h.

b, = v/2logn. Dann ist aber ﬁe*bgﬂ = WW% — also sind wir noch nicht am

Ziel. Wir wahlen also b, = +/2logn + ¢,, wobei d, noch genauer spezifiziert werden
muss. Dann folgt:

1 2 1 _ _ %
- ¢ b /2 — e logn—+/2lognén—-3

V27, V2r(y2logn + 6,)

Wihle 4§, so dass v/2my/2logn = e~V21°8m% Dann folgt durch umformen, dass 6, =
—ﬁ(leg 47 4 loglogn). Es ist schlielich leicht nachzuweisen, dass mit

loglog n + log(4m)
b, = /21 -
oen 2¢/2logn

die gewiinschte asymptotische Equivalenz (2.5) gilt. Als a,, wiahlt man schliellich

(52) 1 1
a”’l = n = — —
g b, v2logn

Theorem 2.19. Seien X1, X, ... unabhdingig und standardnormalverteilt. Dann gilt fiir
alle x € R:

log 1 log(4 —z
JLHC}OP[\/ﬂogn{Mn— <\/210gn— e ()Qg\;LQLTOTgL( W)>} gx} =e ° .

Beweis. Ubungsaufgabe. O]

Bemerkung 2.20. Der Satz ldsst sich wie folgt interpretieren: das Maximum M,, nimmt

Werte an, die sehr nah an b,, = /2logn — % sind. Die Differenz zwischen M,

und b, ist von der GroBenordnung a,, = 1/4/2logn. Reskaliert man M,, — b, mit dem
Faktor \/2logn, so erhilt eine approximativ Gumbel-verteilte Zufallsvariable.
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2logn

1

n

Abbildung 2.3: Maximum liegt mit hoher Wahrscheinlichkeit im dargestellten Bereich
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