5 Ordnungsstatistiken

Seien Xj,..., X, unabhéngige identisch verteilte (u.i.v.) Zufallsvariablen mit Vertei-
lungsfunktion F. Ordnen wir die Stichprobe Xi,...,X,, monoton aufsteigend an, so
erhalten wir die sogenannten Ordnungstatistiken

Xl:n S XZ:n S . < Xnn

Zum Beispiel ist X, = min{ X, ..., X, } und X,,, = max{Xy,..., X, }. Wir benutzen
die Notation
M® = X, i1, k=1,...,n.

Somit ist Mél) = X,., das groite Element der Stichprobe, M7(12) = X, _1., das zweitgrofite
Element und so weiter.

5.1 Extreme Ordnungsstatistiken

Wir haben die moglichen Grenzwertverteilungen von MY fiir n — oo bereits beschrie-
ben. Im Folgenden beschreiben wir die Grenzverteilungen von M,Sk), wobei k € N fest
und n — oo.

Theorem 5.1. Sei u,, € R eine Folge mit lim,, oo nF(u,) = 7, wobei 0 < 7 < oo. Dann
qgilt:

e

. = T
T}Ln;oplzmm_k] =75 k=0,1,....

Beweis. Wir bezeichnen mit .S,, := E?:J 1x,>u, die Anzahl der Beobachtungen, di@ ober-
halb von w,, liegen. Es gilt S,, ~ Bin(n, F'(u,)). Nach Voraussetzung gilt lim,, o, nF'(u,) =
7. Da dies gilt, darf der Poissongrenzwertsatz angewendet werden:

Sni>Poi(7') fiir n — oc.

Mit anderen Worten, lim,, ,, P[S,, = k] = 6_7% fiir alle kK =0,1,.... ]
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Theorem 5.2. Es gebe Normierungsfolgen a,, und b,, so dass

A4£D - UYUn
b—ai>G fiir n — oo,
wobei G eine Extremwertverteilung ist. Dann gilt fir alle k =1,2,... und x € R:
(k) _ N k-1 (< log G(x))°
lim P My" — ay, <l = G(x)- > oy = , G(z)#0

Beweis. Setzt man u,, :== a,, + b,xr und S,, = Z:.L:l 1x,>u, SO ergibt sich:

k—1
P[MP <a,+b,2] =P[S, <k-1]= ZP[SH = 3.
s=0
Mit Theorem 5.1 folgt:
k—1 k—1 s
i S ris. =5 -
s=0 5=0

mit 7 = lim,,_,oc nF (u,). Es bleibt also noch die Bestimmung von 7. Nach der Voraus-

setzung gilt:
Mn — Qp

bn
Deshalb gilt fiir geeignete reelle Folgen ay,, b,

d .
—G fir n — oo.

F*(a, + bnx)i>G(:1:), n — oo.
Fiir G(x) # 0 ist dies equivalent zu

lim nlog(l — F(uy,)) = log G(z).

n—oo

Unter Verwendung der Taylorentwicklung des Logarithmus folgt schlieBlich lim,, nF'(u,,) =
—log G(z). Deshalb gilt 7 = —log G(z). Einsetzen von 7 in (5.1) liefert die Behaup-
tung. O

Im Folgenden bescheiben wir die Grenzwertverteilung des Vektors (Mfll), e ,pr),
mit k fest und n — oo. Betrachte die Schwellenwerte u$" > u? > ... > u"” mit
lim nF(uM)=7,..., lim nF"”) =7, mit0<n <... <7 <oo.

n
n—oo n—o0

Sei S = Sl Yoyt die Anzahl der Uberschreitungen des Schwellenwerts nes
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Theorem 5.3. Fiir alle ky, ks, ..., k. € {0,1,2,...} gilt

k — k2 — k'r
lim B[SY = ki, SP = kyhy oy SO = kytothy] = 2= (6 Z T
n—00 kl ]{52' k?,»'

Beweis. Definiere p,, ), = F(u%k)). Setzt man

Po(ky, . ky) =P[SWY =k, 8P = ky + kg, ..., S =Ky + ... + K, ],

dann gilt

n n—=k
Pn(kl, ceny kn> = <k1)pl;21 : ( k?g 1) (pn,2 _pn,l)kQ'

r—1
n — . kl n—S"" )
: ( Z]{;z_l )(pn,r - pn,r—l)kT : (1 - pn,r) Zizt kz‘

Damit kann der Beweis faktorweise durchgefiihrt werden. Fiir den ersten Faktor gilt

n Ky 77L(n—1)-..(n—k’1+1).p< (1))k1NM T{fl
Jy )Pt k! Un, :

Ahnlich gilt fiir den zweiten Faktor

n—k nk2(F ug) - F u,(ll) ko To — 71 )k2
' (an - pn,l)k2 ~ ( ( ) ( >) — ( 2 1) )
ko ko! ka!

was sich nun analog fiir simtliche Faktoren aufler dem letzten fortfithren lasst. Fiir den
letzten Faktor gilt schliefSlich:

(1 — puy) M7k ™™ fiir n — oo,

denn es gilt:

n—ki—...—k)ppr =0k —...—k)Fu?) = 7.
O
Nun konnen wir die gemeinsame Verteilung von (My(Ll), e ,M,(Lr)) beschreiben. Es gilt
PMY <u® M <o =PSWY =0,5% <1,8® <2..., 8" <r—1].

Der Grenzwert der rechten Seite kann mit dem obigen Satz berechnet werden, was zu
einer langen Formel fiithrt. Im néchsten Satz betrachten wir den Spezialfall r = 2, d.h. wir
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beschreiben die gemeinsame Grenzwertverteilung der zwei gréfiten Werte der Stichprobe.

Theorem 5.4. Es gebe Normierungsfolgen a,, und b,, so dass

Mr(tl) —Qp d
b——>G, n — 09,

wobei G eine Extremwertverteilung ist. Dann gilt fir alle x1 > x5:

VA, V2
n — Up n = Un
lim P | =2 — 9 < x1, mal R G(z2)(log G(x1) —log G(xs) + 1)

n—00 bn bn —

falls G(x2) # 0 und 0 sonst.

Beweis. Setze %(11) = a, + b,r1 bzw. u,(f) ‘= a, + byxy. Es ergibt sich aus

lim F"(a, + b,x) = G(z) = lim nF(a, + b,r) = —log G(x)

n—o0 n—oo

dass lim,, e nF(ug)) = —log G(x1) =: 71 bzw. lim, nF(ug)) = —log G(x2) =: To.

Es gilt:

PIMY < uP, MP <uP]=P[SP =0,5P < 1]

Mit Theorem 5.3 folgt dann

ILm (P[SWV =0,5% =0] +P[SPV =0, =1)) =e ™ + (1, — 71 )e ™.
5.2 Allgemeine Eigenschaften der Ordnungsstatistiken

Theorem 5.5. Fiir allel1 <k <nundtecR gilt

m

P[X}n < t] = Xn: (n>F(t)mF(t)"‘m.

m=k
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Beweis. Setze L =" | 1x,<;, dann gilt L ~ Bin(n, F(t)) und somit

P[X,, <t =P[L > k] = Xn: P[L = m] = Y (7’;) Ft)™F ().

]

Eine Zufallsvariable X heifit gleichverteilt auf [0, 1], falls die Dichte von X gegeben ist
durch fx(t) = 1j0.4(2).

Beispiel 5.6. Seien Xj,..., X, unabhéngig und gleichverteilt auf [0, 1]. Dann ist die
Dichte von Xj., gegeben durch

k() (1=t ", te0,1]
0, sonst.

ka::'n, <t> = {

Das heifit, Xj., hat eine Beta-Verteilung Beta(k,n — k + 1).

Aufgabe 5.7. Zeigen Sie, dass EX., = niﬂ
Theorem 5.8. Seien X, ..., X,, unabhingig und identisch verteilt mit Dichte f. Dann
qilt fiir die gemeinsame Dichte von Xi.,,..., Xpn:
nlf(ty)-...- f(t,), ti1<ta<...<t,
le:n .... Xnm(tl,---,tn)_{ f( 1) f( ) 1 2

B 0, s0nst.

Beweisidee. Es gibt n! Anordnungen von X1, ..., X,,. O

Auch wenn die Zufallsvariablen X1, ..., X,, unabhéngig dsind, sind die Ordnungssta-
tistiken Xi.,, ..., X, im Allgemeinen nicht unabhéngig. Es gilt jedoch eine schwéchere
Eigenschaft, die sogenannte Markov-Eigenschaft.

Theorem 5.9 (Bedingte Unabhéngigkeit von Ordnungsstatistiken). Seien X7,..., X,
unabhdngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Dichte f. Die bedingte Dichte
fulzy, ... z,) von Xgi1., gegeben, dass Xy, = x1,..., Xpn = xp, Stimmt mit der
bedingten Dichte f(u|xy) von Xgi1., gegeben, dass Xy, = xy, tberein.

Bemerkung 5.10. Angenommen, die ersten k£ Ordnungsstatistiken der Stichprobe X7,..., X,
sind bekannt: Xy, = x1,..., Xy, = 2. Wo liegt nun die néchste Ordnungsstatistik
Xgi1.n7 Der obige Satz behauptet, dass fiir die Beantwortung dieser Frage nur der Wert

Xg.n = xp relevant ist. Die Werte der vorherigen Ordnungsstatistiken xq, ..., x;_1 tau-

chen in der bedingten Verteilung von X 1., nicht auf.
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Beweis. Sei fi . g, die Dichte von Xj.,, ..., Xi.,. Dann gilt

.....

fl k+1:n(ua XLy ,l’k)
U Ty n ., Tg) = = : 5.2
f( | ! k) fl ..... k:n(xla"-yxk) ( )
Sei fik+1. die Dichte von (Xj.p, Xgy1.) und fi., die Dichte von Xj.,. Dann gilt
f(u|$k) _ fk,k+1:n<xk>u)7 (53)

fkn(xk)

fi.. k:n(xl,...,xk):f(xl)-...-f(:ck)-(1—F(xk))”_k~n~(n—1)-...-(n—k+1)
falls x1 < ... <z, und 0 sonst. Analog
fio gz, ooszg) = fzr) oo fagsn) - (1 —F(:Jckﬂ))”_k_l-n- (n—1)-...-(n—k)

falls 1 < ... < 241 und 0 sonst. Auerdem gilt:

Fisrn(@r,u) = f o) - f(u) - Flan) 7 (1= F(u)"™* " n(n - 1) (Z _ f)
bzw. 1
fen(ar) = fla) - Flan)* (1 = Flag))" ™" - ”(Z _ 1)‘
Einsetzen in (5.2) bzw. (5.3) ergibt

(n = k)1 = Fu)" 1 f(uw)

(5.2) = (5.3) = T

]

Aufgabe 5.11. Seien X3, ..., X,, unabhiingig exponentialverteilt mit Parameter A > 0.
Welche Verteilung besitzt Xpi1., — 2 gegeben, dass Xy., = 1, ..., Xgp = 217

5.3 Darstellungen der Ordnungsstatistiken

Eine Zufallsvariable Z heifit exponentialverteilt mit Parameter A > 0, falls P[Z > t] =
e~ fiir t > 0. Die Ordnungsstatistiken der exponentialverteilten Zufallsvariablen besit-
zen eine besonders schone Darstellung.
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Theorem 5.12. Seien Z,...,Z, unabhingig und exponentialverteilt mit Parameter
A= 1. Dann gilt
d (V1 1 Vo Vi Va Vn
Ly ev oy Lipm) = | —, — e, — =,
(2. n) (n n+n—1 n—{—n—l+ +1)
wobei vy, . .., v, unabhdingig und exponentialverteilt mit Parameter A = 1 sind.

Bemerkung 5.13. Die Abstinde Zi.,, Zo., — Zim,y -y Zpin — Zp—1.n Sind somit un-
abhéngig und (nicht identisch) exponentialverteilt:

d Vi

Liom — Lot = —————— ~ B —k+1).
e 1 T xp(n +1)

Aufgabe 5.14. Berechnen Sie mit dem obigen Satz EZy.,, Var Z.,, und Cov(Zy., Z1.0)-

Beweis. Die Dichte von (Zy.,, ..., Zyy) ist gegeben durch

flxy, ... x,) =

nl-e ™. e 0<a <...<Tp,
0, sonst.
Wegen Unabhéngigkeit ist die Dichte von (v, ..., v,) ist gegeben durch

eV oeV oy, >0firalled € {1,...,n},

g(yl,--.,yn)Z{

0, sonst

Wir betrachten die lineare Transformation

Y1 U Y2 hn Y2 Yn
T: vy UYn) = | —, — ey — oot =) =1 (21,22, -, 20
(Y1, Yn) (n n a1 w1 +1) (21,22 Zn)
Die Jacobideterminante dieser Transformation ist
L0 0 -0
w om0 0
1 1 1 1
J = = —. =]l = —
11 1 n n—1 2 n!
P
n AT 3 1
Mit der Transformationsformel kénnen wir die Dichte von T'(v4, ..., v,) berechnen:

nle~Wit-tm) = ple=(a1ttzn) < 2 < < 2,

h(z1, .. zn) =nlg(yr, .., yn) = {
0, sonst
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Bei obiger Transformation wurde die Dichte von (4, ...,v,) durch die Jacobidetermi-
nante geteilt um zur Dichte von T'(v4,...,1,) zu gelangen. Man sieht, dass die Dichte
fvon (Zy.4, ..., Zyy) und die Dichte h von T'(v4, ..., 1,) iibereinstimmen, was die Be-
hauptung impliziert. O

Die Ordnungsstatistiken der Zufallsvariablen, die gemé&f} einer Gleichverteilung verteilt
sind, besitzen ebenfalls eine schéne Darstellung.

Theorem 5.15. Seien Uy, ..., U, unabhingig und gleichverteilt auf [0,1]. Dann gilt:

a (S1 S S,
(Ulzny-"aUn:n):< ) yrey n)7
Sn+1 Sn+1 Sn+1
wobet S, =v1+ ...+ v, und vy, ..., Vyiq unabhdingige, mit Parameter 1 exponentialver-

teilte Zufallsvariablen sind.

Bemerkung 5.16. Die Folge 57 < Sy < ... ist der Poisson-Prozess auf (0,00) mit
Intensitédt 1. Intuitiv kann man die Aussage des Satzes so vertehen, dass die ersten n
Punkte Si,...,.S, des Poisson-Prozesses gleichverteilt auf dem Intervall [0, .S, 1] sind.

Beweis. Die Dichte von (Ui, ..., U,.,) ist gegeben durch:

f(l’l, ce

n, 0<zri<aa<...<z,<1l1,
7:En):

0, sonst.
Die Dichte von (v, ..., v,11) ist wegen Unabhéngigkeit gegeben durch:

e V. ce¥tt gy, >0fiirallel <@ <n+1,

g o) = {0, sonst.

Wir betrachten die lineare Transformation

T:(yr, ooy Yns1) = (Y01 Y2, yi H Y2+ oo+ Yngr) =0 (21, W2, ..., 2Zng1)-

Die Jacobideterminante von 7T ist

1 0 0 0

11 0 ... 0
Jri=1|: . . =1

11 --- 1 O

11 .- 1 1
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Mit der Transformationsformel errechnen wir die Dichte von (Si,Ss,. .., Spi1):

B emWitetuni) — =il 0 < 2y < 29 <.l < Znyd,
h(Zl, . 7Zn+1) =
0, sonst.

Nun betrachteh wir eine weitere Transformation

21 22 Zn

S:(zla"'azn-i-l)'_)( ) Y 7Zn+1) = (wlaw27"'awnawn+l)-
Zn+1 An+1 Zn+1
Die Jacobideterminante von S ist
L 0 0
Zn+1 1
0 - " 0o ... 0
) . ) ) ) 1 1
Js(zl,...,an)Z : : . . : = . =
0 0 ... L “ny1 Wpia
Zn+1
—z —z2 ., ZZa ]
Z72L+1 Zpi1 Z?i+1
Dichte von ( SSL , Ssil R, SSL , Spy1) kann nun mit der Transformationsformel wie folgt

berechnet werden:

etz o =e g, O<w <wy <. <w, < Lwgy >0,

h(wy, ..., w =
(r nt1) 0, sonst.
. . S S. S . . . . .
Die Dichte von ( S T Sn+1) ist eine Marginaldichte von h:
th(wl,...,wnH)dwnH =n!l, O<w<wy<...<w,<1I,
r(wy, ..., w,) =
0, sonst.
Man sieht, dass die Dichte f von (Uy.p,, . . ., Up.,) und die Dichte r von (21—, <2 S

. . . . S’n+1 ’ S’IL+1 rrrt SnJrl
iibereinstimmen, woraus die Behauptung folgt.
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