{ Poisson-Punktprozesse

Poisson-Punktprozesse sind natiirliche Modelle fiir zuféllige Konfigurationen von Punk-
ten im Raum. Wie der Name sagt, spielt die Poisson-Verteilung eine entscheidende Rolle.
Wir werden also mit der Definition der Poisson-Verteilung anfangen.

7.1 Poisson-Verteilung

Man betrachte n Bernoulli-Experimente mit Erfolgswahrscheinlichkeit p. Bezeichnet man
mit S, , die Anzahl der Erfolge in diesen Experimenten, so ist .S, , eine binomialverteilte
Zufallsvariable, d.h.

n

Blsu = = ([ )ha-pr k=0

Der Poisson-Grenzwertsatz behandelt die Situation, in der die Anzahl der Experimente
sehr grof3, die Erfolgswahrscheinlichkeit jedoch sehr gering ist.

Theorem 7.1. Es sei p, eine Folge mit lim,, .o np, = X, wobei X > 0. Dann gilt

)\k
lim P[S,,, = k] =e™* k=0,1,....

n=>00 Kl
Definition 7.2. Fine Zufallsvariable S heifit Poisson-verteilt mit Parameter A\ > 0, falls
k

A
P[S:k]:e”y, k=0,1,....

Wir benutzen die Schreibweise S ~ Poi()A). Die obige Definition kann man etwas

erweitern. Wir sagen, dass S ~ Poi(0) falls S = 0 fast sicher. Auerdem sagen wir, dass
S ~ Poi(+00), falls S = 400 fast sicher.

7.2 Beispiel zu Poisson-Prozessen

Wir betrachten nun wieder eine sehr grofie Zahl von unabhéngigen Experimenten mit
sehr kleinen Erfolgswahrscheinlichkeiten. Diesmal stellen wir uns aber vor, dass jedes
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Experiment aulerdem eine Position im Raum besitzt. Die Positionen der Experimen-
te, die mit einem Erfolg ausgehen, bilden eine zuféllige Konfiguration von Punkten im
Raum. Diese Konfiguration beschreibt man mit einem Poisson-Punktprozess.

Wir werden versuchen, ein stochastisches Modell fiir die Verteilung der Sterne im
Himmel zu finden. Ist A ein Gebiet (ein Teil des Himmels), so bezeichnen wir mit 7(A)
die Anzahl der Sterne in A. Diese Anzahl fassen wir als eine Zufallsvariable mit Werten
in Ny auf. Wir gehen davon aus, dass folgende Eigenschaft gilt:

Fiir disjunkte Gebiete Ay, ..., A, sind die Zufallsvariablen w(Ay), ..., m(Ay)

unabhdngig.
AufBlerdem machen wir folgende Annahme. Ist () ein kleines Gebiet mit Fldche € ~ 0, so
gilt

P[“Es gibt einen Stern in Q"] & e, e 0.
Das heifit, die Wahrscheinlichkeit, einen Stern in einem sehr kleinen Gebiet zu finden, ist
proportional zum Fliacheninhalt dieses Gebiets. Der Koeffizient A > 0 beschreibt dabei
die Intensitdat der Sterne im Himmel.
Wie ist nun m(A) fiir ein beliebiges Gebiet A verteilt? Dazu unterteilen wir A in

kleine Gebiete mit Flidche e. Die Anzahl dieser Gebiete ist ~ Fliache(A)/e. Aus unseren
Voraussetzungen und dem Poisson-Grenzwertsatz folgt, dass

Fliache(A)

€

m(A) ~ Bin < ,)\e) ~ Poi (X - Flache(A)) fiir € | 0.

Es gilt also:
Fiir jedes gebiet A ist w(A) Poisson-verteilt mit Parameter X - Fliche(A).

Eine zufillige Konfiguration von Punkten im Raum, die die beiden oben genannten
Eigenschaften hat, bezeichnen wir als einen Poisson-Punktprozess.
7.3 Definition der Poisson-Prozesse

Wir werden nun eine mathematische Definition der Poisson-Punktprozesse geben.

7.3.1 ZahlmaBe

Die erste Frage ist, wie man eine “Punktekonfiguration” definiert. Wir bezeichnen mit
B? die o-Algebra der Borel-Mengen in R? und mit B¢ die Familie der beschrinkten
Borel-Mengen.

Definition 7.3. Ein Mafi u auf R heifit Zihlmaf, falls fir alle A € BS, p(A) eine
nichtnegative ganze Zahl ist.
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Beispiel 7.4. Sei z € R%. Das Dirac-Ma8 ¢, ist definiert durch

5,(A) = 1, €A,
¢ B 0, sonst.

Offensichtlich ist 0, ein Zdéhlmafl. Man kann sich ¢, als eine Punktekonfiguration vorstel-
len, die aus einem Punkt z besteht. Etwas allgemeiner, jede endliche oder abzihlbare
Summe p = Y 8, wobei n € NU {oo} und z1, x,... € R? ist ein Zdhlmaf, wenn
man zuséatzlich fordert, dass die Folge 1, x5, ... keine Haufungspunkte besitzt.

Beispiel 7.5. Kein ZéhlmaB hingegen ist: = >~ | 01/,, denn hier ist £([0, 1]) = oo.

Umgekehrt kann man zeigen, dass jedes Zahlmafl p sich als

H ::jE:é&i
i=1

darstellen lédsst, wobei n € NU{oo} und xy, 3, ... eine endliche oder abzidhlbar unendli-
che Folge von Punkten in R? ist, die keine Hiufungspunkte besitzt. ZihlmaSe sind somit
(deterministische) Punktekonfigurationen ohne Haufungspunkte.

7.3.2 Punktprozesse

Wir wollen nun definieren, was eine zufdllige Punktekonfiguration ohne Haufungpunkte
(ein zufalliges Zahlmaf) ist. Solche zuféllige Punktekonfigurationen heiflen Punktprozes-
se. Wir bezeichnen mit M die Menge aller Zdahlmafle.

Definition 7.6. Sei M C 2™ definiert als die o-Algebra erzeugt von Mengen der Form
{peM: u(A) =k,i=1,....,n}, wobein € N, ky,... k, € NU{0} und Ay,..., A, €
B,

Definition 7.7. Ein Punktprozess ist eine messbare Abbildung von einem Wahrschein-
lichkeitsraum (2, A,P) nach (M, M).

Bezeichnet 7 einen Punktprozess, so sei m(A) definiert als die Anzahl der Punkte in
einer Menge A € B¢, Somit ist 7w(A) ist eine Zufallsvariable mit Werten in Nj.

Beispiel 7.8. Es seien X7,..., Xy u.iv. Zufallsvektoren mit Werten in R?. Der Punkt-

prozess
N
™ = E 5Xi
i=1

wird der Binomialpunktprozess genannt, denn die Anzahl der Punkte in einer Menge
A € B? ist binomialverteilt: m(A) ~ Bin(N,P[X; € A]).
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7.3.3 Poisson-Punktprozesse

Definition 7.9. Sei u ein Maf auf R? mit u(A) < oo fiir alle A € BS (Radon-Mafs). Ein
Punktprozess m auf R? heifst Poisson-Punktprozess mit Intensititsmafl ju, falls folgende
zwet Bedingugnen gelten:

1. fiir alle A € B: w(A) ~ Poi(u(A)).
2. fiir alle Ay, ..., A, € B¢ sind die Zufallsvariablen w(A,), ..., 7(A,) unabhingig.

Wir benutzen die Schreibweise m ~ PPP(y).

Bemerkung 7.10. Aus der ersten Eigenschaft folgt, dass En(A) = u(A). Das Inten-
sitdtsmafl beschreibt also die erwartete Anzahl der Punkte in einem Poisson-Punktprozess.

Bemerkung 7.11. Eine messbare Funktion f : R? — R heifit lokal integrierbar, falls
[ 1f(#)|dt < oo fiir jede Menge B € Bf. Ist nun f > 0 eine lokal-integrierbare Funktion,
so kann man ein Radon-Maf p mit p(B) = [, f(t)dt definieren. Die Funktion f heift die
Dichte von g und wir schreiben p(dt) = f(t)dt. Einen Poisson-Punktprozess m ~ PPP(u)
werden wir dann auch mit PPP(f(¢)dt) bezeichnen. Die Funktion f nennen wir dann
die Intensitat von 7.

Beispiel 7.12. Im Beispiel mit dem Sternenhimmel haben wir einen Poisson-Punktprozess
mit einer konstanten Intensitit f(¢) = A > 0 betrachtet. Ein solcher Poisson-Punktprozess
heifit homogen.

Beispiel 7.13. Seien Ej, Es, ... unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen
mit P[E; > t] = e ¢t > 0. Dann ist Y .-, dp,+. 45, ein Poisson-Punktprozess mit
Intensitdt Al o). Um nun den eindimensionale homogenen Poisson-Punktprozess mit
Intensitat A zu konstruieren, muss man auf die gleiche Weise unabhéngig einen Poisson-
Punktprozess auf (—oo, 0) erzeugen und die Vereinigung der beiden Punktprozesse neh-
men.

7.4 Eigenschaften der Poisson-Punktprozesse

7.4.1 Superpositionssatz

Die Poisson-Verteilung ist faltungsstabil: sind X; ~ Poi(\y),..., X, ~ Poi(\,) un-
abhéngige Zufallsvariablen, so gilt

X1+ ...+ X, ~Poi(A + ...+ A\y).

Wir beweisen, dass diese Eigenschaft auf unendliche Summen erweitert werden kann.
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Theorem 7.14. Seien X; ~ Poi(\;), i € N, unabhingige Zufallvariablen mit \; € [0, 00].
Dann gilt:

Bemerkung 7.15. Wenn ) .° \; = oo, dann gilt S = oo fast sicher.

Beweis. Sei S,, = X1+ ...+ X,, und o, = A\ + ... + \,. Bekannt ist bereits, dass
Sy ~ Poi(o,,). Sei r € Ny, dann gilt

{S1<r}2{Se<r}2...und N2, {S; <r}={5S<r}

Deshalb gilt:

r k
PIS < 1] = Jim PIS, < 7] = lim 527"
da S,, ~ Poi(c,,). Man kann hier zwei Fille unterscheiden:
Fall 1: 0, — 0, 0 < co. Dann gilt: P[S <r] =", _, e“"’k—T und daher ist S ~ Poi(o).
Fall 2: 0,, — oco. Dann gilt: P[S < r] = 0 und dann ist S = oo fast sicher.
O]

Die Superposition 7 = 7+ 75 . . . der Punktprozesse 7, s, . . . ist die Vereinigung aller
Punkte dieser Punktprozesse. Hierbei ist 7 nicht immer ein Z&éhlmafl. Im néchsten Satz
beweisen wir, dass die Superposition von unabhéngigen Poisson-Punktprozessen wieder
ein Poisson-Punktprozess ist.

Theorem 7.16. Seien m; ~ PPP(u;), i € N, unabhingige Poisson-Punktprozesse. Ist
p=> 2 1 ein Radon-Mafs, so gilt:

= im ~ PPP(u).

i=1
Beweis. Sei A € B. Es gilt m;(A) ~ Poi(u;(A)), weil m; ~ PPP(y;). Mit Theorem 8.14

folgt
7(4) = Y m(4) ~ Poi (Z ui<A>) — Poi(u(4)),

Damit ist die Eigenschaft 1 aus der Definition gezeigt.
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Seien nun Ay, ..., A, € B¢ disjunkt. Es gilt fiir jedes i € N, dass
mi(A1),...,m(A,) sind unabhingig, da m; ~ PPP(u;).

AufBlerdem sind Punktprozesse 71, s, ... unabhéngig. Es folgt, dass

o0

m(Ay) = Z mi(A1),...,m(A,) = Z 7i(A,) unabhéngig sind.
i—1

i=1

Daher ist auch die zweite Eigenschaft aus der Definition nachgewiesen, woraus die Be-
hauptung folgt. m

Bemerkung 7.17. Aus A € B¢ folgt, dass m(A) ~ Poi(u(A)) < oo, woraus folgt, dass
7 ein Punktprozess ist.

7.4.2 Abbildungssatz

Definition 7.18. Sei T : R% — R% eine Borel-Abbildung. Sei v Maf$ auf R%. Das Bild
von v ist ein Mafs Tv auf R% mit

(Tv)(A) = v(T7Y(4)), Ac B®

Beispiel 7.19. Sei 6 ein Zéhlmafl, mit 6 = ), 6,,. Dann ist 76 = ), 07y, .

Beispiel 7.20. Wir konstruieren ein Radon-Mafl » und eine Abbildung 7" mit der Ei-
genschaft, dass Tv kein Radon-Maf ist. Sei 7 : R* — R mit T'(z,y) = z und sei v
Lebesgue-Mafl auf R% Dann folgt Tv((a,b)) = oo fiir alle a < b. Somit ist Tv kein
Radon-Ma8.

Theorem 7.21. Sei T : R4 — R® eine Borel-Abbildung und © ~ PPP(u). Sei T ein
Radon-Map auf R%. Dann gilt Tw ~ PPP(Tp).

Beweis. Wir iiberpriifen, ob die Bedingungen aus Definition 8.9 erfiillt sind. Sei A € B.
Es gilt:
(Tm)(A) = (T~ (A)) ~ Poi(u(T~"(A))) = Poi((Tp)(A)).

Fiir A € BP folgt auBerdem, dass (T'7)(A) ~ Poi((Tu)(A)) < oo fast sicher, weshalb
T'm ein Punktprozess ist.

Seien nun Ay, ..., A, € B® disjunkt, dann sind auch die Urbilder T-*(A4,),...,T1(A,)
disjunkt. Es folgt, dass die Zufallsvariablen 7(T~'(A;)),...,7(T"'(A,)) unabhingig
sind, da m ~ PPP(u). Deshalb sind die Zufallsvariablen (T'7)(A;),...,(T7)(A,) un-
abhéngig. O]
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7.4.3 Laplacefunktionale

Definition 7.22. Es sei B(RY) die Menge aller Borel-Funktionen f : R? — R. Es sei
B, (RY) die Menge aller f € B(R?) mit f > 0.

Definition 7.23. Sei 7 ein Punktprozess auf R%. Fiir f € B, (RY) definiere die Zufalls-
variable Sy =Y . f(x). Dann heifit

¥+ BRY) — [0,00) mit ¢r(f) = E[e™™]
das Laplace-Funktional von .

Im néchsten Satz berechnen wir das Laplace-Funktional eines Poisson-Prozesses.

Theorem 7.24. Sei 7 ein Poisson-Punktprozess auf R mit Intensitit p, dann ist
E[e 5] = exp {—/ (1— ef(x))du(x)} . (7.1)
R4
Beweis. Schritt 1. (Indikatorfunktionen) Sei zuerst f(z) = c-14(z), mit ¢ > 0, A € Bg.
Dann ist Sy = ¢ w(A). Es gilt 7(A) ~ Poi(u(A)). Es fogt
A

© & —c\k
E[G_Sf] —c7r Ze u(A e~k — e—,u(A) Z (u(Ak):'e ) _ e—u(A)(l—e_c)‘
=0 k=0 '

Somit gilt die Behauptung fiir f(z) = c¢- 14(2).
Schritt 2. (Einfache Funktionen) Sei nun f(z) = ¢ - 14,(x) + ... + ¢p - 14, () mit
Ay, ... A, € BE, disjunkt, und ¢y, ..., ¢, > 0. Dann gilt:

E[e~57] = Ele~amA0 . . gmenm(dn)] — HE[@‘CW(AU]’

da 7 ein Poisson-Punktprozess und daher die 7(A4;) unabhéngig sind. Da wir die Giiltig-
keit der Behauptung fiir diese Art von Funktion bereits im ersten Schritt gezeigt haben,
folgt:

ﬁE[e‘C’“( i —exp{ Z“ )1 —e” )} :exp{—/Rd(l—e_f(“))d,u(x)}.

Schritt 3. Sei nun f > 0 eine beliebige Borel-Funktion. Dann gibt es einfache Funk-
tionen f;, die punktweise von unten gegen f konvergieren. Da wir die Richtigkeit der
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Behauptung fiir einfache Funktionen bereits bewiesen haben, folgt mit der Monotonen
Konvergenz, dass sie auch fiir f gilt. O

Bemerkung 7.25. Die Formel (8.1) gilt auch in folgender leicht allgemeiner Form:

Efe=5/] — exp {_ /Rdu - eef(x))du(:c)} >0

Die Richtigkeit dieser Behauptung lésst sich nachweisen, indem man 6 f(z) in (8.1) ein-
setzt.

Korollar 7.26 (Campbell). Sei 7 ~ PPP(u) auf R? und f € B, (RY), dann gilt:

B(S) = | f@)d(a).

Beweis. Wegen Satz 8.24 gilt:

d d 0 (x

Durch vertauschen von Integral und Ableitung lésst sich der Ausdruck wie folgt schreiben
und vereinfachen:

BlS) = [ 50— (o, = [ f@ino)

Aufgabe 7.27. Zeigen Sie:

Bl = [ Pladut)+ [ f@into)

Im néchsten Satz zeigen wir, dass man einen Poisson-Punktprozess an seinem Laplace-
Funktional erkennen kann.

Theorem 7.28. Sei 7w ein Punktprozess auf R mit Ele=57] = e~ Joa(1=e™ TN du(@) fizr glle
Funktionen f € B, (R?) und ein Radon-Maf$ ji, dann ist m ~ PPP(u).

Beweis. Wir zeigen, dass m(A) ~ Poi(u(A)) fiir alle A € Be Sei f(z) = 014(z) mit
6 > 0. Einsetzen liefert:

e~ ) = exp{—u(4)(1 — )}, fiir alle § > 0.
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Da es sich bei exp{—u(A)(1 — e~ %)} um die Laplace-Transformierte einer Poi(u(A))-
verteilten Zufallsvariable handelt, folgt mit der Eindeutigkeit der Laplace-Transformierten,
dass m(A) Poisson-verteilt ist mit Intensitét pu(A).

Seien nun Ay,..., A, € B? disjunkt. Wir zeigen, dass dann m(A4;),...,7(4,) un-
abhéngig sind. Sei

flz) =014, () + ...+ 0,14, (x), mit 0,...,6, > 0.
Einsetzen liefert:
E[e‘e”r(Al)'. ) .-6_0"”(‘4")] = exp {— / (1-— e_f(x))d,u(:z:)} = exp {— Z p(A;) (1 — 6_91)} )
Rd i=1

Weiterhin gilt:

exp {— > (A1 - 6_9i)} = [J et = [ Ele o],
i=1 i=1 i=1
woraus folgt, dass m(A;),...,m(A,) unabhingig sind. O

7.5 Markierungen von Poissonpunktprozessen

Sei 7 ein Poisson-Punktprozess mit Intensitit u auf R4 . Erzeuge fiir jeden Punkt 2 € R%
eine Zufallsvariable m, mit Werten in R%. Wir bezeichnen die Verteilung von m, mit
s (\; ist Wahrscheinlichkeitsmaf§ auf R% und darf von z abhiingen). Wir brauchen
folgende drei Annahmen:

1. m,, v € R%, sind unabhingige Zufallsvariablen.
2. my, * € R% sind unabhingig von 7.
3. @+ M\ (B) ist Borel-Funktion fiir alle B € B%.

Wir definieren den markierten Poisson-Punktprozess 7 auf R4+ wie folgt:
xe™T

Die Schreibweise x € m bedeutet, dass die Summe iiber alle Punkte im Punktprozess 7
gebildet wird.
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Theorem 7.29. 7* ist Poisson-Punktprozess mit Intensitit p* auf R4+ wobei

= // dp(x) Ao (dm), fiir C € B+,
(z,m)eC

Beweis. Sei f : R® x R% — R mit f > 0 eine Borel-Funktion. Wir schreiben S* =
> (emyens J (X m). Wir wollen zuerst folgenden bedingten Erwartungswert berechnen:

= [[Ele/@m)|x] = H/M @, (m).

TeET xEeT

Mit Hilfe einer einfachen Transformation lésst sich obiger Ausdruck wie folgt darstellen:

H/M Fam gy ( —exp{ Z—log/ fam) gy ( )}Z:eXp{—Zf*(x)}.

re™m TET rem
o S
remw

was sich mit Hilfe von Satz 8.24 wie folgt umformen lésst

exp{ > i }] :exp{—/Rd(l—e_f*(x))dy(x)}.

Es folgt:

Ele™®"] = E,

7'('

xTET

Einsetzen von f* leifert nun folgendes:

exp {— |- e—f*<f>>du<x>} — exp {— L [ = >A<dm>},

wobei man du(z)A\(dm) = dp*(x, m) setzt. Mit Satz 8.28 folgt schlieflich, das 7* Poisson-
Punktprozess mit Intensitdt p* ist. O]

Beispiel 7.30. Sei 7 ~ PPP(u). Farbe die Punkte x des Poisson-Punktprozesses mit
verschiedenen Farben ein, wobei gelten soll, dass x mit Wahrscheinlichkeit p; mit Farbe
i € N gefirbt wird und sich die Wahrscheinlichkeiten zu 1 summieren (3 .o, p; = 1). Alle
Punkte werden unabhéingig voneinander gefiarbt. Sei m; der Punktprozess der Punkte der
Farbe i. Dann gilt m; ~ PPP(p;) und die Punktprozesse 7;, ¢ € N, sind unabhéngig.
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