O Verschiedenes

9.1 Wiederkehrperiode

Seien X1, X5, ... unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen und sei u € R ein
Schwellenwert. Es sei p := P[X; > u| # 0. Wir definieren

Ty :=min{i € N: X; > u} und T, := min{i > T, : X; > u}.

Man kann sich T3, Ty, . . . qals Zeitpunkte denken, zu denen ein bestimmtes Ereignis (eine
Uberflutung) eintritt. Wir definieren aulerdem W,, = T,, — T,,_1, wobei Ty = 0 gesetzt
wird.

Theorem 9.1. Fiir alle n € N gilt W,, ~ Geo(p), d.h. P[W,, = k] = p(1 — p)*= fiir alle
k=1,2,....

Bemerkung 9.2. Es folgt EW,, = é. Die Zahl 1—1) heiBt die Wiederkehrperiode. Es ist
der erwartete Abstand zwischen zwei aufeinanderfolgenden Uberflutungen.

Beweis von Satz 9.1. Wir beweisen den Satz nur fir n = 1: P[W; = k] = P[X; <
Uy, Xpog <u, Xp > ul = (1—p)ip. ]

Beispiel 9.3. Per Definition ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein 100-Jahresereignis in
einem Jahr eintritt, gleich p = 1/100. Die Wiederkehrperiode ist somit 100 Jahre. Wie
grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein 100-Jahresereignis in den néchsten 100 Jahren
nicht eintritt? Diese Wahrscheinlichkeit ist

1\ 4
1—— S :
< 100) c 0,3679

Auflerdem koénnen wir direkt angeben, wieviele 100-Jahresereignisse etwa in 100 Jahren

statt finden. Diese Zahl ist ndmlich Bin(100, 155), also approximativ Poi(1)-verteilt.

9.2 Gumbel-Uberschreitungsmethode

Seien Xy, X5, ... u.i.v Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F. Die absteigend an-
geordneten Ordnungsstatistiken von X7i,..., X,, seien mit MS) > Mf) > > Mén)



9 Verschiedenes

bezeichnet. Wir definieren

T
Strn=S5=3 1, o
i=1

)

Somit ist Sk, die Anzahl der Uberschreitungen des Schwellenwerts M,(lk in Zeitintervall

n+1l,...,n+r.
Theorem 9.4. Die Verteilung von Sk, ist gegeben durch
(r+n—k—j) <j+k—1)

n—k k—1

OO

Beweis. Unter Anwendung der totalen Wahrscheinlichkeit gilt:

PIS = j] =

7=0,...,7

P[S = j] = /RIP’ (S = j|MP = u] dF,, (u).

)

Dabei ist F}, ;, die Verteilungsfunktion von M,E’“ . Es ist zu beachten, dass

S‘M,(Lk) =u ~ Bin(r, F(u))
beziehungsweise

n!

(k—Dl(n— k)

dF,.(u) = Fr*(w) F* (w)dF (u).

Es folgt:

s =il = [ (1) P i) g P P war (),

was sich unter der Substitution F'(u) =t wie folgt schreiben ldsst:

pis =31 = [ (§) gyt 00

was sich schliellich unter Beachtung der bekannten Formel fiir die Beta-Funktion

a—1DI(p-1)!
(a+p3—-1)

B(a,p) = /Oltal(l — )P ldt = (
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zu Folgendem umschreiben lésst:

O N R (0 (e R
w5 == () |

J l(n —k)! (r+mn)!

]

Beispiel 9.5. Die maximalen jahrlichen Wassersténde an einem Fluss seien seit n = 100
Jahren bekannt und mit X,..., X, bezeichnet. Wie hoch muss ein Deich sein, bei dem
die Wahrscheinlichkeit einer Uberflutung in den néchsten r = 12 Jahren P = 0,3 sein
soll? Wir setzen die gesuchte Deichhohe als M¥ mit einem unbekannten & an. Im obigen
Satz wurde gezeigt, dass

n-n—1)-...-(n—k+1) !

b o =0.7.
[Skrm =0 (r+n)-(r+n-1)-...-(r+n—Fk+1) o

Als Losung der obigen Gleichung mit n = 100, r = 12 ergibt sich k = 3. Die Deichhéhe
kann als die dritte Ordnungsstatistik MY gewahlt werden. Der Vorteil dieser Methode
besteht darin, dass die (unbekannte) Verteilungsfunktion von X; keine Rolle spielt (und
nicht geschétzt werden muss). Der Nachteil ist, dass die Methode bei einer kleineren
Uberflutungswahrscheinlichkeit P nicht funktioniert.
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