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Aufgabe 1
Seien Φ1 und Φ2 zwei unabhängige homogene Poisson-Prozesse in Rd mit Intensitäten
λ1, λ2 > 0.

(a) Unabhängige Ausdünnung: Sei 0 < p < 1 und {Zi, i ∈ N} eine Folge unabhän-
giger und identisch verteilter Zufallsvariablen unabhängig von Φ1 mit Z1 ∼ Ber(p).
Definiere Φ̃ wie folgt: Für jedes xi ∈ Φ1 sei

xi ∈ Φ̃⇔ Zi = 1, i ∈ N

Zeige, dass Φ̃ ein homogener Poisson-Prozess mit Intensität λ1p ist.

(b) Superposition: Zeige, dass Φ := Φ1 ∪ Φ2 ein homogener Poisson-Prozess mit
Intensität λ1 + λ2 ist.

Aufgabe 2
Sei Λ : B(Rd) → [0,∞] ein lokal endliches Maß und Φ ein Poisson-Prozess mit Intensi-
tätsmaß Λ. Zeige, dass es genau dann eine Zahl λ > 0 gibt, sodass

Λ(B) = λνd(B), ∀B ∈ B0(Rd),

wenn Φ stationär ist, wobei νd das d-dimensionale Lebesguemaß bezeichnet.

Aufgabe 3
Definiere den Prozess X = {X(t), t ∈ [0,∞)} wie folgt:

{
P (X(0) = 1) = P (X(0) = −1) = 1

2
X(t) = X(0) · (−1)Φ([0,t]) falls t > 0

wobei Φ ein homogener Poisson-Prozess auf [0,∞) mit Intensität λ > 0 sei. Weiterhin
sei Φ unabhängig von X(0).

(a) Berechne Erwartungswertfunktion und Kovarianzfunktion von X.

(b) Seien V0, V1, . . . i.i.d. Zufallsvariablen mit V0 ∼ N(0, σ2), σ2 > 0. Definiere den
Prozess X̃ wie folgt: {

X̃(0) = V0

X̃(t) = VΦ([0,t]) falls t > 0

Ist X̃ ein Gaußscher Prozess?

Aufgabe 4
Sei µ = {µ(B), B ∈ B(Rd)} ein Gaußsches Zufallsmaß , d.h.

{
µ(B) ∼ N(0, σ2νd(B)) ∀B ∈ B0(Rd)
Cov(µ(B1), µ(B2)) = σ2νd(B1 ∩B2) ∀B1, B2 ∈ B0(Rd)

und einem σ2 > 0. Sei X = {X(t), t ∈ Rd} definiert durch

X(t) =
∫

Rd

g(t− x)µ(dx)

wobei g : Rd → R eine Funktion sei mit g ∈ L1(Rd,B(Rd), νd)∩L2(Rd,B(Rd), νd). Zeige,
dass X ein Gaußsches Zufallsfeld ist und gib die endlich-dimensionalen Verteilungen an.


