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Kapitel 1

Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

1.1 Beschreibung von Zufallsexperimenten

Die Stochastik beschéftigt sich mit der mathematischen Analyse zufélliger Vorgénge. Unter
einem zufilligen Vorgang verstehen wir dabei einen Vorgang der bei Wiederholung unter
identischen (oder zumindest &hnlichen) Voraussetzungen nicht immer zum selben Ergebnis
fithrt. Man geht hierbei davon aus, dass alle mdglichen FErgebnisse des Vorgangs bekannt sind.
Diese werden in der Grundmenge 2 zusammengefasst, d.h.  besteht aus allen moglichen
Versuchsausgéngen. Die Elemente von 2 bezeichnet man auch als Elementarereignisse.

Beispiel 1.1.1. (a) Ein Wiirfel wird geworfen. Q = {1,2,3,4,5,6}. Hierbei bezeichnet j €

(b)

()

) das Elementarereignis “Es wird eine j geworfen”.

Eine Miinze wird geworfen. ! = {K, Z}. Hierbei bezeichnet K das Elementarereignis
“Kopf liegt oben”, Z das Elementarereignis “Zahl liegt oben”.

Ein Wiirfel wird solange geworfen bis zum ersten mal eine Sechs geworfen wurde. Da
es keine natiirliche Obergrenze fiir die Anzahl der bendtigten Wiirfe gibt, bietet sich als
Grundmenge die Menge der natiirlichen Zahlen an: 2 = IN. Hierbei bezeichnet n €
das Elementarereignis “im n-ten Wurf féllt zum ersten Mal eine Sechs”.

Die Lebensdauer einer Glithbirne wird ermittelt. Hier wéhlen wir Q = [0, 00), die Menge
der positiven, reellen Zahlen. Hier bezeichnet ¢ € ) das Elementarereignis “Die Glithbirne
erlischt nach ¢ Sekunden”.

Ein Pfeil wird auf eine Dartscheibe geworfen. Um den Ausgang dieses Zufallsexperi-
ments zu beschreiben legen wir ein Kartesisches Koordinatensystem in den Mittelpunkt
der Dartscheibe und wéhlen die Einheiten so, dass der Radius der Dartscheibe 1 ist.
Dann kénnen wir Q@ = {(z,y) € R? : 22 + y? < 1} wiihlen, wobei (z,y) das Ele-
mentarereigniss “Der Pfeil landet im Punkt mit Koordinaten (x,y)” bezeichnet. Wollen
wir berticksichtigen dass es moglich ist, die Scheibe zu verfehlen, so kénnen wir als
Grundmenge Q := Q U {V'} wihlen, wobei V das Elementarereignis “Scheibe verfehlt”
bezeichnet.

Héufig ist man bei einem Zufallsexperiment nicht an dem tatséchlichen Ausgang inter-

essiert sonder nur daran, ob das Ergebnis zu einer vorgegebenen Menge von Ergebnissen
interessiert. Im Beispiel [1.1.1|(e) interessiert man sich etwa lediglich dafiir, wieviele Punkte
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2 KAPITEL 1. DISKRETE WAHRSCHEINLICHKEITSRAUME

man fiir den Wurf erhélt, ob man also beispielsweise in die Region fiir “18 Punkte” getroffen
hat; wo genau man diese Region getroffen hat ist zweitrangig.

Eine Teilmenge A von () nennt man FEreignis. Liefert die Durchfithrung eines Zufallsex-
periments das Ergebnis w €  und liegt w in A, so sagt man das Ereignis A sei eingetreten.
Insbesondere ist die leere Menge () ein Ereignis. Es tritt nie ein und heifit daher unmdgliches
Ereignis. Andererseits ist auch  selbst ein Ereignis. Es tritt immer ein und heif3t sicheres
Ereignis.

Wir geben einige Beispiele von Ereignissen in den Situationen von Beispiel

Beispiel 1.1.2. (a) A= {2,4,6} ist das Ereignis “Eine gerade Zahl wurde gewiirfelt”.

(b) Hier gibt es neben den einelementigen Ereignissen { K } und {Z} nur noch das unmégliche
Ereignis () und das sichere Ereignis €.

(c) Das Ereignis A = {1,2,3} (“Innerhalb der ersten drei Wiirfe fillt eine Sechs”) ist beim
Mensch-Argere-Dich-Nicht von Interesse.

(d) A = (86400, 00) ist das Ereignis “Die Gliihbirne brennt linger als einen Tag”.

(e) Ist der Radius des Bull’s Eye r € (0, 1), so bezeichnet A = {(z,y) € R? : 22 +¢* < r?}
das Ereigniss “Bull’s Eye!”.

Mittels Mengenoperationen kénnen Ereignisse zu neuen Ereignissen verkniipft werden.
Der Schnitt AN B ist das Ereignis, dass sowohl A als auch B eintritt. Die Vereinigung AU B
ist das Ereignis “A oder B tritt ein”. Die Differenz A\ B ist das Ereignis “A, nicht aber B
tritt ein”; insbesondere bezeichnet das Komplement A¢ := Q \ A das Ereignis “A tritt nicht
ein”. Ist AN B = () so sagen wir A und B sind unvereinbar. Die Menge aller Ereignisse ist
Z2(Q), die Potenzmenge von (2.

Beispiel 1.1.3. Beim Roulette ist die Grundmenge Q = {0,1,2,...,37}.

Sei A = {1,3,5,7,9,12,14, 16, 18,19, 21, 23, 25,27, 30, 32,34,36} das Ereignis “rouge”.
B = (A°) \ {0} ist das Ereignis “noir”. AU B ist das Ereignis “Es fillt nicht Null”. AN B
ist das unmogliche Ereignis. A und B sind also unvereinbar.

Ist C = {1,3,5,7,9,11,13,15,17,19, 21, 23, 25, 27,29, 31, 33,35} die Menge der ungera-
den Zahlen (das Ereignis “impair”) so ist A N C' das Ereignis “Eine rote, ungerade Zahl
fallt”.

Beispiel 1.1.4. Eine Miinze wird drei Mal geworfen. Wir wéhlen
ON={KKK,KKZ,KZK,ZKK,KZZ, ZKZ, ZZK,ZZZ}.

Wobei ein K (Z) an Position j anzeigt dass beim j-ten Wurf Kopf (Zahl) fallt.

Es sei A; das Ereignis “Im j-ten Wurf fallt Kopf”. Als Teilmenge von (2 ist dann Bei-
spielsweise Ay = {KKK, KKZ, KZK,KZZ}.

Die Menge Ay U Ay U Aj ist das Ereignis “Es fillt mindestens einmal Kopf”, wihrend
A1 N Ay N As das einelementige Ereignis { K K K'}. bezeichnet.

Das Ereignis “Es féllt mindestens zweimal Kopf” ldsst sich schreiben als

(A1 N Ag) U (A1 N Ag) U (A2 N Ag)
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Als néchstes wollen wir Ereignissen in einem Zufallsexperiment eine Wahrscheinlich-
keit zuordnen. Diese Wahrscheinlichkeiten sollen in gewissem Sinne die Rolle von relativen
Héufigkeiten widerspiegeln: Dass ein Ereignis A Wahrscheinlichkeit p hat soll bedeuten, dass
man bei “geniigend hiufiger Wiederholung des Experiments in p Prozent der Fille das Er-
eignis A eintritt”.

Leider ist dies keine einwandfreie Definition, da die relative Haufigkeit selbst zufallsbe-
haftet ist, also vom Zufallsexperiment abhéngt. Wir fithren Wahrscheinlichkeiten daher axio-
matisch ein, d.h. wir definieren eine Wahrscheinlichkeit als eine Abbildung mit bestimmten
Eigenschaften (die durch Eigenschaften der relativen Hiufigkeit motiviert sind). Wir werden
spater (im Gesetz der grofien Zahlen) zeigen, dass die relative Hiufigkeit eines Ereignisses in
der Tat in einem gewissen Sinn gegen die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses konvergiert.

Leider gibt es (aus mathematischen Griinden) einige Subtilitdten bei der Definition von
Wahrscheinlichkeiten auf unendlichen (insbesondere auf iiberabzihlbaren) Grundmengen.
Daher beschrinken wir uns zunéchst auf den Fall endlicher Grundmengen.

Definition 1.1.5. Ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Paar (€, P), bestehend
aus einer endlichen Menge €2 und einer Abbildung P : 22(Q) — [0, 1], sodass

(i) P(2) =1 (Normiertheit)
(ii) Sind A, B € £2(Q2) unvereinbar, so ist P(AU B) = P(A) + P(B) (Additivitét).
Eine Abbildung P mit diesen Eigenschaften heifit Wahrscheinlichkeitsmafl auf €.
Wir notieren einige einfache Schlussfolgerungen.
Proposition 1.1.6. Es sei (2, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum, A, B Ereignisse.
(1) Ist A C B, so ist P(A) < P(B). Weiter gilt P(B\ A) = P(B) — P(A). Insbesondere ist
P(B¢) =1—P(B) und P(0) = 0.
(2) P(AUB)=P(A)+P(B) —P(ANB).
Seien nun A1, ..., A, Ereignisse.

(3) Es ist
p(U) = Z]P

(4) Sind Ay, ..., A, paarweise unvereinbar, so ist

n

IP( U Aj) - zi:]P(AJ)

Beweis. (1) Ist A C B, soist B = AU (B \ A) und die letzten beiden Ereignisse sind
unvereinbar. Also ist P(B) = P(A) + P(B\ A) und daher P(B\ A) = P(B) — P(A). Weil
P(B\ A) > 0 ist folgt P(A) < P(B). Die Formel fiir das Komplement folgt weil P(Q2) = 1

ist.

(3) folgt induktiv aus (1) und (4) folgt induktiv aus Eigenschaft (ii) eines Wahrschein-
lichkeitsmafes.

(2) Sei C := ANB.Dannist C C Aund C C Bund AUB =(A\C)U(B\C)uUC.
Diese Ereignisse sind paarweise unvereinbar. Also gilt nach Teilen (4) und (1)

P(AUB) = P(A\ C) + P(B\ C) + P(C) = P(A) — P(C) + P(B) — P(C) + P(C). O
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Es folgt aus der endlichen Additivitdt eines Wahrscheinlichkeitsmafles, Teil (4) von Pro-
poisition dass ein Wahrscheinlichkeitsmafl bereits durch die Werte auf den Elementa-

rereignissen eindeutig bestimmt ist. In der Tat, ist @ = {w1,...,w,} und ist p; := P({w;})
so ist
P(A)=P( | {wi}) = X Pwsh = Y ps
UJjEA ijA UJjEA

Beachte, dass notwendigerweise p1,+... + p, = 1 sein muss. Umgekehrt liefert aber auch
jede Wahl von py, ..., p, mit Summe 1 ein Wahrscheinlichkeitsmaf3.

Beispiel 1.1.7. Ein Wiirfel wird geworfen. Wir nehmen Q = {1,2,3,4,5,6}. Es erscheint
plausibel, dass alle Augenzahlen die gleiche Wahrscheinlichkeit haben. Wir kénnen also

1
pP1=...=DP6 = 7%

6
wihlen. Mit dieser Wahl ergibt sich P({2,4,6}) = p2 + ps + ps = 1/2.

Beachte, dass unsere Definition nicht zwingend verlangt, dass alle Elementarereignisse
gleich wahrscheinlich sind. In der Tat kénnte fiir einen gezinkten Wiirfel pg = 0,25 wéhrend
pi,...,ps = 0,15 ist. Fiir einen solchen Wiirfel wire P({2,4,6}) = 0,15+0,15+0,25 = 0, 55,
es wire also wahrscheinlicher eine gerade Zahl zu wiirfeln als eine ungerade Zahl.

Beispiel 1.1.8. Die Ecken eines Wiirfels werden gleichméflig abgeschliffen, sodass der Wiirfel
auch auf jeder der acht Ecken liegen bleiben kann. Dabei ist die Wahrscheinlichkeit einer
jeden Ecke nur 1/4 so groff wie die Wahrscheinlichkeit einer jeden Seite. Wir wihlen als
Grundmenge Q = {s1,...,56,€1,...,es} wobei s; das Elementarereignis bezeichnet auf der
Seite mit der Zahl j liegen zu bleiben. Die Ecken wurden von 1 bis 8 durchnummeriert und
ej bezeichnet das Elementarereignis auf der Ecke mit der Zahl j liegen zu bleiben.

Nach obigen Angaben ist P({s1}) = ... = P({sg}) = p fiir eine unbekannte Wahr-
scheinlichkeit p, wahrend P({e1}) = ... = P({es}) = p/4 ist. Weil die Summe iiber die
Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse 1 ergeben muss, muss also

1=6p+8-2 =3 1 !
= = =8 also =—.
P 4 p p 3

Die Wahrscheinlichkeit, auf einer der Seiten liegen zu bleiben, also das Ereignis S ge-
geben durch S := {si, s2, $3, S4, S5, S¢}, hat Wahrscheinlichkeit 6 - % = %. Das Ereignis
E := {e1,e9,e3,e4,€5,e5} auf einer Ecke liegen zu bleiben ist das komplementére Ereig-
nis zu S: E = 5S¢ Demnach ist P(E) = 1—P(S) = 1/4. Natiirlich kann man dies auch durch
Aufsummieren der Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse sehen: P(E) = 8:p/4 = 1/4.

1.2 Laplace Experimente

Wir haben gesehen, dass auf einem endlichen Grundraum ein Wahrscheinlichkeitsmafl durch
die Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse eindeutig festgelegt ist. Ein besonders ein-
facher Fall liegt dann vor, wenn alle Elementarereignisse gleich wahrscheinlich sind. In die-
sem Fall spricht man von einem Laplace’schen Wahrscheinlichkeitsraum. Ein Zufallsexpe-
riment welches durch einen Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsraum beschrieben wird nennt
man hdufig Laplace’sches (Zufalls-)Experiment.
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WEeil sich die Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisee zu 1 summieren miissen, hat
jedes Elementarereignis Wahrscheinlichkeit (#Q)~!, wobei #M die Anzahl der Elemente der
Menge M bezeichnet. In einem Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsraum gilt also

_#4
= 0
Man sagt, die Wahrscheinlichkeit einer Menge A ist die Anzahl der giinstigen Ergebnisse

(also derer, bei denen A eintritt) geteilt durch die Anzahl der mdglichen Ergebnisse (also
aller Elemente von ).

P(A)

Ob es angemessen ist, von einem Laplace Experiment auszugehen ist keine mathematische
Frage sondern héngt von Erfahrungswerten und/oder Beobachtungen ab.

Beispiel 1.2.1. (a) Der klassische Miinzwurf und auch das Werfen eines Wiirfels werden
gewOhnlich als Laplace Experiment angesehen. Das liegt an der Symmetrie der geworfe-
nen Objekte: Es gibt keinen Grund, warum eine Seite der Miinze (eine Seite des Wiirfels)
bevorzugt werden sollte.

(b) Werfen wir eine Reifizwecke auf einen Betonboden, so kann sie entweder auf der flachen
Seite liegen bleiben (Elementarereignis F') oder aber mit der Spitze schriig nach unten
(Elementarereignis S). Man kann also als Grundraum Q = {F, S} wéhlen. Es ist nicht
klar, ob wir dieses Experiment als Laplace Experiment modellieren kénnen. Hier ist man
auf statistische Methoden angewiesen um ein geeignetes Modell zu finden.

Gelegentlich hingt es von der Wahl des Grundraums ab, ob ein Experiment als Laplace
Experiment betrachtet werden kann:

Beispiel 1.2.2. Zwei (nicht unterscheidbare) Miinzen werden gleichzeitig geworfen und das
Ergebnis festgestellt. Es konnen zweimal Kopf (K K), zweimal Zahl (ZZ) oder einmal Kopf
und einmal Zahl (K Z) auftreten. Wir konnen demnach einen dreielementigen Grundram € =
{KK,KZ,7ZZ} wahlen. Allerdings beschreibt ein Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum mit
diesem Grundraum das Experiment nicht zutreffend.

Folgende Uberlegung zeigt, dass das Elementarereignis K Z die doppelte Wahrscheinlich-
keit im Vergleich zu KK (und auch im Vergleich zu ZZ) haben sollte.

Werfen wir ndmlich zwel unterscheidbare Miinzen, so kénnen wir als Grundraum Q=
{kk,kz, zk, zz} wihlen, wobei der erste Buchstabe das Ergebnis von Miinze 1 und der zweite
Buchstabe das Ergebnis von Miinze 2 wiedergibt. Nun ist die Annahme dass alle Elementarer-
eignisse gleich wahrscheinlich sind plausibel (denn die Miinzen beeinflussen sich gegenseitig
nicht). Weil wir die Miinzen nicht unterscheiden kénnen sind die Elementarereignisse kz und
zk zu einem einzigen Elementarereignis K7 verschmolzen, was aber dennoch Wahrschein-

lichkeit 1/2 (und nicht Wahrscheinlichkeit 1/3 haben sollte).

Um Wahrscheinlichkeiten in Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsrdumen zu berechnen muss
man die Anzahl gewisser Mengen bestimmen. In Anwendungen sind allerdings die Mengen
gewdhnlich so grof}, dass man sie nicht mehr explizit aufschreiben kann (oder besser, will). In
diesem Fall bedient man sich der Kombinatorik um die Elemente einer Menge abzuzéhlen.

Grundlage vieler kombinatorischer Uberlegungen ist folgender Abzihlsatz:

Satz 1.2.3. Es sei k eine natiirliche Zahl. Hat man k Fdcher Fy, ..., Fy zu belegen und
hat man n1 Mdglichkeiten Fach Fy zu belegen, no Mdglichkeiten Fach Fb zu belegen, ..., ny
Méglichkeiten Fach Fj zu belegen, so hat man insgesamt ny - ... - ngp Moglichkeiten die k
Facher zu belegen.
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Beispiel 1.2.4. Thorsten hat ein Bewerbungsgespréich und stellt dazu ein passendes Outfit
zusammen. Neben typischen Studentenklamotten (die er seinem zukiinfitgen Arbeitgeber
lieber ersparen will) findet er 3 Hemden, 4 Krawatten und 2 Anziige in seinem Kleiderschrank.
Er kann damit (von modischen Uberlegungen abgesehen) 3 -4 - 2 = 24 verschiedene Outfits
zusammenstellen.

Beispiel 1.2.5. Sabine bewahrt ihre Socken einzeln und bunt gemischt in einer Schublade
auf. Morgens zieht sie zufiillig zwei Socken heraus und zieht diese unbesehen an (Nur Spiesser
ziehen passende Socken an!). Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass Sabine zwei passende
Socken zieht, wenn sich insgesamt 10 (verschiedene) Paar Socken, also 20 einzelne Socken in
der Schublade befinden.

Losung: Als Grundraum €2 wihlen wir die Menge von Paaren von Socken. Wir haben
20 Moglichkeiten eine erste Socke zu ziehen und anschliessend noch 19 Moglichkeiten eine
zweite Socke zu ziehen. Also hat  genau 20 - 19 = 380 Elemente. Wir interessieren uns fiir
das Ereignis A, dass beide gezogenen Socken ein zusammengehorendes Paar bilden. Um in
A zu liegen haben wir wiederum 20 Moglichkeiten fiir die erste Socke. Bei der zweiten haben
wir jedoch keine Wahl mehr, wir miissen die eine passende Socke wahlen. Also hat die Menge
A genau 20 - 1 = 20 Elemente. Demnach erhalten wir
_#A 20 1

P(A) = 20 T30 10 0,0526

Das Zufallsexperiment in Beispiel gehort zu einer Klasse von Laplace Experimenten
bei denen sich die Anzahl der Elemente von Mengen mittels sogenannter Urnenmodellen
bestimmen lassen. Bei solchen Modellen haben wir eine Urne mit n Kugeln die von 1 bis n
durchnummeriert sind. Aus diesen Kugeln ziehen wir nacheinander k& Kugeln zufillig. Dabei
miissen wir unterscheiden ob wir gezogene Kugeln wieder zuriicklegen (ziechen mit/ohne
Zuriicklegen) und ob wir die Reihenfolge, in der wir die Kugeln ziehen, beachten (ziehen
mit/ohne Beachten der Reihenfolge). In Beispiel haben wir ohne Zuriicklegen und mit
Beachten der Reihenfolge gezogen.

Ziehen mit Zuriicklegen mit Beachtung der Reihenfolge:
In diesem Fall haben wir in jedem Zug n Moglichkeiten, nach dem Abzihlsatz also ins-
gesamt n* Maoglichkeiten.

Als Beispiel betrachten wir das 100-malige Werfen eines Wiirfels. Wir ziehen aus den
Zahlen von 1 bis 6 (n = 6) mit Zuriicklegen (geworfene Zahlen diirfen wieder geworfen
werden) 100 Zahlen heraus (kK = 100). Wir beachten die Reihenfolge, denn wir merken
uns welche Zahl wir als erstes, zweites, usw. gewiirfelt haben. Insgesammt gibt es also 6'%°
Moglichkeiten.

Ziehen ohne Zuriicklegen mit Beachtung der Reihenfolge:

Beachte dass in diesem Fall £ < n sein muss. Hier haben wir fiir die erste Position n
Moglichkeiten, fiir die zweite noch n — 1, fiir die dritte noch n — 2, ..., fiir die k-te noch
n— (k—1). Wir haben alson-(n—1)-...-(n — (k — 1)) Moglichkeiten.

Ist n = k, so ist das Ergebnis des Ziehens ohne Zuriicklegen gerade eine gewisse Rei-

henfolge der Zahlen 1 bis n. Dafiir gibt es n-(n —1)-...-2-1 =: n! (Lies n Fakultit)
Moglichkeiten. Es gibt also n! Moglichkeiten die Zahlen von 1 bis n anzuordnen.
Beachte, dassn-...-(n—(k—1)) = (n%'k), Manchmal wird schreibt man (n)y := (n%'k),

Ein Beispiel dieser Art des Ziehens tritt beim Elfmeterschiessen im Fussball auf. Es
miissen aus den elf Spielern einer Fussballmanschaft fiinf Elfmeterschiitzen (in einer bestimm-
ten Schuss-Reihenfolge) ausgewéhlt werden hierfiir gibt es (11)5 = 55.440 Moglichkeiten.
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Ziehen ohne Zuriicklegen ohne Beachtung der Reihenfolge:

Um diese Moglichkeiten abzuzéhlen, ziehen wir zunéichst mit Beachtung der Reihenfolge.
Dafiir gibt es genau (n); Moglichkeiten. Allerdings haben wir alle Moglichkeiten mehrfach
gezihlt und zwar immer dann, wenn die gleichen Zahlen in lediglich anderer Reihenfolge
gezogen wurden. Da es k! Moglichkeiten gibt k Zahlen anzuordnen, haben wir also jedes
mogliche Ergebnis k! mal gezdhlt. Also gibt es

<Z> = (7}3'“ - k!(nni k)|

Moglichkeiten aus n Zahlen k ohne Zuriicklegen und ohne Beachtung der Reihenfolge zu
ziehen.

Beispielsweise gibt es (469) Mogliche Ergebnisse beim Lotto “6 aus 49”, denn es wer-
den 6 Zahlen ohne Zuriicklegen aus 49 gezogen und es kommt beim Ergebnis nicht auf die
Reihenfolge an, in der die Zahlen gezogen wurden.

Ziehen mit Zuriicklegen ohne Beachtung der Reihenfolge:

Dieses Art des Urnenmodells liegt etwa im Falle des 100-maligen Wiirfelns vor, wenn
anschliessend nur mitgeteilt wird, wie oft jede Zahl gewiirfelt wurde. Es spielt in der Praxis
kaum eine Rolle, wir diskutieren es daher nicht weiter.

Wir verwenden Urnenmodelle nun in einigen konkreten Laplace Experimenten um Wahr-
scheinlichkeiten auszurechnen.

Beispiel 1.2.6. Auf einer Party sind n Personen anwesend. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
haben mindestens zwei von ihnen am gleichen Tag Geburtstag?

Wir nehmen vereinfachend an, das Jahr hat immer 365 Tage (lassen also den 29. Fe-
bruar unter den Tisch fallen). Wir nehmen weiterhin vereinfachend an, dass alle Tage als
Geburtstage gleichwahrscheinlich sind (Dies ist nicht realistisch, allerdings kann man zeigen,
dass bei unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten fiir die verschiedenen Tage die Wahrschein-
lichkeit, dass mindestens zwei Personen am gleichen Tag Geburtstag haben héchstens grofier
wird). Zu guter letzt nehmen wir noch an, dass weniger als 365 Personen auf der Party sind
(sonst haben sicher mindestens zwei am selben Tag Geburtstag).

Als Grundmenge 2 wihlen wir alle moglichen n-tupel von Tagen. Dabei bezeichne der j-
te Eintrag gerade den Geburtstag der j-ten Person. Die Geburtstage werden mit Zuriicklegen
gezogen, {2 hat also 365" Elemente. Es ist einfacher, statt des Ereignisses A, das mindestens
zwei Personen am gleichen Tag Geburtstag haben, das komplementére Ereignis A° zu be-
trachten. A° besagt gerade, dass alle n Personen an verschiedenen Tagen Geburtstag haben.
Dies entspricht gerade Ziehen ohne Zuriicklegen (ein bereits verwendeter Geburtstag darf
nicht wieder gezogen werden), A hat also (365),, Elemente.

Folglich ist

(365)x, 365364 -...- (365 —n+1)
P(A)=1-P(A)=1— —1- :
(4) (A9 365" 365-365-...- 365

Die folgende Tabelle enthilt die Werte von P(A) (gerundet auf 4 Nachkommastellen) fiir
einige Werte von n:

n | 2 7 10 23 50
P(A) || 0,0027 0,0562 0,1169 0,5073 0,9704
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Beispiel 1.2.7. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit fiir “4 Richtige” beim Lotto 6 aus 49?7

Wir hatten bereits gesehen, dass Grundmenge 2 aller 6-elementiger Teilmengen der Zah-
len von 1 bis 49 gerade (469) Elemente hat. Wir interessieren uns fiir das Ereignis A “4
Richtige”. Die Menge A besteht aus denjenigen 6-elementigen Teilmengen der Zahlen von
1 bis 49, die genau 4 der gezogenen 6 Zahlen (und 2 der nichtgezogenen 43 iibrigen Zah-
len) erhalten. Es gibt (2) Moglichkeiten 4 der gezogenen Zahlen auszuwéihlen und zu jeder
dieser Moglichkeiten gibt es (423) Moglichkeiten diese mit nichtgezogenen Zahlen zu einem
vollstdndigen “Tipp” aufzufiillen. Es ist also

P(A) = (1) (5) _ 135 0,00097

(469) ~ 13.983.816

Das letzte Beispiel gehort zu den sogenannten Hypergeometrischen Modellen: Es wird
aus einer Menge von Objekten gezogen, die wiederum in mehrere Klassen aufgeteilt sind
(im Beispiel: Von den 49 Zahlen wurden 6 als “gezogen” markiert, die brigen 43 als “nicht

gezogen” ).
Allgemeiner betrachtet man eine Urne mit n Kugeln, die eines von r verschiedenen Merk-
malen (“Farben”) aufweisen. Es gibt ny Kugeln der Farbe 1, ny Kugeln der Farbe 2, ..., n,

Kugeln der Farbe r. Natiirlich soll gelten dass ny + ng 4+ --- +n, = n ist. Nun interessiert
man sich fr das Ereignis beim Ziehen von k Kugeln genau k; Kugeln der Farbe j zu ziehen,
wobei k1 + - - - + k, = k ist. Es gibt

Ny

Ky

ni\ (N2
(i) ()

Moglichkeiten genau k; Kugeln der Farbe j zu ziehen. Die Wahrscheinlichkeit dieses Ereig-
nisses ist also

() Ga) - o)

(x)

Beispiel 1.2.8. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit beim Poker ein “Full House”, d.h. zieht
man zufiillig 5 Karten aus Spiel mit 52 Karten, wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, 3 Karten
einer Sorte und 2 Karten einer anderen Sorte zu ziehen.

Insgesamt gibt es (552) = 2.598.960 verschiedene Pokerhénde. Wir berechnen zunéchst die
Wahrscheinlichkeit ein Full House mit 3 Assen und 2 Kénigen zu bekommen. Dazu unterteilen
wir die 52 Karten in 3 Klassen: Asse, Konige und sonstige Karten. Es gibt (g) (3) =24
Moglichkeiten genau 3 Asse und 2 Konige zu ziehen. Die Wahrscheinlichkeit ein Full House
mit 3 Assen und 2 Konigen zu erhalten ist demnach 24,/2.598.960.

Offensichtlich ist dies auch die Wahrscheinlichkeit fiir ein Full House mit 3 Kénigen und
zwel Assen, sowie die Wahrscheinlichkeit fiir ein Full House mit 3 Damen und 2 Achtern etc.
Bezeichnet also A das Ereignis “Full House” und A;; fiir

i,7 €4{2,3,4,5,6,7,8,9,10, Bube, Dame, Konig, Ass} =: K

mit i # j das Ereignis “Full House mit 3 ¢ und 2 j” so ist wegen der Additivitit (beachte,
Aij N Akl = @ fiir Z] 75 k‘l)

P(A) = > P(Aj) =(13); G)()

22 20,0014,
ijEK,i#] (5)

denn es gibt (13)2 Moglichkeiten zwei Elemente aus K ohne Zuriickzulegen zu ziehen.
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1.3 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhéngigkeit

In vielen Situationen hat man schon bevor das Ergebnis eines Zufallsexperiments bekannt ist
eine gewisse Teilinformation. Ein Kartenspieler, beispielsweise, kennt seine eigenen Karten,
nicht aber die der anderen Mitspieler. Natiirlich wird er diese Information bei der Abwéigung
von Wahrscheinlichkeiten beriicksichtigen. Beispielsweise wird er, wenn er selbst 2 Asse
besitzt, die Wahrscheinlichkeit, dass sein linker Nachbar mindestens ein Ass hat, geringer
einschéitzen als wenn er selbst kein Ass besitzt.

Um diese Idee zu formalisieren mochte man eine “Wahrscheinlichkeit gegeben eine Zu-
satzinformation” definieren. Die Zusatzinformation ist das Wissen, das ein gewisses Ereignis
B (z.B. “ich selbst habe 2 Asse”) eingetreten ist. Im Falle eines Laplace Wahrscheinlichkeits-
raums kann man diese Idee verwirklichen, indem man den Grundraum einschrinkt: Man
berticksichtig nur noch Elementarereignisse, die in B liegen. Schreibt man P(A|B) (lies: Die
Wahrscheinlichkeit von A gegeben B), so erhilt man

_ #(ANB)
P(A|B) := T 4B
Berticksichtigt man noch dass P(ANB) = #(ANB)/#Q und P(B) = #B/# ist, so erhélt
man
_ P(ANB)

Diese Gleichung ist auch noch sinnvoll, wenn wir auf einem beliebigen endlichen Wahrschein-
lichkeitsraum sind. Wir definieren also

Definition 1.3.1. Es sei (£2,P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und B ein Ereignis
mit positiver Wahrscheinlichkeit. Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B) von A gegeben B

ist definiert als
P(ANB)

P(AIB) = 55

Der Name bedingte Wahrscheinlichkeit ist gerechtfertigt:

Lemma 1.3.2. Sei (2, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und B C Q mit P(B) > 0.
Dann ist P(-|B) ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf Q und auch ein Wahrscheinlichkeitsmay3
auf B.

Beweis. Weil ) € ANB C B ist folgt aus Proposition[1.1.6] (a), dass 0 = P(0) < P(ANB) <
P(B) und somit 0 < P(A|B) < 1 fiir alle A C Q ist. Weil Q N B = B gilt trivialerweise
P(QB) = 1. Sind schliesslich A;, A3 unvereinbar, so sind auch A;NB und A2NB unvereinbar.
Weil aber (A1 U A2) N B = (A1 N B) U (A2 N B) ist folgt aus der Additivitdt von P, dass
P((A1UA2)NB)) =P(A1NB)+P(AyN B). Teilt man durch P(B), so folgt die Additivitét
von P(-|B). O

Insbesondere gelten also die Aussagen von Proposition fiir bedingte Wahrschein-
lichkeiten.

Beispiel 1.3.3. Beim Skat werden 32 Karten wie folgt aufgeteilt: 10 Karten fiir jeden der
drei Spieler und 2 Karten in den Skat. Beriicksichtigt man die Reihenfolge der Spieler (Geben-
Sagen-Hoéren), so gibt es insgesamt (?(2)) (fg) (}(2)) verschiedene Skat Spiele. (Der Geber erhélt
10 von den 32 Karten, der Sager erhélt 10 von den verbliebenen 22 Karten, der Horer erhélt
10 von den verbliebenen 12 Karten und die iibrigen zwei Karten kommen in den Skat).
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Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit IP(A), dass der Sager mindestens ein Ass erhélt und
die bedingte Wahrscheinlichkeit IP(A|B), dass der Sager mindestens ein Ass erhilt gegeben,
die Information, dass der Geber zwei Asse hat. Auch hier ist es leichter, das komplementére
Ereignis A° dass der Sager kein Ass erhélt zu betrachten.

Das Ereignis A€ tritt in (?3) (?(2)) Gg) Féllen ein. Dies berechnet sich wie folgt: Zunéchst
bekommt der Sager 10 von den 28 Karten die kein Ass sind. Dann bekommt der Geber
10 Karten, die aus den iibrigen 18 Karten plus den 4 Assen ausgewihlt wurden. Zuletzt
bekommt der Horer 10 von den dann verbliebenen 12 Karten. Daher

(10) (io) (i) _ (10)
P(A°) = = ~ 0,2034

(1) (o) o)~ (30)
Der Sager erhélt also in etwa 80 % der Fille mindestens ein Ass.

Das Ereignis B, der Geber hat zwei Asse, tritt in (3) (288) (?g) Gg) Fillen auf (zunéchst

geben wir dem Geber 2 Asse und 8 nicht-Asse, dann dem Sager 10 der {ibrigen 22 Karten
und dem Hérer 10 der verbliebenen 12). Das Ereignis B N A€, dass der Geber 2 Asse, der
Sager aber kein Ass erhélt tritt in (;l) (288) @8) (}(2)) Féllen auf (der Geber bekommt 2 Asse
und 8 nicht-Asse, der Sager bekommt 10 von den verbliebenen 20 nicht-Assen, der Horer 10

von den verbliebenen 10 nicht-Assen plus 2 Asse). Es ist also

P(A°|B) = (:211) (%) Go) (

Also ist P(A|B) ~ 0, 7143.

Die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit 14sst sich wie folgt umformulieren: IP(AN
B) = P(A|B)P(B). Diese Formel lésst sich auch auf endlich viele Ereignisse ausdehnen:

Proposition 1.3.4. (Multiplikationsregel) Es seien Ay, ..., A, Ereignisse in einem endli-
chen Wahrscheinlichkeitsraum derart, dass P(A;N...N Ay,) > 0. Dann ist

IP(Al n...N An) = IP(An|A1 n...N An—l) . IP(An_lyAl n... ﬂAn_g) et ]P(AQ’Al) -IP(Al) .

Beispiel 1.3.5. Eine Urne enthalte 10 rote und 10 blaue Kugeln. Nun wird eine Kugel
gezogen und diese wird dann, zusammen mit 5 Kugeln der gleichen Farbe, zuriickgelegt.
Dies wird insgesamt 3 mal wiederholt. Es sei A; das Ereignis, dass im j-ten Versuch eine
rote Kugel gezogen wurde.

Mit der Multiplikationsregel ist

IP(Al NAsN Ag) = IP(A3|A2 N Al)IP(A2|A1)IP(A1) = g = 5 = —.

In der Tat, wurden im ersten und zweiten Versuch rote Kugeln gezogen, so befinden sich im
dritten Versuch 20 rote und 10 blaue Kugeln in der Urne, sodass die Wahrscheinlichkeit eine
rote zu ziehen 2/3 ist. Ahnlich sieht man, dass P(A43]|A;) = 3/5 ist.

Nun kommen wir zu zwei wichtigen Aussagen iiber bedingte Wahrscheinlichkeiten. In der
Formulierung verwenden wir den Begriff der Partition. Eine Partition einer Menge () ist eine
Folge €, ...,Q, derart, dass (i) die Q; paarweise disjunkt sind, also €; N Q; = 0 fiir i # j
und (ii) die Vereinigung aller ©; gerade (2 ist, also (Jj_; 5 = (.
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Satz 1.3.6. Es sei (2, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und Qq, ..., 8, eine Par-
tition von 2.

(1) (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit) Fir A C Q0 gilt
P(A) =Y P(AJQ)P ()
j=1

wobei wir fir P(;) = 0 das Produkt P(A|Q;)P(£2;) als 0 festlegen.
(2) (Satz von Bayes) Fir A C Q mit P(A) > 0 gilt

O RP@P(A)  P©)P(A9)
PO = = Ao ~ P(A)

Beweis. (1) Weil Q die disjunkte Vereinigung der €; ist, ist A die disjunkte Vereinigung der
ANQ;. Wegen der Additivitat von P folgt

P(A) = zn: P(ANQ;) = Zn: P(A[;)P(8;) .
i=1 j=1

(2) folgt aus (1) und der Gleichheit P(A N Q;) = P(A|Q;)P(£;). O

Beispiel 1.3.7. Ein Unternehmen bezieht ein elektronisches Bauteil von drei verschiedenen
Zulieferern I, IT und III. Dabei stammen von I 50% der Bauteile, von IT und III jeweils 25%
der Bauteile. Aus Erfahrung ist bekannt, dass die Wahrscheinlichkeit dass ein Bauteil defekt
ist bei Lieferant I 1%, bei Lieferant IT 2% und bei Lieferant III sogar 4% betrigt.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist ein zufillig ausgewéhltes Bauteil defekt? Es sei A das
Ereignis “Das Bauteil ist defekt” und B; das Ereignis “Das Bauteil stammt von Lieferant
j”. Nach dem Satz iiber die totale Wahrscheinlichkeit gilt

P(A) = P(A|B;)P(B;) + P(A|B;)P(By;) + P(A|Br1)P(Brrp)
=0,01-0,5-+0,02-0,25+0,04-0,25 = 0, 02.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit stammt ein defektes Bauteil von Lieferant 17 Nach dem

Satz von Bayes ist
P(A|B;)P(B;) 0,01-0,5 1
(Brl4) P(A) 0,02 4

Beispiel 1.3.8. Ein Test auf eine bestimmte Kranheit erkennt mit 99% Wahrscheinlichkeit
eine erkrankte Person als krank (= “Sensitivitdt”). Die Wahrscheinlichkeit, dass eine nicht
erkrankte Person als gesund erkannt wird betrage 95% (= “Spezifitit”). Es ist bekannt, dass
1% der Bevolkerung an dieser Krankheit leiden. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit an der
Krankheit zu leiden, wenn der Test zu dem Ergebnis kommt, dass man krank ist?

Es sei A das Ereignis “Person ist krank” und B das Ereignis “Test ist positiv”’. Nach
obigen Angaben ist also P(A) = 0,01, P(B|A) = 0,99 und P(B¢|A¢) = 0,95, also P(B|A°) =
0,05. Nach dem Satz von Bayes ist

P(B|A)P(A) 0,99-0,01 1

P(A|B) = _ _1
(A1B) P(B|A)P(A) + P(B|A°)P(A°) ~ 0,99-0,01+0,05-0,99 6
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Schliesslich diskutieren wir noch ein klassisches Beispiel, das sogenannte Ziegenproblem.

Beispiel 1.3.9. Bei einer Spielshow kommt folgende Situation vor. Der Kandidat sieht drei
(verschlossene) Tore. Hinter einem Tor befindet sich der Hauptpreis, ein Auto. Hinter den
beiden anderen Toren befindet sich eine Ziege. Der Kandidat wihlt ein Tor aus. Danach
Offnet der Moderator ein Tor, hinter dem sich eine Ziege verbirgt. Er bietet sodann dem
Kandidaten an, doch noch das Tor zu wechseln. Sollte der Kandidat das Tor wechseln oder
bei seiner urspiinglichen Wahl bleiben?

Um diese Frage zu beantworten, vergleichen wir die Gewinnchancen bei den beiden Stra-
tegien “wechseln” und “nicht wechseln”. Zunéchst die Strategie “nicht wechseln”. Da die drei
Tore gleichberechtigt sind, ist die Wahrscheinlichkeit zu Beginn das richtige Tor zu wéhlen
1/3. Bei der Strategie “nicht wechseln” ist dies auch die Wahrscheinlichkeit am Ende zu
gewinnen, denn die zusétzliche Information, wo sich eine Ziege befindet, wird ja gar nicht
beriicksichtigt.

Kommen wir nun zur Strategie “wechseln”. Bezeichnet A das Ereignis “der Kandidat hat
zu Beginn das richtige Tor gewéhlt” und B das Ereignis “der Kandidat gewinnt am Ende”,
so ist, bei Verwendung der Strategie “wechseln”, IP(B|A) = 0. Hat der Kandidat nédmlich das
richtige Tor gewihlt, so stehen hinter beiden anderen Toren Ziegen, weshalb der Kandidat
beim Wechseln automatisch zu einer Ziege wechselt. Hat der Kandidat sich andererseits
zunéchst fiir ein falsches Tor entschieden, so befindet sich hinter dem einen verbleibenden
Tor der Hauptpreis, hinter dem anderen die zweite Ziege. Da aber der Moderator das Tor mit
der Ziege offnet, muss das verbleibende Tor das Auto verbergen. Es ist also P(B|A¢) = 1.
Nach dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit ist

2 2

P(B) = P(B|A) - P(A) + P(B|A°)P(A°) =0 - % +1=3

Somit ist die Wahrscheinlichkeit zu gewinnen bei der Strategie “wechseln” doppelt so hoch,
wie bei der Strategie “nicht wechseln”.

Als néchstes definieren wir den wichtigen Begriff der Unabhdngigkeit.

Definition 1.3.10. Es sei (£2, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum A, B C Q) Ereignis-
se. Dann heiflen A und B unabhdngig, wenn P(AN B) = P(A)P(B). Allgemeiner heifit eine
Familie A1, ..., A, von Ereignisses unabhdngig, falls fiir alle Kk = 1,...,n und alle Indizes
1 <41 < <1 < n stets

gilt.
Sind A und B unabhéngig und ist IP(A4) > 0, so ist

P(ANnB) P(A)P(B)
P(B|A) := = =P(B
die bedingte Wahrscheinlichkeit von B gegeben A ist also gleich der Wahrscheinlichkeit von
B. Mit anderen Worten, die Kenntnis dass A eingetreten ist ldsst keine Riickschliisse dariiber

zu, ob B eingetreten ist.

Beispiel 1.3.11. Wir werfen eine faire Miinze zweimal. Als Grundmenge wéhlen wir 2 =
{KK,KZ,ZK,ZZ}; wir unterstellen, dass alle Elementarereignisse gleich wahrscheinlich
sind. Wie betrachten folgende Ereignisse:

Ay ={ZZ,ZK} = Im ersten Wurf fillt Zahl
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Ay ={KK,ZK} = Im zweiten Wurf fllt Kopf
As = {KZ,ZK} = Verschiedene Ausgiinge im ersten und zweiten Wurf.

Dann ist P(A4;) = P(A2) = P(As) = 1/2. Weiter ist P(A1NAy) = P({ZK}) = P(A2NA3) =
1/4 =1/2-1/2. Also sind A; und Ay unabhingig und auch A; und As unabhéngig. Weil
P(A1 N A3) = P{ZK}) = 1/4 = P(A4;) - P(A43) ist, sind auch A; und As unabhéngig.
Allerdings ist P(A1 N Ay N As) = P({ZK}) = 1/4 # 1/8 = P(A;)P(A2)P(A3). Daher sind
Aq, Ao, Az nicht unabéngig.

1.4 Wiederholung von Zufallsexperimenten

Wir erinnern daran, dass Wahrscheinlichkeiten in gewissem Sinne relative Haufigkeiten re-
prasentieren sollen. Relative Haufigkeiten wiederum kann man bilden da wir einen zufilligen
Vorgang beliebig oft und gleichen Bedingungen wiederholen kann. Es fehlt allerdings noch
ein mathematisches Modell fiir ein wiederholtes Experiment.

Nehmen wir also an, wir haben Modelle (Q1,P1),..., (2,,P,) fiir gewisse Zufallsexperi-
mente. Im Falle der Wiederholung haben wir also (;,P;) = (Q,P) fiir einen festen Wahr-
scheinlichkeitsraum. Fiihren wir diese Experimente nacheinander und unab&ngig voneinander
aus, so bietet sich als Grundmenge fiir das zusammengesetzte Experiment das kartesische
Produkt

Q= x-xQ={w=(w1,...,wn) :w; €Q; fiiri =1,...,n}

an. Jedes Versuchsergebnis w € Q ist also ein n-Tupel (w, . . ., w,) wobei die i-te Komponente
w; € §; gerade den Ausgang des i-ten Zufallsexperiments angibt. Das Wahrscheinlichkeits-
maf ist eindeutig festgelegt wenn wir fiir Elementarereignisse verlangen, dass

P({(wi1,.-swn}) =P1({w1}) - .. Ppo({wn})-

Wir nennen (2, P) das Produkt der Wahrscheinlichkeitsriume (Q1,P1), ..., (Qn, Py,). Weiter
schreiben wir Q =Q; x -+ xQ, und P=P, ® --- @ P,,.

Beispiel 1.4.1. Es sei Q; = {K, Z} und P({K}) = P({Z}) = . Dann beschreibt (Q,P1)
das Werfen einer fairen Miinze. Es sei weiter Qo = {1,2,3,4,5,6} und P({j}) = =, sodass
(Q2,P2) das werfen eines Wiirfels modelliert.

Das Produkt (©; x Qo,P; ® PP2) beschreibt das Experiment zunéchst eine Miinze zu
werfen und dann einen Wiirfel zu werfen. Wir haben

1
[

Q1 X QQ = {(Kv 1)7 (K7 2), (K;3)7 (K74)7 (K7 5), (K76)
(Z,1),(2,2),(2,3),(Z,4),(Z,5),(Z,6)}.

Zusammen mit dem Produktmafl IP; ® Po ist 21 x €29 ein Laplacscher Wahrscheinlichkeits-
raum. In der Tat hat Qy x € genau 12 Elemente und es ist (P1 @ P2)({i,/)}) = 3 - & = 15
firi € {K,Z} und j € {1,2,...,6} nach Definition des Produktmafes.

Wir haben behauptet, das Produkt von Wahrscheinlichkeitsraumen modelliert die un-
abhingige Ausfithrung von Zufallsexperimenten. Wir wollen dies nun prézisieren. Ist A; eine
Teilmenge von €2;, so kann man sich fiir das Ereignis “Im i-ten Experiment tritt Ereignis
A; ein”. Dieses FEreignis wird in unserem zusammengesetzen Modell beschrieben durch die
Menge

{(wi,...,wi_l,w,wiﬂ,...,wn) T Wy GAI} =M X ... xQ_1 XA x Qi+1 X ... %X Q, = A,.
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Sind nun A; C Q4,..., A, C Q, gegeben, so sind die Ereignisse A1, ..., A, unabhingig.
Wir rechnen dies nach im Fall n = 2. Der allgemeine Fall ist &hnlich, aber komplizierter
aufzuschreiben. Es ist

f_ll N AQ = {(W1,WQ) tw1 € A, wo € Ag} = A1 x As.
Daher ist

P(ANAy)= > PHwh= > Pi({w}) Pa({ws})

wEAL XA wWEAL XAg

= Y Pi({wi}) > Pa({wa}) = P1(A1)Py(Ay)
wi1€A, wo €A

= P(AI)P(A2)7

was die behauptete Unabhiingigkeit zeigt. Beachte, dass insbesondere P(A; x Ag) = P1(A4;) x
IPQ(AQ) gilt.

Wir betrachten nun die n-malige Wiederholung eines Zufallsexperiments und berechnen
einige interessante Wahrscheinlichkeiten. - -

Sei also (£2,IP) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und betrachte Q := Q" und P =
Pen,

Beispiel 1.4.2. Wir betrachten ein Ereignis A C ) und interessieren uns dafiir, wie oft
dieses Ereignis beim n-maligen Wiederholen des Versuches auftritt. Wir schreiben p = P(A).
Bezeichnet Ej, das Ereignis (in 2), dass bei n versuchen das Ereignis A genau k-mal auftritt,
so suchen wir die Wahrscheinlichkeit von Ej.

Es ist By = A° x --- x A° und daher P(Ey) = P(A°) -...-P(A4°) = (1 —p)". Fir k =1
zerlegen wir das Ereignis Fq wie folgt:

Fi=AxA°%x .. xAUA° X AxA°x - - x A°U...UA°x --- x A° x A.

Wir haben also E; disjunkt zerlegt in n Mengen, die jeweils Produkte der Mengen A und
A€ sind. Dabei steht in der j-ten Menge genau an der Stelle j ein Faktor A und alle anderen
Faktoren sind A¢. Die Wahrscheinlichkeit einer solchen Menge ist p(1 — p)"~!. Daher ist
P(E;) = np(1 —p)* .

Allgemeiner sieht man, dass

P(Ey) = <Z>p’“(1 —p)"F.

Man argumentiert hier wie folgt: Man zerlegt F in Produkte wie oben, wobei in den Pro-
dukten an k Stellen A und an den restlichen n — k Stellen A€ steht. Ein solches kartesisches
Produkt hat (unter P) Wahrscheinlichkeit p*(1—p)"~*. Da es aber gerade (}) Moglichkeiten
gibt aus n Positionen k fiir die A’s auszuwéhlen, hat man Ej in (Z) disjunkte Mengen mit
jeweils Wahrscheinlichkeit p¥(1 — p)”~* zerlegt.

In der Situation von Beispiel verwendet folgende Terminologie: Der Parameter p
heilt Erfolgswahrscheinlichkeit. Ein einmaliges Durchfithren des Experiments liefert entweder
“Erfolg” (oben: A tritt ein) und das mit Wahrscheinlichkeit p oder “Misserfolg” (oben: A°
tritt ein) und das mit Wahrscheinlichkeit 1 — p. Ein solches Experiment heifit Bernoulli-
FExperiment.
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Fiithrt man ein Bernoulli-Experiment n mal durch und zéhlt die Anzal der Erfolge, so
erhéhlt man eine Zahl in der Menge {0, 1,...,n}. Dabei ist die Wahrscheinlichkeit P({k})
n

dass man genau k-mal Erfolg hatte gerade ( k;) pF(1 — p)"~F. Beachte, dass wegen des Bino-
mialsatzes

i (Z)pk(l —p)"F=p+1-p=1"=1

k=0

ist, P also in der Tat ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist. Dieses Maff nennt man Binomialver-
teilung mit Parametern n und p, oder auch b, ; Verteilung.

Beispiel 1.4.3. Eine weitere interessante Frage beim Wiederholen von Zufallsexperimenten
hatten wir in Beispiel (c) gesehen. Wir kénnen ein Bernoulli Experiment wiederholen bis
wir zum ersten Mal Erfolg hatten, und fragen wie lange das dauert. Beachte, dass in diesem
Fall die natiirliche Grundmenge 2 = IN nicht endlich ist. Allerding scheint es natiirlich, die
Wahrscheinlichkeit des Elementarereignisses k& (“Im k-ten Versuch hat man zum ersten Mal
Erfolg”) als p(1 — p)*~! anzusetzen, denn dies ist bei k-maliger Wiederholung des Versuches
die Wahrscheinlichkeit dafiir, in Versuchen 1,2,...,k — 1 Misserfolg und in Versuch k£ Erfolg
zu beobachten.

Beachte, dass fiir ¢ € (0,1) gerade Y pe¢® = (1 — q)~! (Geometrische Reihe). Damit
erhdhlt man

> P({k}) = ;p(l —p)ft= pjzo(l —p) = pl—(i—p) —1.

k=1 =

Also summieren sich auch hier die Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse zu 1 auf
und wir sind versucht ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf IN via

P(A) = p(1-p)!

keA

zu definieren. Dies ergibt in der Tat Sinn und wir modifizieren unser Definition eines Wahr-
scheinlichkeitsraumes entsprechend.

Definition 1.4.4. Ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Paar (§2, P), bestehend aus
einer hochstens abziahlbaren Menge € und einer Abbildung P : &2(2) — [0, 1], derart, dass

(i) P(©2) =1 (Normiertheit)

(ii) Ist (Ax)ken eine Folge paarweise disjunkter Teilmengen von €, so ist

11>< U Ak> =3 P4y).
k=1 k=1
Diese Eigenschaft heifit o- Additivitdt.

Bemerkung 1.4.5. (a) Eine Menge heifit hdchstens abzihlbar, wenn sie entweder endlich,
oder abzihlbar unendlich ist. Ist die Menge 2 endlich, so ist die o-Additivitat dquivalent
zur endlichen Additivitét die in Definition gefordert wird. Mit €2 ist nénlich auch
Z(Q) endlich sodass wenn (Ay) eine Folge paarweise disjunkter Mengen ist, alle bis auf
endlich viele Mengen leer sein miissen.
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(b) Ist (Q2,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und ist §2 abzéhlbar unendlich, so kann
man die Elemente von 2 aufzihlen, es ist also = {wyp : & € IN}. Setzt man nun
P({wk}) =: pr so erhéhlt man aus der o-Additivitét, dass

P(A) =" pr. (1.1)

wrpEA

Ist umgekehrt eine Folge py mit Y7, p = 1 gegeben, so definiert (1.1])) ein Wahrschein-
lichkeitsmaf} auf 2. Die o-additivitét folgt hierbei aus dem “groflen Umordnungssatz”
der Analysis.

1.5 Zufallsvariablen und ihre Momente

Bei vielen Zufallsexperimenten interessiert nicht so sehr der tatsédchliche Ausgang w des
Experiments, sondern vielmehr eine bestimmte Gréfie X (w), die vom Ausgang des Experi-
mentes abhéngt. Spielt man beispielsweise Lotto (das Ergebnis w ist also eine 6-elementige
Teilmenge der Zahlen von 1 bis 49), so ist man primér am Gewinn interessiert (der aber
natiirlich von w) abhéingt.

Besteht das Zufallsexperiment darin, zuféllig einen Bewohner Ulms auszuwéhlen, so sind
(gerade bei statistischen Untersuchungen) lediglich bestimmte Aspekte der Person inter-
essant, z.B. die Korpergrofle oder das Einkommen der Person.

Definition 1.5.1. Es sei (€2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Zufallsvariable
ist eine Abbildung X : Q@ — R.

Beachte, dass der Wertebereich X () := {X(w) : w € Q} ebenfalls abzéhlbar ist. Die
Verteilung von X ist das Wahrscheinlichkeitsmafl Px auf X () gegeben durch

Px({z}) =P{we Q: X(w) =z}).

Manchmal verwendet man auch den Begriff Zdhldichte fiir diese Wahrscheinlichkeiten und
schreibt fx(x) := Px({x}). Beachte, dass fx(z) # 0 fiir hochstens abzéhlbar viele z. Daher
ist
Py(4) =Y fx(a)
€A

Beispiel 1.5.2. Wir werfen einen Wiirfel zweimal. X beschreibe die Summe der gewiirfelten
Augenzahlen. Das zweimalige Werfen eines Wiirfels kann als Laplace Experiment mit Grund-
menge ) := {(i,7) : 4,5 =1,...,6} beschrieben werden, wobei (i, j) fiir das Elementarereig-
nis “4 im ersten Wurf, j im zweiten Wurf”.

Es ist X : @ — R gegeben durch X((¢,7)) = i + j. Demnach ist der Wertebereich
X(Q) ={2,3,...,12}. Um die Verteilung zu bestimmen, muss man die Ereignisse {w € Q :
X (w) = x} bestimmen. Beispielsweise erhalten wir

{we: X(w)
{we: X(w)
{weQ: X(w)=4} ={
{we: X(w)=5}=

Die Zahldichte von X, und somit die Verteilung von X, wird in folgender Tabelle zusam-
mengefasst.
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3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

2
Fx (@) ‘ 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
X 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

Durch eine Zufallsvariable wird gewissermafien der Wahrscheinlichkeitsraum verkleinert:

Statt (€2, P) wird nur noch (X (Q2),Px) betrachtet. Ein &hnliches Vorgehen hatten wir
bereits bei der Diskussion von Beispiel (c) in Beispiel gesehen. Es gibt keinen
diskreten Wahrscheinlichkeitsraum, der das Zufallsexperiment beschreibt einen Wiirfel un-
endlich oft zu werfen. Wenn wir uns jedoch lediglich dafiir interessieren, wie lange es dauert
bis zum ersten Mal eine Sechs gewiirfelt wird, so kénnen wir fiir diese “Zufallsvariable” sehr
wohl eine sinnvolle Verteilung definieren. Das ist genau, was wir in Beispiel gemacht
haben.

Betrachten wir nochmals Beispiel [1.4.2] Auch hier ist der zugrundeliegende Wahrschein-
lichkeitsraum © := Q" von untergeordnetem Interesse (und unter Umstéinden sehr grofl, man
denke etwa an n-maliges Lotto spielen). Allerdings interessieren wir uns nur dafiir, wie oft
ein Bestimmtes Ereignis (etwa “6 Richtige”) eintritt. Dies wird durch eine Zufallsvariable
X : Q — R angegeben. In Beispiel haben wir gerade die Verteilung von X bestimmt.

Es ist namlich X (Q) = {0,1,...,n} und fir k£ € X(Q)

Px(() = )k - ot

Wir fithren nun noch einige Notationen ein. Die Notation {w € Q : X(w) = z} ist relativ
umsténdlich. Oft schreibt man stattdessen {X = x}. Gibt man Wahrscheinlichkeiten an, so
148t man meist auch noch die geschweiften Klammern weg und schreibt P(X = z) anstelle
von P({X = z}) (was wiederum eine Abkiirzung fir P({w € Q : X (w) = z}) ist).

Wir kommen nun zu einer zentralen Definition:

Definition 1.5.3. Es sei (€2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q@ — R eine
Zufallsvariable. Wir sagen der Erwartungswert von X ist endlich falls

Z |z|P(X =2) < c0.

zeX(Q)
In diesem Fall heifit IEX, definiert durch

EX = ) 2P(X=uz)
z€X(Q)

der Frwartungswert von X.

Bemerkung 1.5.4. (a) Beachte, dass X () eine abzihlbare Menge ist. Die Summen oben
sind also entweder endliche Summen (in diesem Fall ist der Erwartungswert von X stets
endlich, denn die Summe endlich vieler reeller Zahlen ist stets endlich) oder aber die
Summe hat abzédhlbar undendlich viele Summandan, d.h. es liegt eine Reihe vor.

b) Die Bedingung dass z|P(X = x) < oo ist bedeutet gerade dass die Reihe
zeX ()

Yzex(@) TP(X = z) absolut konvergiert; insbesondere konvergiert die Reihe (und der

Wert der Reihe ist unabhingig von der Reihenfolge der Summation). Es gibt aber auch
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konvergente Reihen, die nicht absolut konvergieren. Beispielsweise konvergiert die alter-
nierende harmonische Reihe

n=1

oo 1

Sie konvergiert aber nicht absolut, denn die harmonische Reihe ) " | - divergiert.

Beachte dass der Erwartungswert nicht definiert ist falls 3 ¢ v ) [2[P(X = z) = oo,

(c¢) Der Erwartungswert ist das (mit den Wahrscheinlichkeiten) gewichtete Mittel der Werte
von X und gibt an, welchen Wert die Zufallsvariable “im Schnitt” annimmt.

(d) Die obige Definition des Erwartungswert hingt nur von der Verteilung von X, genauer
vom diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (X (2),Px) ab.

Beispiel 1.5.5. Wir betrachten die Situation von Beispiel d.h. X ist die Augensum-
me beim zweimaligen Werfen eines Wiirfels. Da die Zufallsvariable nur endlich viele Werte
annimmt ist der Erwartungswert von X endlich. Er berechnet sich wie folgt:

12
EX = Y aP(X=2)=) jP(X=j)
xeX(Q) j=2
1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
_236 +336 +436+536 +636 +736+836 +936 +1036 +1136 +1236
%2,
=35 =
Beispiel 1.5.6. Es wird folgendes Spiel angeboten:

Der Spieler zahlt einen Einsatz von €E (welcher zu bestimmen ist). Anschliessend zieht
er eine Karte aus einem Kartenspiel (franzosisches Blatt, d.h. 32 Karten). Zieht er ein Ass,
so werden ihm €10 ausgezahlt. Zieht er eine Bildkarte (Bube, Dame, Konig) so erhilt er €2
ausgezahlt. Ansonsten erhihlt er nichts. Fiir welchen Wert von F ist diese Spiel fair, d.h.
der erwartete Gewinn ist €0.

Es bezeichne X den Gewinn des Spielers. Dann nimmt X die Werte 10— E (“Ass”), 2—FE
(“Bildkarte”) und —FE (“sonstige Karte”) mit Wahrscheinlichkeiten 4/32, 12/32 resp. 16/32

an. Es ist also 4 12 16
3 T2 B Py

Demnach ist das Spiel genau dann fair, wenn der Einsatz €2 betragt.

EX = (10— E)

Wir zeigen nun einige wichtige Eigenschaften des Erwartungswerts. Zunéchst zeigen wir
eine alternative Darstellung des Erwartungswerts bei der iiber die Elemente von € (nicht die
von X (Q2)) summiert wird.

Lemma 1.5.7. Es sei (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q — R eine
Zufallsvariable mit endlichem Erwartungswert. Dann ist

EX =) X(w)P({w}).

weN

Hierbei konvergiert die Summe absolut.
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Beweis. Da X (Q) abzéhlbar ist, ist X (w) = {z;}jes wobei die Indexmenge J entweder
endlich oder abzéhlbar unendlich ist. Es sei A; das Ereignis {X = z;}. Weil { abzéhlbar ist
ist A; = {wj,k}ke Kj» wobei K; eine endliche oder abzéhlbar unendliche Indexmenge ist.

Nun ist
EX =) 2 P(A) =) z; > PHwiu}) =D > X(wjx)P{wjn})
jeJ jeJ kEK; je€J keK;
=) X(w)P{w}).
we

Hier haben wir beim zweiten Gleichheitszeichen die o-additivitdt von P verwendet, beim
dritten die Gleichheit z; = X (wj;) und bei der letzten die Tatsache das mit der Summa-
tion iiber alle 7 und k ganz ) ausgeschopft wird. Bei der letzten Gleichheit verwenden wir
den “grofien Umordnungssatz der Analysis” der es erlaubt die Summanden einer absolut
konvergenten Reihe beliebig zu Gruppieren und aufzusummieren. O

Nun folgt sofort:

Proposition 1.5.8. FEs sei (Q,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, X,Y Zufallsva-
riablen und o, 8 € R.

(1) Ist 0 <Y < X und hat X endlichen Erwartungswert, so hat auch Y endlichen Erwar-
tungswert und es gilt EY <IEX.

(2) Haben X undY endlichen Erwartungswert, so auch aX + Y und es gilt E(aX +8Y) =
oEX + AEY.

Beweis. Wir verwenden Lemma
(1) Aufgrund der Monotonie von Reihen mit positiven Eintrédgen ist

Y YWP({w}) < ) X(QP{Q}) <
weN weN

nach Voraussetzung.
(2) Beachte, dass
laX + Y| < |af| X[ + |B]]Y]

ist. Aufgrund der Rechenregeln fiir Reihen mit positiven Eintragen ist
> ([l X @)+ 1BIIY @) P({w}) = |aEIX| + |BE]Y] < cc.
we

Nach Teil (1) hat also aX 4+ 8Y endliche Erwartung. Der Rest der Behauptung folgt aus den
Rechenregeln fiir absolut konvergente Reihen. O

Wir betrachten nun ein weiteres Beispiel.

Beispiel 1.5.9. Es sei Q = {—1,1} mit P({—1}) = P({1}) = %. Weiter sei fiir n € N die
Zufallsvariable X,, definiert durch X,,(w) = nw. Dann ist
1 1
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Dieses Beispiel zeigt, dass der Erwartungswert zwar angibt welchen Wert die Zufallsva-
riable im Schnitt annimmt, er aber keine Aussage dariiber trifft, wie viel die Zufallsvariable
von diesem Mittelwert abweicht. Dazu beniitzt man die Varianz

Definition 1.5.10. Es sei (£2,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q@ — R
eine Zufallsvariable mit endlichem Erwartungswert p. Ist die Reihe

S (@ - w)’P(X =2)

z€X(Q)

endlich, so sagen wir X hat endliche Varianz und der Wert dieser Reihe heifit Varianz
von X und wird mit VarX bezeichnet. Die Wurzel aus VarX heifit Streuung von X oder
Standardabweichung von X.

Beispiel 1.5.11. Wir berechnen die Varianz der Zufallsvariablen X,, aus Beispiel Weil
EX, =0 ist, folgt
21

VarX,, = (—n —0) )

1
+(n—0)2= =n?.
2
Somit hat X,, Varianz n? und Streuung n.

Beispiel 1.5.12. Wir berechnen die Varianz des Spieles in Beispiel bei beliebigem
Einsatz F. Es ist EX = 2 — E. Daher

4 12 16
VarX = (10— E - (2-E)°—+(2—-E—-(2-E)?=+ (-E—(2—E))*—
ar ( ( ) 32+( ( ) 32+< ( ) D)
1 3 1
:64§—|—0§—|—4(E+1)2§:8+2(E—|—1)2

Beachte, dass die Varianz nichts weiteres ist als der Erwartungswert der Zufallsvariablen
g(X) wobei die Funktion g : R — R gegeben ist durch g(t) = (t — u)? wo p = EX.
Beachte, dass g(t) = t? — 2ut + u? ist. Aus dieser Gleichheit und der Linearitit des Integrals

(Proposition [1.5.8(2)) folgt
VarX = E(X? —2pX — ) = E(X?) — 2uE(X) + 4 = B(X?) —2p® + 4 = E(X?) — (EX)>.

Beachte weiterhin, dass X endliche Varianz hat genau dann, wenn X? endlichen Erwartungs-
wert hat. Das folgt aus Proposition denn (X — p)? = X2 +Y wobei Y = p? — 2uX
eine Zufallsvariable mit endlichem Erwartungswert ist. Hat also (X — u)? endlichen Erwar-
tungswert, so auch X2 = (X — p)? — Y. Hat umgekehrt X? endlichen Erwartungswert, so
auch X? 4+ Y. Somit gilt

Lemma 1.5.13. Seit (Q,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Zufalls-
variable mit endlichem Erwartungswert. Dann hat X genauw dann endliche Varianz, wenn
E(X?) < co. In diesem Fall ist VarX = E(X?) — (EX)?2.

Manchmal ist es auch niitzlich eine Zufallsvariable X mit anderen Funktionen g zu ver-
kniipfen. Wir geben einige Beispiele:

Beispiel 1.5.14. Eine europdische Kaufoption (engl. european call option) beinhaltet das
Recht (aber nicht die Pflicht) ein bestimmtes Gut (Basiswert oder underlying) an einem in
der Zukunft liegenden Zeitpunkt (Ausiibungszeitpunkt) zu einem heute festgelegten Preis
(strike price) zu kaufen.
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Wir betrachten eine européische Kaufoption fiir eine Aktie, deren Kurs zum Ausiibungs-
zeitpunkt durch eine Zufallsvariable S gegeben ist. Der strike price sei K. Die Auszahlung
aus dem Ausiiben der Option (engl. payoff) ergibt sich dann wie folgt:

Ist der Wert der Aktie grofler als K, so betréigt die Auszahlung S — K, denn wir kénnen
ja eine Aktie zum Preis von K kaufen und diese sofort zum Preis von S am Markt wieder
verkaufen. Ist hingegen der Wert der Aktie kleiner als K, so ist die Option wertlos, denn wir
konnen die Aktie ja billiger am Markt kaufen (d.h. wir iiben die Option nicht aus).

Definieren wir 2+ = max{z,0} so ist die Auszahlung gegeben als (S — K)*, d.h. als
Verkniipfung des Aktienkurses mit der sog. payoff funktion g(t) := (t — K)*.

Beispiel 1.5.15. Eine Indikatorfunktion ist eine Funktion die nur die Werte 1 und 0 an-
nimmt. Ist M eine Menge und A C M, so schreiben wir 1 4 fiir die Funktion von M nach R,
die auf A den Wert 1 und auf A° den Wert 0 annimmt.

Sei nun X eine Zufallsvariable und A C R. Dann hat 1 4(X) endlichen Erwartungswert
(denn 14(X) < 1, wobei 1 die Zufallsvariable ist, die konstant 1 ist; diese hat endlichen
Erwartungswert). Weiter ist

Elo(X)=1-P(1a(X)=1)+0-P(1a(X)=0)=P(X € A).
Weiterhin von Bedeutung sind Verkniipfungen mit den Funktionen g(t) := [t|".

Definition 1.5.16. Sei (€2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Zufallsva-
riable und r € IN. Wir sagen dass X ein endliches Momente r-ter Ordnung besitzt, oder dass
X endliche r-te Momente besitzt falls | X|" endlichen Erwartungswert besitzt. In diesem Fall
heifit X" Moment r-ter Ordnung.

Bemerkung 1.5.17. Ist k < r, so ist

[t

1= sup < 00

ter 1+ [t|”

Folglich ist | X|¥ < v(1 4 |X|"). Folglich hat X ein endliches Moment k-ter Ordnung, falls es
ein endliches Moment r-ter Ordnung besitzt.

1.6 Spezielle Verteilungen

Wir diskutieren nun einige spezielle Verteilungen von Zufallsvariablen mit abzdhlbarem Wer-
tebereich, die in Anwendungen oft auftauchen.

Die Binomialverteilung

Eine Zufallsvariable X heifit binomialverteilt mit Parametern n und p, falls X(Q) =
{0,1,...,n} und

P(X =k) = <Z)pk(1 —p)" "

fir alle £ = 0,1,...,n gilt. Wir schreiben X ~ b, ,. Ist n = 1 so sagt man auch, die
Zufallsvariable sei Bernoulli verteilt

Eine Binomialverteilung zdhlt die Anzahl der Erfolge in n Versuchen wobei die Erfolgs-
wahrscheinlichkeit p betrigt, siche Beispiel
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Beachten wir, dass k(}) = kk!(r’ik)! = n(k_l)!((Z:E(k_l)! = n(Zj) ist, so folgt

n

e

k=1

" /n—1 _ 1) — (k—
3 (2 e
k=1

n—1
n—1 . T
—a 3 (" - p =
=0

Interpretation Wiederholt man ein Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p n-mal, so hat
man im Schnitt np Erfolge.

Wir berechnen nun noch die Varianz einer binomialverteilten Zufallsvariablen. Wir wis-
sen, dass VarX = EX? — (np)? ist, es geniigt also, EX? zu berechnen. Beachten wir noch,
dass EX? = E(X(X — 1) + X) = np + E(X(X — 1)) ist, so geniigt es E(X(X — 1)) zu
berechnen. Ahnlich wie oben erhalten wir:

EX(X ~1) = > k(k—1) (Z)pk(l o
k=1
— ’I’L(’I’L _ 1)p2 (n - 2)pk—2(1 . p)n_z_(k_g)

P k—2

= n(n —1)p°.
Somit ist

VarX = EX(X — 1) +np — (np)? = n(n — Dp +np — n*p? = np(1 — p).

Die hypergeometrische Verteilung
Es seien m,n,k € N mit & < m + n. Eine Zufallsvariable X heif3t hypergeometrisch
verteilt mit Parametern m,n und k, falls X (Q2) = {0,1,...,k} und

(1) ()
("%")
k
fir 7 =0,1,...,k gilt. Hierbei setzen wir (Z) =0 falls b < 0 oder b > a ist.
Wir schreiben X ~ hg,, ,, .. Die hypergeometrische Verteilung beschreibt folgendes Ex-
periment:
In einer Urne befinden sich m schwarze und n weile Kugeln. Es werden k& Kugeln ohne

Zuriicklegen und ohne Beachten der Reihenfolge gezogen. Dann hat die Anzahl der schwarzen
Kugeln unter den gezogenen gerade Verteilung hg,,, ,, ;. Damit eine Wahrscheinlichkeitsver-

P(X = j)=

teilung vorliegt muss natiirlich

1=

rox -3 L)

k
j=0 j= k
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sein. Aquivalent hierzu ist

=206

Ruft man sich die Interpretation der hypergeometrischen Verteilung ins Gedéchtnis, so ist
die Gleichheit klar:

Es gibt genau (m) (k j) Moglichkeiten, aus m schwarzen Kugeln j und aus n weiflen
Kugeln k —j auszuwahlen Summiert man iiber j, so hat man alle Moglichkeiten abgezéhlt,
aus der Gesamtheit der m 4+ n Kugeln k auszuwihlen, also gerade (m,jn)

Wir berechnen nun den Erwartungswert einer hypergeometriseh Verteilten Zufallsvaria-

ble. Wir verwenden wieder die Identitét ( ) b( ) Wir erhalten

n

) (=1 -0)
EX = Z m+n Z m+n (mﬁ—nl—)l)(] 2

k k—1
k—1 n )
k 1-1) m
m 1+n -
m nl:O kl) m+4+n

wobei wir die Gleicheit im letzten Schritt benutzt haben. Diese Formel fiir den Erwar-
tungswert lésst sich wie folgt interpretieren:

Zieht man eine Kugel, so ist die Wahrscheinlichkeit eine schwarze zu ziehen gerade
Zieht man also k Kugeln, so sind im Schnitt gerade k%" schwarze darunter.

Dies zeigt, dass sich eine hypergeometrische Verteilung annéhrend wie eine Binomialver-
teilung verhalt. Allerdings zieht man bei der Binomialverteilung quasi “aus einem unendli-
chen Vorrat” (oder auch mit Zuriicklegen) zieht, nachdem man eine schwarze Kugel gezogen
hat, ist die Wahrscheinlichkeit wieder eine schwarze Kugel zu ziehen unveréindert. Bei der
hypergeometrischen Verteilung ist dies anders. Dieser Unterschied zeigt sich bereits bei der
Varianz. Ist X ~ hg,, ,, ;, so sieht man &hnlich wie oben, dass

m+n

m(m — 1)
(m+n)(m+n-1)

E(X(X — 1)) = k(k — 1)

Somit

VarX = EX? — (EX)* = B(X(X — 1)) + EX — (EX)?
B m(m — 1) m m?
_k(k_l)(m+n)(m+n—1) +km—|—n_k2(m+n)2
m_ (k=1(m—-1)(m+n)+(m+n)(m+n—1)—km(m+n—1)
m+n (m+n)(m+n-—1)
m_ (mt+n—Fkn
m+n (m+n)(im+n-—1)
m m \m+mn-—k
:km—i—n(l_m—i—n)m—i—n—l'

=k

Vergleicht man dies mit der Varianz einer binomialverteilten Zuvallsvariablen mit Parameter

k und Erfolgswahrscheinlichkeit p = -2 so liegt der Unterschied gerade im letzten Faktor

Ziz If Dieser Faktor kann als Korrekturterm fiir das Ziehen aus einem endlichen Vorrat

angesehen werden.
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Die geometrische Verteilung

Eine Zufallsvariable X heit geometrisch verteilt mit Parameter p € (0, 1) falls X () = N
ist und P(X = k) = p(1 — p)*~1 ist. Wir schreibem X ~ geom,,.

Eine geometrische Verteilung beschreibt beim Wiederholen eines Zufallsexperimentes mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p die Anzahl der Versuche bis zum ersten Erfolg, siehe Beispiel
L4.3l

Zum Berechnen von Erwartungswert und Varianz einer geometrisch verteilten Zufallsva-
riable wiederholen wir, dass fiir « € (0,1)

00
:Zxk

k=0

ist. Durch Differenzieren erhalt man

l—x kakl und 1_$ Zk -1z

Ist also X ~ geom,,, so ist

EX = ;kp(l - “Paa—p)e2 p

und

k=2
=p(l—p)) k(k—1)(1—p)*?
k=2
2p(1—p) _2(1-p)
(1-(@1-p))? p?
somit ergibt sich
1 1 2-2p+p—-1 1-—p
VarX =EXX-1)+-— = = =
(X( ) PR pe e

Beispiel 1.6.1. Im Schnitt ben6tigt man also 6 Versuche bis man eine Sechs auf einem fairen
Wiirfel wiirfelt. Die Erfolgswahrscheinlichkeit in diesem Experiment betrigt ndmlich p = 1/6
und daher ist der Erwartungswert einer geom1-verteilten Zufallsvariable (1/6)~! = 6.

6

Die Poisson Verteilung
Eine Zufallsvariable X heifit Poisson verteilt mit Parameter A > 0, falls X () = INg ist
und P(X = k) = *AA . Beachte, dass

ie )‘)\k— A =1.

k=0

Wir schreiben X ~ Poisy.
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Die Poisson Verteilung tritt bei der Approximation der Binomialverteilung auf. Wir be-
trachten die by, ,, Verteilung, wobei wir annehmen, dass A, := np,, — A fiir n — oo konver-
giert. Dann ist fiir festes k

b (01) = ()1 =
= %n(n_1)""'(”—/ﬂ—l)(ﬁ)k(l_ﬁ)"—k

n n
:lﬁ."—l..__.L’HAT@@_&)”.(I_&)"“
k'n n n n n

1
—>y-1-1-...-1-)\]“6_/\(1—())_]“,

wobei wir verwendet haben, dass (1 + z,,/n)" — e* konvergiert, falls x,, — x. Somit haben
wir gezeigt:

Proposition 1.6.2. Ist p, eine Folge in (0,1) mit np, — A > 0, so gilt

ny\ i n—k —,\)\k
(F)k=part s e

fiir jedes k =0,1,2,....

Bemerkung 1.6.3. In den Anwendungen hat man in der Regel keine Folge p,, von Erfolgs-
wahrscheinlichkeiten in Binomialexperimenten gegeben. Man interpretiert Proposition [1.6.2]
daher wie folgt:

Fiir kleine Werte von p und groffe Werte von n kann die Binomialverteilung mit Parame-
tern n und p mit der Poisson verteilung mit Parameter A = np approximiert werden. Daher
nennt man die Poisson Verteilung auch die Verteilung der seltenen Ereignissen.

Wir verdeutlichen dies an einem Beispiel.

Beispiel 1.6.4. Radioaktiven Zerfall kann man wie folgt modellieren:

Jeder einzelne Atomkern hat (innerhalb einer gewissen Zeit, etwa 10 Sekunden) eine
gewisse Wahrscheinlichkeit p zu zerfallen oder auch nicht. Man kann jedoch nicht einzelne
Atomkerne betrachten. Stattdessen betrachtet man eine bestimmte Menge eines Radioakti-
ven Materials und zdhlt die Zerfélle in einer Sekunde. Diese Anzahl ist dann binomialverteilt
mit Parametern n (=Anzahl der Atomkerne) und p. Typischerweise ist n sehr grof}, (die Ein-
heit mol der Stoffmenge ist die Anzahl der Atome in 12 Gramm eines bestimmten Kohlen-
stoffisotops. 1 mol sind ungefiihr 6-10%% = viel) die Anzahl der Zerfille die man in Versuchen
beobachtet ist aber vergleichsweise klein (Grofienordnung 5 Zerfélle je 10 Sekunden).

Demnach ist es plausibel, eine Poissonverteilung zu unterstellen. Nun mufl jedoch der
Parameter \ “geschéitzt” werden. Damit werden wir uns im néchsten Kapitel beschéiftigen.

Wir diskutieren ein weiteres Beispiel.

Beispiel 1.6.5. Befinden sich n Personen in einem Raum so ist die Zufallsvariable X, die
die Anzahl der Personen, die heute Geburtstag haben, Binomialverteilt mit Parametern n
und p = 1/365. Wir betrachten die Situation wo n = 97. Damit ist X ~ b97,%' Wir kénnen
diese Verteilung mit der Poisson Verteilung zum Parameter A = 97/365 approximieren. Die
folgende Tabelle gibt einige vergleichende Werte von Binomial und Poisson Verteilung an.
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k 0 5 50
by. 1 ({k}) || 0,7663 7,7289-10°° 8, 255810 101

? 365

Pois o ({k}) | 0, 7666 8,4683-10°% 4,2214.10~™

Wir berechnen nun Erwartungswert und Varianz einer Poission Verteilten Zufallsvaria-
blen. Ist X ~ Poisy, so ist

N e Ak N > )\k—l
EX =e¢" k— = le™ —— =
¢ kzzo KC kz::l(k—n!

Fast die Gleiche Rechnung liefert EX (X — 1) = A2, sodass VarX = A2 + X\ — A2 = \.

1.7 Zufallsvektoren

Héufig sind auf einem (diskreten) Wahrscheinlichkeitsraum mehrere Zufallsvariablen defi-
niert, die von Interesse sind. In diesem Fall méchte man diese gemeinsam betrachten und
insbesondere auch untersuchen, ob man von der Kenntnis einer Zufallsvariablen Riickschliisse
auf die anderen Zufallsvariablen ziehen kann.

Definition 1.7.1. Es sei (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und Xy, ..., X, Zu-
fallsvariablen. Die Funktion X : Q@ — R", w — (X3 (w), ..., X, (w)) heiBt Zufallsvektor. Der
Wertebereich X () ist enthalten im kartesischen Produkt X7 () x...x X, (2). Die Verteilung
von X ist das Wahrscheinlichkeitsmafl Px auf X;(Q) x ... x X,,(2), gegeben durch

IP)(({(ZL'l,. . ,.’L‘n)}) = IP(Xl =T1,.. .,Xn = xn) .

Beachte, dass fiir gewisse Wahlen von x1,...,z, auch Px({(z1,...,2,)}) = 0 sein kann.
Mann nennt

fx(fljl,... ,l’n) = IP(Xl = .f(,'l,...,Xn = Iljn)
auch die Zdhldichte des Vektors X.

Beispiel 1.7.2. Eine Urne enthélt 10 rote, 10 blaue und 5 weifle Kugeln. Aus dieser Urne
werden mit einem Griff zwei Kugeln gezogen. Die Zufallsvariable R gebe die Anzahl der
gezogenen roten Kugeln an, die Zufallsvariable W die Anzahl der gezogenen weiflen Kugeln.

Beachte, dass R und W Werte in {0,1,2} annehmen. Um die Verteilung des Vektors
(R,W) zu bestimmen miissen wir also fir ¢,7 = 0,1,2 die Wahrscheinlichkeiten P(R =
i,W = j) bestimmen. Hierzu verwenden wir das hypergeometrische Modell. Beipielsweise
gilt

p(R=2w—0) = 2))) _3

G
Auf dhnliche Weise Erhélt man die anderen Werte in folgender Tabelle.
R
1 2
W 0 Wl
3 1 3 19
0 36 3 30| 30
Lol 5 0 3
1 1
3 0 0 3
R 21 1 3
— 0 2 w0/ !
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In dieser Tabelle geben die Spalten 0, 1,2 den Wert fiir R and, die Zeilen 0, 1,2 den Wert fiir
W. Die letzte Spalte enthélt die Zahldichte von W an. Beispielsweise ist P(W = 0) = 19/30.
Beachte, dass die Werte in dieser Spalte genau die Summe der Wahrscheinlichkeiten in der
Zeile davor sind. Dies folgt aus der Disjunktheit der Zerlegung

(R=j}={R=j,W=0}U{R=4W=1}U{R=j,W =2}

und der Additivitéit des Mafles. In der letzten Zeile findet sich die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung von R. Man nennt die Verteilungen von W und von R auch die Randverteilungen des

Vektors (W, R).

Beispiel 1.7.3. Es sei ¢ € [0, 5]. Die Verteilung des Vektors (X,Y) sei gegeben durch

Y
X 0 1 X
0 C %—c %
1 %—c c %
Y, 1 1
— 5 5 1

In diesem Beispiel héngen die Randverteilungen nicht von ¢ ab: X und Y nehmen die Werte
0 und 1 jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/2 an. Insbesondere bestimmen also die Randver-
teilungen eines Vektors die Verteilung des Vektors nicht eindeutig.

Hat man einen Zufallsvektor X = (Xi,...,X,,) und eine Funktion f: R™ — R gegeben,
so ist f(X) eine Zufallsvariable. Einige interessante Kenngréfien von Zufallsvektoren sind als
Erwartungwert solcher Zufallsvariablen definiert.

Seien X,Y Zufallsvariablen mit endlichen zweiten Momenten (EX? EY? < oo). Weil
|XY| < 1X? 4+ 1Y? ist, hat XY endlichen Erwartungswert. Somit ist folgende Definition
sinnvoll:

Definition 1.7.4. Sei (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, X, Y Zufallsvariablen
mit endlichen zweiten Momenten. Weiter sei p = IEX und v = IEY. Dann heifit

Cov(X,Y) :=EX — pu)(Y —v)
die Kovarianz von X und Y. Sind zusétzlich VarX > 0 und VarY > 0, so heifit

Cov(X,Y)

pIXY):= Var(X )Var(Y)

der Korrelationskoeffizient von X und Y. Die Zufallsvariablen X und Y heiflen unkorreliert,
falls Cov(X,Y) = 0.

Beispiel 1.7.5. Wie Berachten wiederum Beispiel Esist EX = EY = % und VarX =
VarY = %. Weiter ist
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Somit sind X und Y unkorreliert genau dann, wenn ¢ = 1/4 ist. Anhand dieses Beispiels kann
man eine Interpretation der Korrelation geben. Ist die Korrelation positiv (¢ > 1/4) so ist
es wahrscheinlicher, dass X und Y in die gleiche Richtung von ihrem jeweiligen Erwartungs-
wert abweichen. In diesem Falle sind die Ergebnisse (X,Y) = (1,1) (positive Abweichung
vom Erwartungswert (3, 3) und (X,Y) = (0,0) (negative Abweichung vom Erwartungswert)
wahrscheinlicher als die Ausgénge (1,0) und (0,1) (unterschiedliche Abweichungen vom Er-
wartungswert).
Ist die Korrelation negativ (also ¢ < 1/4) so ist es genau andersherum.

Beispiel 1.7.6. Wir betrachten nochmals Beispiel Es ist

19 1 1 2 21 3 4

o= (BB (3 () -2
= (2 (3 (3 - %
Fiir die Kovarianz von R und W finden wir
wis= (030 D3040 -1 04
#(1-3)(0-2); (1_52<1_526+<1_52>(2_54)0
(2‘)<2 ) +(2-5)(1-5)o+ (2-35)(2-5)0
25

Weiterhin ist

und

8 123 12 1 31321

95 20 25
23

150

1
379520 256 256 25 30

Auch hier trifft die Intuition aus dem vorherigen Beispiel zu: Wurden von einer Sorte Kugeln
tiberdurchschnittlich viele gezogen, so sind von der anderen Sorte eher unterdurchschnittlich
viele gezogen worden. Mit anderen Worten, tendenziell weichen die Zufallsvariablen mit
unterschiedlichen Vorzeichen von ihren jeweiligen Erwartungswerten ab.

Die Korrelation ist gegeben durch

23 [75- 150
X,Y)= - ~ —0,4082.
PY) =755\ 2360 = 408

Wir stellen nun einige Eigenschaften von Varianz und Kovarianz zusammen

Proposition 1.7.7. Es sei (0, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und X,Y Zufalls-
variablen mit endlichen zweiten Momenten.

(1) Es gilt die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung:
IB(XY)| < (B(X2)E(Y?)?

(2) Sind VarX,VarY >0, so ist p(X,Y) € [-1,1].
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(3) Es ist
Var(X +Y) = VarX + VarY + 2Cov(X,Y)
(4) Sind X undY unkorreliert, so ist Var(X +Y) = VarX + VarY.

Beweis. (1) Sei Z; :== X —tY. Dann ist Z? = X? — 2tXY + t?Y2, insbesondere hat Z;
endliche zweite Momente. Es ist

0<EZ2=EX? - 2EXY + t*EY2.

Ist EY? = 0, so folgt EXY < %IEX2 fir alle ¢ > 0 und somit EXY < 0. Weiterhin ist
EXY > 2%JEX 2 fiir alle t < 0 und somit EXY > 0. Insgesamt ist EXY = 0 und daher gilt
die Ungleichung.

Sein nun EY? > 0 vorausgesetzt. Wir wihlen ¢ = % und erhalten
2 2
EXY EXY EXY
0<EX? -2 ]E)(Yju%EY?:]EX?—u
EY? []EYQ] EY?

was dquivalent zur behaupteten Ungleichung ist.
(2) Folgt sofort aus (1), angewandt auf X = X —EX und Y :=Y — EY.
(3) Sei p=EX und v = EY. Dann ist E(X +Y) = g+ v und weiter

(X 4+Y = (n+ 1)) = (X — > +2(X — u)(Y —v) + (¥ —v)2.

Nimmt man Erwartungswerte, so folgt die Behauptung.
(4) Folgt sofort aus (3). O

Wir haben gesehen, dass die Korrelation ein Maf fiir die Wechselwirkung zweier Zufalls-
variablen ist, wobei Korrelation 0 (also Unkorreliertheit) die geringste mogliche Wechselwir-
kung repréasentiert. Noch stérker ist der Begriff der Unabhdngigkeit.

Definition 1.7.8. Es sei (2,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Zufallsvariablen
X11,..., X, heiflen unabhdingig, falls fiir alle Teilmengen Ay, ..., A, C R stets

P(X;€A;,...,. X, €A,)=P(X1€4))-...-P(X, € 4,)

gilt. Eine Folge X1, X9, X3, ... heiflt unabhéngig, falls X1, ..., X, fiir alle n € IN unabhéngig
sind.

Bemerkung 1.7.9. (a) Die Zufallsvariablen X3, ..., X,, sind genau dann unabéngig, wenn
fiir alle Wahlen von Aj,..., A, C R die Ereignisse {X; € Ai},...,{X,, € A,} un-
abhéngig sind. Wir miissen hier keine Teilfamilien (wie in Definition betrachten,
weil wir gewisse A; = R wihlen konnen, sodass {X; € A;} = Q ist.

(b) Es sei {z; : j € J} die Menge aller Werte die von allen Zufallsvariablen Xi,...X,
angenommen werden konnen. Es ist leicht zu sehen, dass Xi,...,X,, unabhéngig sind
genau dann, wenn

P(Xi=zj,....Xpn=21;,)=PX1=2;5) ... - P(X,, = zj,)

fiir alle Wahlen von z;,,...,x;,. Mit anderen Worten, es geniigt einelementige Mengen
zu betrachten. Anschaulich kann man dies an einem Tableau wie in Beispiel be-
schreiben. Zwei Zufallsvariablen sind unabhéngig genau dann, wenn sich die Z#hldichte
des Vektors als Produkt der Z#hldichten der Randverteilungen ergibt.
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Beispiel 1.7.10. Die Zufallsvariablen R und W in Beispiel sind nicht unabhéngig.
Beispielsweise ist

1 3
— —=P(W=2)P(R=2).
30 20 (W JP(R )

Beispiel 1.7.11. Die Zufallsvariablen X und Y in Beispiel sind genau dann un-
abhéngig, wenn ¢ = 1/4 ist. In der Tat, sind X und Y unabhéngig, so muss

P(W=2R=2)=0+#

|
P(X=0Y=0)=c=

Lemma 1.7.12. Sei (Q,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, X,Y unabhdngige Zu-
fallsvariablen mit endlichem zweiten Moment. Dann sind X und Y unkorreliert.

Beweis. Sei p = EX, v =EY. Weil (X —p)(Y —v) = XY — uY —vX + pv ist, liefert die
Linearitit des Erwartungswertes Cov(X,Y) = E(XY) — uv. Es geniigt also zu zeigen, dass
E(XY)=EXEY ist. Dies folgt aber sofort aus

E(XY) = > wyP(X =2,V =)
TEX(Q),yEY ()

= Z Z zyP(X = 2)P(Y =y)

zeX(Q) yeY ()

:( 3 xIP(sz))( 3 yIP(Y:y))

zeX(Q) y€Y(Q)
=EXEY .

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Umkehrung von Lemma [1.7.12] nicht gilt.

Beispiel 1.7.13. Essei Q = {1,2,3,4} mit P({1}) = P({2}) = 2/5 und P({3}) = P({4}) =
1/10. Die Zufallsvariablen X und Y seien wie folgt definiert:

w |1 2 3 4
X(w) 1 -1 2 =2
Yw) | -1 1 2 =2
Dann ist EX = EY = 0 und
2 2 1 1
XY)=EXY-0-0=-1---1--4+4-—+4.- — =
Cov(X,Y) 0-0 5 5+ 10+ 10 0
Allerdings ist
2 2 2

und somit sind X und Y nicht unabhingig.
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Eine wichtige Anwendung der Unabhéngigkeit ist es, dass sie es manchmal erlaubt, die
Verteilung von Summen unabhéngiger Zufallsvariablen zu bestimmen. Wir illustrieren dies
an einigen Beispielen.

Proposition 1.7.14. Es sei (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, X,Y unabhdingige
Zufallsvariablen mit Werten in N U {0}. Dann ist

IP(X+Y:n):ZH:IP(X:k)IP(Y:n—k).

Beweis. Es ist
{X+Y=n}={X=0,Y=n}U{X=1Y=mn-1}U...u{X =n,Y =0}.

Wegen der Additivitédt von P folgt
PX+Y=n)=) PX=kY=n—k)=> P(X=KPY =n—k)

wobei wir im letzten Schritt die Unabhéngigkeit verwendet haben. O

Wir diskutieren einige Beispiele:

Beispiel 1.7.15. Es seien X,Y unabhéngige Zufallsvariablen mit X ~ Poisy, und X ~
Poisy,. Dann ist X +Y ~ Poisy, 1 ,. In der Tat, folgt aus Proposition [[.7.14 dass

IP(X+Y:n):iIP(X:n) Ze_)‘l M e nxik)!

o tr2) L WY yhyn—k _ g=(trg) AL+ 2?)
n! k)7t T n!
k=0
Beispiel 1.7.16. Es seien X,Y unabhingige Zufallsvariablen mit X ~ b, , und Y ~ by, .
Dann ist X +Y ~ by, 1n,p. In der Tat folgt aus Proposition [1.7.14] dass (wir definieren
() =0 fiir b > a)

P(X+Y =2z2)= Z N
k=0
kz ( ) - k(;?,f)pz’“(l )
= p*(1 — p)n1+n2—z§ (1;1> (zn_Zk>

= <n1 in2>pz(1 —p)~.

Hier haben wir verwendet, dass >7_ (7}) (%) = ("7"2) ist. Dies ist gerade Formel (I.2)

z—k z
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1.8 Das Gesetz der grof3en Zahlen

Wir hatten Wahrscheinlichkeiten so definiert, dass sie gewisse Eigenschaften von relativen
Haufigkeiten wiederspiegeln. Betrachten wir ein Zufallsexperiment, so kénnen wir fiir ein
Ereignis A nach Durchfithrung des Experiments sagen, ob A eingetreten ist, oder nicht. Dies
konnen wir auch durch eine Zufallsvariable ausdriicken. Wir setzen X = 14, d.h. X =1 falls
A eingetreten ist, sonst ist X = 0.

Wenn wir dieses Experiment wiederholen, so bekommen wir eine Folge von Zufallsva-
riablen: X, Xo, X3,.... Dabei ist X;,, = 1, wenn A im n-ten Versuch eingetreten ist, sonst
ist X = 0. Wenn wir das Experiment unabhéingig wiederholen, sind die Zufallsvariablen X
unabhéngig. Definieren wir S, := X1 +...+ X,,, so ist 5,, die Anzahl der Versuche, in denen
A eingetreten ist. Die relative Héufigkeit der Versuche in denen A eingetreten ist, ist %Sn.

Die oben beschriebene Situation hatten wir bereits diskutiert (Beispielsweise hatten wir
gesehen, dass Sy, binomialverteilt mit Parametern n und P(A) ist). In diesem Abschnitt zei-
gen wir, dass die relative Haufigkeit in der Tat gegen die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses
konvergiert. Wir zeigen sogar einen allgemeineren Satz, das Gesetz der grofien Zahlen.

Um auf den Beweis vorzubereiten, berechnen wir zunést Erwartungswert und Varianz
einer binomialverteilten Zufallsvariable auf andere Art und weise.

Beispiel 1.8.1. Es seien Xj,...,X,, unabingige Zufallsvariablen mit P(X; = 1) = p und
P(X; =0)=1-pfiir j =1,...,n. Dann ist die Summe S,, = X; +...+ X,, binomialverteilt
mit Parametern n und p. Es gilt

ES,=EX;+...+EX,, =nEX; =np

denn der Erwartungswert ist linear (daher das erste Gleichheitszeichen) und der Erwartungs-
wert von X; héngt nicht von j ab (da alle Zufallsvariablen X; die gleiche Verteilung haben).
Wegen der Unabhiingigkeit ist auch die Varianz additiv (siehe Proposition m(4) Somit

VarS, = VarX; + ...+ VarX,, = nVarX; = np(1 — p).

Das wesentliche Hilfmittel zum Beweis des Gesetzes der groflen Zahlen ist folgendes Re-
sultat:

Satz 1.8.2. (Tschebyscheff Ungleichung)
Es sei (Q,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Zufallsvariable mit end-
licher Varianz. Dann gilt fiir e >0

VarX

P(IX ~EX|>¢) <

Beweis. Wir schreiben p := IEX und setzen Y = 52]1{‘)(_“‘25}, dh. Y =¢?falls | X —p| >¢
und Y = 0 sonst. Damit ist Y < |X — u|2. Wegen der Monotonie des Erwartungswertes folgt

VarX = E|X — puf* > BY = ®El{jx_p» = P(|X — | > ¢)
was dquivalent zur Behauptung ist. O

Die Tschebyscheff Ungleichung erlaubt es uns abzuschétzen, wie weit eine Zufallsvariable
von ihrem Erwartungswert abweicht.
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Beispiel 1.8.3. Sei X eine Zufallsvariable mit endlichen Momenten zweiter Ordnung. Wir
schreiben p fiir den Erwartungswert von X und o fiir die Standardabweichung von X. Dann
a8t sich die Wahrscheinlichkeit, dass X von g um mehr als k Standardabweichungen abweicht
(daher der Name!) wie folgt abschétzen:

VarX 1

P(|X — pl = ko) S T2g7 T 2
Werfen wir beispielsweise eine Miinze 1000 mal, so ist die Anzahl X der “Ko6pfe” binomial
verteilt mit Parametern n = 1000 und p = % Demnach ist EX = np = 500 und VarX =

np(l — p) = 250, sodass die Standardabweichung o = /250 ~ 15, 8 betréigt. Somit ist

P(X ¢ [450,550]) < P(|X — 500| > 30) <

1—0 1111
_9_7 *

Somit werden mit Wahrscheinlichkeit mindestens 88% zwischen 450 und 550 Képfe geworfen.

Satz 1.8.4. (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen)
Es sei X, eine Folge unabhdngiger Zufallsvariablen mit gleichem Erwartungswert p und
gleicher Varianz o2, die beide als endlich vorausgesetzt werden. Dann ist fiir alle € > 0 stets

lim P(‘izn:Xn—,u‘26>:0 (1.3)
k=1

n—o0

Beweis. Wir schreiben S, := n~!(X1 +...+X,,) Wegen der Linearitit des Erwartungswerts
ES,, = u. Wegen der Unabéngigkeit der Zufallsvariablen folgt aus Proposition m(4), dass

VarS§, —izn:VarX —0—2
n_n2k:1 N n .

Nun folgt aus der Tschebyscheff Ungleichung

2

g

fir n — oo. O

Bemerkung 1.8.5. (a) Bisher haben wir lediglich diskrete Wahrscheinlichkeitsraume dis-
kutiert. Wir haben auch bereits erwéhnt, dass es nicht moglich ist, einen diskreten Wahr-
scheinlichkeitsraum zu konstruieren, der das unendliche Wiederholen eines Experimentes
modelliert. Ahnlich ist es auch nicht moglich, einen diskreten Wahrscheinlichkeitsraum
zu konstruieren, auf dem eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen definiert ist die min-
destens zwei verschiedene Werte annehmen.

Es ist aber moglich einen (nicht diskreten) Wahrscheinlichkeitsraum zu konstruieren, auf
dem eine solche Folge definiert werden kann. Auf einem solchen Raum ist obiger Beweis
korrekt.

(b) Fiir die Konvergenz in ((1.3)) sagt man S,, konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen p. All-
gemeiner sagt man eine Folge Y,, von Zufallsvariablen konvergiert in Wahrscheinlichkeit
gegen Z, falls P(|Y,, — Z| > ¢) — 0 fiir alle € > 0.
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Beispiel 1.8.6. Im Falle, dass X = 14 ein Indikator ist (dann ist EX = P(A) und VarX =
P(A)(1 — P(A)) betrachtet man eine Folge unabéngiger Zufallsvariablen X,, die die gleiche
Verteilung wie X hat. (“das Zufallsexperiment wird unendlich oft wiederholt”). In diesem
Fall ist S,, gerade die relative Haufigkeit von A. Das schwache Gesetz der grofien Zahlen
besagt, dass S,, — P(A) in Wahrscheinlichkeit.

Beispiel 1.8.7. Wie oft muss man eine faire Miinze mindestens werfen, damit mit einer
Wabhrscheinlichkeit von mindestens 95 % die relative Hiufigkeit der Kopfe um hochstens

0,01 von der Wahrscheinlichkeit p = 0,5 abweicht. Zum klédren dieser Frage verwenden wir
die Abschitzung aus Satz Sei hierzu

~ )1, falls Kopf im n-ten Wurf
" 10, falls Zahl im n-ten Wurf.

Dann ist X,, Bernoulli verteilt mit Erfolgswahrscheinlichkeit p = 0, 5. Insbesondere ist IEX,, =
0,5 und Var(X,) = 0,25. Aus der Tschebyscheff Ungleichung folgt

1 & 0,25
IP(‘— X —0,5(>0,01) < =
n; g = = 0,012

Um P(|1/nd 7 Xk — p| <0,01) > 0,95 sicher zu stellen geniigt es, n so gro§ zu wiihlen,
dass der letzte Bruch kleiner als 0,05 ist, also

0,25
> 7~ = 50.000.
"=10,012-0,05
Man muss also mindestens 50.000 mal werfen.
Ohne Beweis geben wir noch an:

Satz 1.8.8. (Starkes Gesetz der grofien Zahlen)
Es sei X,, eine Folge unabhingiger und identisch verteilter (d.h. alle Zufallsvariablen
haben die gleiche Verteilung) Zufallsvariablen. Weiter sei IEX; = . Dann ist

P(nlggoigxk =u) ~ 1.

Mit anderen Worten, die Menge derer w sodass n™ ' (X1 (w)+. ..+ X, (w)) gegen u konvergiert,
hat Wahrscheinlichkeit 1.



Kapitel 2

Schitzen von Parametern

Bisher haben wir eine mathematische Theorie entwickelt, die es uns erlaubt, gewisse zufillige
Phénomene zu modellieren. In Beispiel [1.6.4 hatten wir erkléirt, warum die Poisson Verteilung
ein plausibles Modell fiir den radioaktiven Zerfall ist. Allerdings liefert uns unsere Theorie
keinen Anhaltspunkt, wie der Parameter A in der Poisson Verteilung zu wihlen ist, damit
wir hiermit wirklich radioaktiven Zerfall beschreiben; genauer gesagt wird der Parameter A
wohl vom radioaktiven Element, dessen Zerfall beschrieben werden soll, abhéngen. In der
Praxis wird man daher hdufig den Parameter aus gewissen Beobachtungen “schétzen”. Hier
ist ein weiteres Beispiel

Beispiel 2.0.1. Betrachten wir wieder das Werfen einer ReiBzwecke aus Beispiel [1.2.1|(b).
Wir hatten dort als Grundraum den Raum = {F, S} gewihlt. Wir haben ein mathemati-
sches Modell fiir das Werfen einer Reifizwecke, sobald wir ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf 2
spezifizieren. Wir miissen also p = P({F'}) bestimmen (denn damit ist auch P({S}) =1—p
eindeutig festgelegt).

Um einen guten Wert fiir p zu wihlen kann man wie folgt vorgehen: Man wirft eine
ReiBzwecke “oft” (etwa 1000 mal), zdhlt wie oft sie auf der flachen Seite landet (etwa k mal)
und nimmt dann &k/1000 als N&hrungswert fiir p.

Dies ist ein typisches Beispiel eines Schdtzproblemes: Man mochte einen Nahrungswert fiir
einen Parameter einer Verteilung bestimmen. In diesem Kapitel werden wir solche Probleme
genauer untersuchen. Insbesondere wollen wir allgemeine Prinzipien zur Konstruktion von
Schétzern kennenlernen und die Giite einiger Schéitzer beurteilen.

2.1 Zufallsstichproben

Die Beobachtungen, derer man sich in der Statistik bedient werden mathematisch wie folgt
modelliert.

Definition 2.1.1. Es sei F' eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einer abzéhlbaren Menge
M. Es seien X7, ..., X, unabhingige Zufallsvariablen mit Verteilung F.

Dann nennt man Xy, ..., X, eine Zufallsstichprobe vom Umfang n zur Verteilung F'. Die
Werte z1 = Xj(w),...,x, = X, (w) heiflen Realisierung der Zufallsstichprobe. Die Menge
M™ aller potentiell moglichen Realisierungen einer Stichprobe nennt man Stichprobenraum.

Typischerweise ist die Verteilung F' nicht bekannt und es sollen aus einer Realisierung der
Zufallsstichprobe Riickschliisse auf die Verteilung gezogen werden. Als ersten Schritt kann
man einige Kenngréflen der Stichprobe berechnen.

35
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Definition 2.1.2. Es sei X1,..., X, eine Zufallsstichprobe zur Verteilung F'. Dann heif3t

1 n
=2 X
k=1
das Stichprobenmittel und
1 < .
—7 2 (X=X )?
k=1

% =

3

die Stichprobenvarianz. S := v/ 52 heifit Stichprobenstandardabweichung. Die konkreten, auf
einer Realisierung der Stichprobe basierenden, Werte werden héufig mit kleinen Buchstaben

bezeichnet:
1 n
— Z und —3
k=1

Beispiel 2.1.3. Der Besitzer eines Restaurants zéhlt jeden Tag die Anzahl seiner Géste. Er
erhélt folgende Tabelle:

n

3

k:l

Tag |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Anzahl der Géiste | 44 37 49 52 30 43 43 47 39 50

In diesem Fall sind weder die Verteilung F' (von der wir zumindest unterstellen, dass es sie
gibt) noch die Zufallsstichprobe X7, ..., Xjo konkret bekannt. Die obige Tabelle gibt lediglich
eine Realisierung x1,...,x19 der Stichprobe an. Fiir diese Realisierung haben wir

T=—(44+ 37449 + 52 + 30 4+ 43 + 43 + 47 + 39 + 50) = 43,4

1o

und

1
= §(0,62 46,42 +5,6% + 8,62+ 13,42 4+ 0,42 4 0,4% + 3,62 + 4,42 + 6,6%) = 44,71
was einer Standardabweichung von etwa 6,69 entspricht.

Lemma 2.1.4. FEs sei Xq,...,X, eine Zufallsstichprobe zur Verteilung F'. Wir nehmen an,
dass i = EX| und 0? = VarX; existieren. Dann gilt

(1) EX = p.

(2) VarX = o?/n
(3) ES? = o2
Beweis. (1) Es ist

]EX—lzn:EX _lz =
= - R=) W=

(2) Aufgrund der Unabhéngikeit der X7, ..., X,, gilt

1 & o?
VarX = anZ_lVaer =
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(3) Wir haben

n

ES? = ile(Xk—Xﬁ
" k=1
- - )
= — Y B((Xk— )’ + 2Kk — )~ X) + (- X)?)
k=1
1 9 n n
:n_1<n02—|—n;ZlE(Xk_MxM_Xj)_i_UQ)
= ]:
1 (n02_2§n:E(X - )2+02)
_n_l nk—l * g
:0'2.

Hier haben wir in der dritten Gleichheit die Definition von VarX eingesetzt und verwendet,
dass die Varianz von X = o¢2/n ist. In der vierten Gleichheit haben wir verwendet, dass
(X% — p) und (X; — p) fiir k£ # j unabhéngig, also unkorreliert, sind. O

2.2 Schiatzen von Parametern

Wir disktieren nun sogenannte parametrische Modelle. Hierbei ist die Verteilung F', die wir
ndher untersuchen wollen, zwar unbekannt, es ist aber bekannt (oder wir nehmen es zumin-
dest an), dass F' zu einer bestimmten Familie {Fy : # € ©} von Verteilungen gehort, wobei
die Parametermenge © fiir gewohnlich eine geeignete Teilmenge von R? ist.

Beispiel 2.2.1. (a) Wenn wir annehmen, dass eine gewisse Grofle Poisson verteilt ist (siehe
etwa Beispiel [1.6.4]), so kann man die Familie Fy = Poisy betrachten. Hier verwenden wir
© = (0,00) C R.

(b) Im Falle des Restaurant Besitzers aus Beispiel erscheint es plausibel in erster
N&ahrung anzunehmen, dass die zugrunde liegende Verteilung eine Binomialverteilung
ist:

Es gibt eine gewisse Anzahl n potentieller Géste, die unabhéngig voneinander jeden Tag
entscheiden, ob sie essen gehen oder nicht. Dies geschieht mit Wahrscheinlichkeit pE| Wir
kénnten also die Familie by, , verwenden, wobei 6 = (n,p) € © = IN x [0, 1] ist.

Definition 2.2.2. Es sei eine Zufallsstichprobe X7, ..., X,, zu einer Verteilung F' € {Fy :
6 € O} gegeben, wobei © C RY. Weiter sei g : © — R™ eine Funktion. Sei schliesslich
eine Abbildung T : M™ — R™, also vom Stichprobenraum M" in den Raum R™, der den
Wertebereich von g umfasst, gegeben. Dann heifit T'( X, ..., X,,) Schditzer fiir g(6).

Haufig ist g(0) = 6, es ist also der Parameter selbst zu schétzen. Es gibt aber auch
andere Beispiele, man denke etwa an das Problem, die Varianz einer Binomialverteilung zu
schétzen. Haufig unterscheiden wir nicht zwischen der Funktion 7' : M™ — R™ und dem
Schétzer T'(Xq,...,Xn).

Wir geben einige Beispiele von Schétzern.

! Offensichtlich hat dieses Modell Schwiichen, denn die Géste kommen oft in Gruppen, entscheiden also
nicht unabhéngig voneinander. Auch ist nicht klar ob wir unser Stichprobe wirklich als Folge unabhdngiger
Zufallsvariablen auffassen kénnen. Vielleicht treffen die Géste ihre Entscheidung nicht unabhéingig von der
des Vortages (Wer will schon zweimal hintereinander im gleichen Restaurant essen?)
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Beispiel 2.2.3. Im Beispiel hatten wir das Problem betrachtet, den Parameter p €
[0,1] einer Bernoulliverteilung by, zu schétzen. Dazu sei Xj, ..., X, eine Zufallsstichprobe
zur Verteilung by, (wobei wir in Beispiel den Wert X; = 1 mit dem Elementarereignis
F, und den Wert X; = 0 mit dem Elementarereignis S identifizieren wollen).

Wir hatten in Beispielbereits den Schitzer T1, gegeben durch T (X1,..., X,) = X,

betrachtet. Unsere Definition ldsst aber auch andere Schétzer zu. Zum Beispiel:

To(Xy,..., X,) =

=N =

T5(Xq,...,X5) (X1 +X5)

2

Das Beispiel zeigt, dass wir weitere Kriterien bendtigen, um die Giite eines Schétzers
zu beurteilen. Es scheint klar, dass 77 der “beste” Schétzer fiir p ist. Der Schétzer Ts
beriicksichtigt die Stichprobe iiberhaupt nicht. Der Schétzer T3 beriicksichtigt zwar die Stich-
probe, jedoch nicht alle verfiigharen Informationen.

Um weitere Eigenschaften eines Schéitzers zu definieren fithren wir folgende Notation ein.
Gegeben eine parametrisierte Familie {Fy : § € ©} und eine Zufallsstichprobe Xi,..., X,
schreiben wir Py(A) respektive EyY fiir die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A respektive
den Erwartungswert der Zufallsvariablen Y unter der Annahme, dass die Zugrunde liegende
Verteilung der X, gerade Fy ist.

Definition 2.2.4. Es seien Xy,...,X,,, X;41,... unabhéingige Zufallsvariablen mit X ~
F e {Fy:0 € ©}. Weiter sei T), := T,,(X1,...,X,) eine Folge von Schitzern fiir g(d) € R.

(a) Der Schétzer T, heifit erwartungstreu, falls EgT,, = ¢g(0) fiir alle 6 € ©.

(b) Die Folge T), heifit asymptotisch erwartungstreu, falls fiir alle 8 € © stets EgT,, — g(0)
fiir n — oo.

(c) Die Folge T, heifit schwach konsistent, falls fiir alle 6 € ©
Py(|T,, — g(8)| > ) =0
fiir n — oo, also T,, — ¢(#) in - Wahrscheinlichkeit

Beispiel 2.2.5. Wir betrachten wieder die Schitzer T7,T> und T3 fiir # = p aus Beispiel
Dann sind 7 und T3 erwartungstreu, 75 jedoch nicht. Die Folge der Schitzer Tj ist
schwach konsistent nach dem schwachen Gesetz der groflen Zahlen. Beachten wir, dass T3
nur die Werte 0, % und 1 annimmt, so erhalten wir fiir p = % und € = 1/4

1
P.i(|T5 —p| >1/4) =Py(X;1 =0,X, =0o0der X; =1,X,, =1) = 3 #4 0
2

sodass T3 nicht schwach konsistent ist.

Wir stellen nun zwei allgemeine Verfahren zur Konstruktion von Schétzern vor.

Momentenmethode

Es seien X7, ..., X, eine Zufallsstichprobe zur Verteilung F' € {Fy : § € ©}. Fiir r € N
ist m,(0) := EgX] das r-te Moment der Verteilung Fy. Wir kénnen auch die empirschen
r-ten Momente m, := %22:1 X} betrachten. Es folgt aus dem Gesetz der grofien Zahlen,
dass m, — m,(0) in f-Wahrscheinlichkeit fiir n — oo.
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Ist man nun an einem Parameter ¥ = g(0) interessiert, der sich als Funktion gewisser
Momente ausdriicken lisst, etwa ¢ = f(mq(0),...,m;(0)), so liegt es nahe, als Schitzer fiir
¥ gerade

9= f(my,...,my)

zu verwenden. das r-te Moment der Verteilung Fy.

Beispiel 2.2.6. Interessiert man sich fiir den Erwartungswert einer Verteilung, so liefert die
Momentenmethode den Schiitzer X. Schreibt man VarX = EX2 — (EX)?, so erhiilt man mit
der Momentenmethode als Schétzer fiir die Varianz

n n
P ()
k=1 k=1 k 1
:EZXk(Xk_X)
k=1
I _ n—1
:n;(Xk—X)Zz - 52

Hier haben wir verwendet, dass n='>"1_; X (X — X) = 0 ist. Beachte, dass dieser Schiitzer
nicht erwartungstreu ist, denn aus Lemma“ folgt IE*—= lg, =n-t 1 2 . Allerdings ist dieser
Schitzer asymptotisch erwartungstreu.

Wir geben noch einige Beispiele in denen der Parameter 6 selbst geschéitzt werden soll:

Beispiel 2.2.7. Ist F) = Poisy, so ist A = mq(A). Somit liefert die Momentenmethode
A=X.

Beachte, dass diese Darstellung nicht eindeutig ist, denn es ist auch A = ma(A\) —my(\)?
sodass man mit dieser Darstellung aus der Momentenmethode A= ”T_IS 2 erhilt.

Beispiel 2.2.8. (Taxiproblem)

In einer groflen Stadt gibt es N Taxis die — gut zu erkennen — auflen die Nummern
1,..., N tragen. Es stellt sich die Frage, wie man N schéitzen kann, wenn man die Nummern
T1,...,T, von n vorbeifahrenden Taxis notiert.

Hierzu sei Fiy die Gleichverteilung auf den Zahlen 1,2, ..., N, also Fy({k}) = N~! fiir
k=1,...,N.Ist X ~ Fy so ist

- N 2 T 2

ZN: IN(N+1) N+1
k=1

also N = 2m;(N) — 1. Somit liefert die Momentenmethode als Schtzer fiir den Parameter
N gerade N =2X —1.

Hat man also die Nummern 242, 681, 44 und 512 notiert, so liefert die Momentenmethode
N=2. 369,75 — 1 = 738, 5. Beachte, dass es passieren kann, dass N Kleiner als die grofite
beobachtete Zahl ist (etwa wenn man die Taxis mit den Nummern 21, 4 und 121 beobachtet).

Maximum-Likelihood Methode
Die Grundlegende Idee bei der Konstruktion von Schétzern mit der Maximum-Likelihood
Methode ist folgende Idee:
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Die beste Schétzung fiir einen Parameter 6 ist diejenge,
bei der die beobachtete Stichprobe die hichste Wahrscheinlichkeit hat.

Formal geht man wie folgt vor:

Definition 2.2.9. Es sei X1,...X,, eine Zufallsstichprobe zur Verteilung F' € {Fy : € O}.
Ferner sei f(x,0) = Fp({z}) die zugehorige Zéhldichte. Dann heifit L : R” x © — [0, 1],
gegeben durch

L(x1,...,2pn;0) = f(x1,0) - ... f(xp,0)
die zugehorige Likelihood Funktion. Es sei nun 6 : R™ — © eine Funktion mit

A~

L(zy,...,20;0) < L(z1,...,20,0(z1,...,2,))

fur alle x1,...,x, und alle 8 € ©. Dann heif3t é(Xl, ...y Xpn) Mazimum Likelihood Schitzer
fiir 6.

Bemerkung 2.2.10. (a) Weder existiert ein Maximum Likelihood Schétzer immer, noch ist
er eindeutig bestimmt. In vielen Beispielen gibt es jedoch einen eindeutigen Maximum
Likelihood Schétzer und in der Regel handelt es sich hierbei auch um einen “guten”
Schétzer.

(b) Manchmal ist es einfacher statt der Likelihood funktion L die sogenannte log-Likelihood
Funktion log L zu verwenden. Wegen der Monotonie von Logarithmus und Exponential-
funktion ist es dquivalnt die log-Likelihood funktion zu maximieren.

Beispiel 2.2.11. Wir bestimmen zunichst einen Maximum Likelihood Schétzer fiir die
Erfolgswahrscheinlichkeit in einem Bernoulli Experiment. In diesem Fall ist der Parameter
0 =p € [0,1] und fiir x € {0,1} ist f(z,0) = p®(1 — p)*~*. Es ergibt sich fiir die Likelihood
funktion

n
L(z1,...,an,p) = [[ p™ (1 = p)' 7.
k=1

Hier ist es Vorteilhaft, zur log-Likelihood funktion iiberzugehen. Wir erhalten
log L(21, ..., 2n,p) = ¥ axlog(p) + (1 — a)log(1 — p) = nZlog(p) + n(1 — ) log(1 — p).
k=1

Um das Maximum zu bestimmen berechnen wir die Nullstellen der Ableitung (Beachte, log L
hat ein Maximum, denn die Grenzwerte bei 0 und 1 sind jeweils —c0). Es ist
nz  n(l-1I)

d
O; 710gL(1‘17"'axnap) =

& p=1.
dp P 1-p

Demnach ist der Maximum Likelihood Schétzer p = . In diesem Fall stimmt also der
Maximum Likelihood Schétzer mit dem Schétzer den man aus der Momentenmethode erhélt
iberein.

Beispiel 2.2.12. Wir bestimmen einen Maximum Likelihood Schétzer fiir die Verteilungen
{Poisy : A > 0}. In diesem Falle ist

_ AZZ:lmk
L(xy,...,xn,A) =¢€ ML
o1l !
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und daher log L = nzlog A — nA — log(z1! - ... z,!). Durch Differenzieren und Nullsetzten
erhalt man dass als Kandidaten fiir das Maximum X\ = Z. Beachten wir noch dass

lim log L(x1,...,2p,A) = —o0 = lim log L(x1,...,Zpn, \)

A—0 A—00
so ergibt sich, dass es sich hierbei in der Tat um die Maximumstelle handeln muss und der
maximum likelihood Schétzer fiir A ist gegeben durch A = z.

2.3 Konfidenzintervalle

Interessieren wir uns fiir einen Parameter einer Verteilung, so liefert ein Schétzer eine einzige
Zahl, die den uns unbekannten Parameter approximieren soll. Allerdings ist dieser eine Wert
fiir sich alleine genommen nicht aussagekriftig.

Beispiel 2.3.1. (Qualitétskontrolle)

Ein Zulieferer produziert gewisse elektronische Bauteile, die in der Automobilherstellung
verwendet werden. Manche dieser Bauteile sind fehlerhaft und um die Anzahl der fehlerhaften
Bauteile in einer Charge von 10.000 zu schétzen geht der Zulieferer wie folgt vor.

Er wahlt zufillig 200 der 10.000 Bauteile aus und testet deren Funktionstitigkeit. Er
stellt fest, dass von den 200 getesteten Bauteilen lediglich 3 defekt sind. Er vermutet daher,
dass sich unter den 10.000 Bauteilen etwa 150 defekte Bauteile befinden.

In obigem Beispiel war die Erfolgswahrscheinlichkeit p in einem Bernoulli Experiment zu
schiitzen und wir haben hierzu den Schitzer X verwendet. Allerdings kénnen wir nicht mit
Sicherheit sagen, wieviele defekte Bauteile sich in der Charge befinden. Vom rein logischen
Standpunkt aus kann dies immer noch jede Zahl zwischen 3 und 9803 sein.

Allerdings legt das Gesetz der Grofien Zahlen nahe, dass wenn n hinreichend grof ist,
mit groBer Wahrscheinlichkeit die Differenz |X — p| klein ist. Dies legt es nahe statt einer
einzigen Zahl X ein Intervall I = I(Xy,...,X,) anzugeben, in dem der wahre Parameter
mit hoher Wahrscheinlichkeit liegt.

Definition 2.3.2. Es sei X1, ..., X, eine Zufallsstichprobe zur Verteilung F' € {Fy,0 € O}.
Weiter sei g : © — R und a € (0,1). Ein Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau o oder
a-Konfidenzintervall fiir g(0) ist ein zufélliges Intervall I = [a(X1, ..., X,),0(X1,..., Xn)],
wobei a,b: M"™ — R mit a < b, falls

Pyo(g(0) € I) > «
fiir alle 6 € © gilt.

Bemerkung 2.3.3. Beachte: Das Konfidenzintervall ist zufillig, nicht der Parameter 6. «-
Konfidenzintervall zu sein bedeutet, dass wenn die “wahre Verteilung” Parameter 6 hat, so
liegt g(#) mit Wahrscheinlichkeit grofer o im Interval.

Man kann Konfidenzintervalle beispielsweise mit der Tschebyscheffschen Ungleichung be-
stimmen. Wenn wir etwa eine Zufallsstichprobe zur Verteilung F' betrachten, die Erwartungs-
wert g und Varianz o2 hat, und verwenden wir X als Schitzer fiir p, so ist nach Lemma

214

_ _ 0'2
EX =p und VarX = —.
n
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Nach der Tschebyscheffschen Ungleichung gilt
2

S (o
P(X —pul>d) < —
(1% -l 20) < 2,

Ist also 02 bekannt (oder zumindest beschénkt) und wihlen wir § = n(fiia), so ist

[X -6, X + 0]
ein Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau o.

Beispiel 2.3.4. In Beispiel bestimmen wir ein 95%-Konfidenzintervall fiir die Bernoul-
liwahrscheinlichkeit p. Beachte, dass hier 02 = p(1 — p) < 1/4. Weiter ist der Stichproben-
umfang n = 200. Somit kénnen wir

/ 1
0=4/———~0,1581
4-200-0,05 0,158

wihlen. Beachte, dass dies im Vergleich zum geschitzen Wert (z = 0,015) relativ grof ist.
Wir erhalten also das (relativ lange) Konfidenzinterval [0,0.173]. Will man das Konfidenz-
interval verkleinern, so muss man den Stichprobenumfang erhthen. Um Beispielsweise ein
Konfidenzinterval das kiirzer als 0,05 ist wihlt man n so, dass 2§ = 0, 05, also

1 1

0,05=2——~ o p=— -
’ In-0,05 "= 0,052-0,05

= 8000.

Der Grund, warum mit der Tschebyscheff Ungleichung relativ lange Konfidenzintervalle
entstehen, liegt in der Allgemeinheit der Ungleichung. Wenn man spezielle Eigenschaften
der Verteilung des Schétzers beriicksichtigt, so erhilt man kiirzere Konfidenzintervalle. Wir
kommen spéter darauf zuriick.



Kapitel 3

Allgemeine
Wahrscheinlichkeitsraume

3.1 Einleitung

Wir hatten schon bemerkt, dass der Begriff des diskreten Wahrscheinlichkeitsraums nicht aus-
reicht, um das unendliche Wiederholen eines Zufallsexperiments zu modellieren. Der Grund
dafiir ist, dass die Menge aller moglichen Ausgénge nicht mehr abzihlbar ist. Auch qualitativ
gibt es hier einen Unterschied zu diskreten Wahrscheinlicheitsrdumen, ndmlich haben Ele-
mentarereignisse nicht mehr notwendigerweise positive Wahrscheinlichkeit. Wir diskutieren
dies an einem Beispiel.

Beispiel 3.1.1. Werfen wir unendlich oft eine faire Miinze, so bietet sich als Grundraum
der Raum

Q= {w= (w1,w2,ws,...) wy, €{K,Z} Vn € N} = {K, Z}"

aller Folgen in {K, Z} an. Das Elementarereignis w = (w1, w2,...) bedeutet hierbei gerade,
dass im ersten Wurf wy, im zweiten Wurf wy usw. geworfen wurde. Beachte, dass €2 nicht
abzahlbar ist.
Es sei
A1 = {w:w1 :K} C @(Q)

Dann bezeichnet A das Ereignis “Im ersten Wurf Kopf” und sollte gerade Wahrscheinlichkeit
% haben. Ist allgemeiner

Ap={w:iwi=wy=...=w, = K}

das Ereignis, dass in den ersten n Wiirfen Kopf gefallen ist, so sollte A,, Wahrscheinlichkeit
27" haben.

Betrachten wir nun das Elementarereignis A := {(K, K, K, ...)}, dass in allen Wiirfen
Kopf fallt, so ist A, C A, fiir alle n € IN. Aufgrund der Monotonie der Wahrscheinlichkeit
sollte P(Ax) < P(A4,) = 27" fiir alle n € IN gelten. Es folgt also P(Ax) = 0.

Indem man allgemeiner beliebige Ereignisse betrachtet, die lediglich endlich viele Stellen
betreffen, kann man auf dhnliche Weise zeigen, dass alle Elementarereignisse Wahrschein-
lichkeit 0 haben miissten.

Wir betrachten ein zweites Beispiel:
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Beispiel 3.1.2. Wir ziehen zufillig eine Zahl aus dem Interval I := (0,1). Hierbei sollen
alle Zahlen gleichwahrscheinlich sein.

Zunichst ist unklar wie man diese Aussage interpretieren soll. Es gibt unendlich viele
Zahlen in I, sodass sie nur dann “gleichwahrscheinlich” sein kénnen, wenn alle Wahrschein-
lichkeit 0 besitzen.

Dieser Wiederspruch 16st sich jedoch auf, wenn man “wirkliche” Ereignisse statt Ele-
mentarereignissen betrachtet. Beispielsweise sollte die Wahrscheinlichkeit eine Zahl kleiner
als 1/2 zu ziehen genau so grof} sein, wie die Wahrscheinlichkeit eine Zahl groer als 1/2 zu
ziehen. Allgemeiner sollte die Wahrscheinlichkeit, eine Zahl in einem Interval J = (a,b) zu
ziehen nur von der Lédnge b — a des Intervals abhéingen, nicht jedoch von dessen Lage. Da die
Gesamtlénge von I gerade 1 ist, sollte die Wahrscheinlichkeit eine Zahl in (a,b) zu ziehen
gerade b — a sein.

Auch aus dieser Forderung ergibt sich, dass Elementarereignisse “Wahrscheinlichkeit 0”
besitzen miissen. Ist ndmlich z¢ € (0, 1), so kann man fiir (gentigend kleine) £ > 0 das Ereignis
Ag, eine Zahl in (z —e/2,x +¢/2) zu ziehen, betrachten. Nach obigem sollte IP(A.) = ¢ sein.
Weil aber {zo} C A. ist, miisste P({zo}) < ¢ fiir alle £ > 0, also P({x¢}) = 0 sein.

Beide Beispiele zeigen, dass es insbesondere bei nicht abzéhlbaren Wahrscheinlichkeits-
rdumen besser ist, Wahrscheinlichkeiten fiir “zusammengesetzte Ereignisse” statt fiir Ele-
mentarereignisse anzugeben. Weiterhin gibt es in beiden Beispiele gewisse Ereignisse, fiir
die wir wissen welche Wahrscheinlichkeit sie haben (oder bei denen wir zumindest eine gute
Vorstellung davon haben, welche Wahrscheinlichkeit sie haben sollten). Im ersten Beispiel
sind dies Ereignisse, die nur endlich viele Wiirfe betreffen, im zweiten Beispiel die Ereignisse,
eine Zahl aus einem bestimmten Interval zu ziehen.

Es bleibt die Frage, ob es in dieser Situation stets ein Wahrscheinlichkeitsmafl (im Sinne
einer o-additiven Abbildung von Z(2) nach [0, 1]) gibt. Leider ist dies nicht immer der Fall.
Es zeigt sich, dass die Potenzmenge &2(2) in der Regel zu grof} ist. Man schinkt sich daher
auf sogenannte o-Algebren ein.

Definition 3.1.3. Es sei 2 eine Menge. Eine o-Algebra auf Q ist eine Teilmenge ¥ C (1),
sodass

(i) D ex.
(ii) Ist A € X, so ist auch A°=Q\ A € 3.
(iii) Ist A, € X fiir n € N, so ist auch |J,c An € 2.

Beispiel 3.1.4. Offensichtlich ist Z2(2) eine o-Algebra. Es ist die grofite o-Algebra auf €.
Es gibt auch eine kleinste o-Algebra auf 2, ndamlich 3 = {0, Q}.

Ist © eine Menge mit mindestens zwei Elementen und ) # A C Q mit A # Q, so ist
{0, A, A¢,Q} eine o-Algebra.

Bemerkung 3.1.5. Weiterhin erfiillt eine o-Algebra 3 auf Q auch folgende Eigenschaften:

(1) Sind Ay,...,Ar € ¥, so auch A; U...U A. Das folgt aus (iii) indem man A4,, = 0 fiir
n > k wébhlt.

(2) Sind Ay,..., A € X, so auch A;N...NAg. Das folgt aus (1), (ii) und deMorgan’s Gesetz,
nach dem (A1 N...NAE)° = ATU...UAS ist.
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(3) Genau so sieht man, dass ¥ mit der Folge (Ay)nen auch deren Durchschnitt (), An
enthdlt.

In der Regel ist es schwer, eine o-Algebra konkret anzugeben. Dann ist folgendes Resultat
wichtig:

Lemma 3.1.6. Ist S C Z2(), so gibt es eine kleinste o-Algebra auf 2, die S enthdhlt. Diese
bezeichnet man mit o(S) und nennt sie die von S erzeugte o-Algebra.

Definition 3.1.7. Die von den offenen Intervallen in R erzeugte o-Algebra heifit Borel
o-Algebra und wird mit Z(R) bezeichnet. Es ist also Z(R) = o((a,b) : a,b € R,a < b).

Es ist nicht moglich Z(R) genauer zu beschreiben, aber jede Menge, die aus offenen
Intervallen durch (wiederholte) Komplementbildung und Vereinigung gebildet werden kann,
liegt in AB. Es ist schwierig, zu zeigen, dass #(R) # Z(R); der Beweis beruht auf dem
sogenannten Auswahlaziom.

Wir diskutieren dies nicht ndher und geben stattdessen Beispiele fiir Mengen in #(R).

Beispiel 3.1.8. Fiir a € R ist (—o0,a) € Z(R) und (a,00) € A(R). Es ist ndmlich
(—00,a) = Upen(a —n,a) und (a,00) = J,en(a,a + n). Somit liegen fiir a € IN auch
die Komplemente [a,00) = (—o00,a)¢ und (—o0,a] = (a,00)¢ in A. Schliesslich sind auch
abgeschlossene Intervalle in Z(R) enthalten, denn [a, b] = (—o0, b] N [a, ).

Wir kommen nun zur zentralen Definition:

Definition 3.1.9. Ein Messraum ist ein Paar (§2,%), bestehend aus einer Menge €2 und
einer o-Algebra ¥ auf Q. Ist (©,X) ein Messraum, so heifit eine Abbildung P : ¥ — [0, 1]
Wahrscheinlichkeitsmaf auf (€2, %), falls

1. P(Q) =1 (Normiertheit)

2. Ist (An)nen eine Folge paarweise disjunkter Mengen in 3, so ist

IP( U An) - i::]P(An).

nelN

Ist (£2,%) ein Messraum und P ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 darauf, so nennt man das Tripel
(©,3,P) einen Wahrscheinlichkeitsraum.

Bemerkung 3.1.10. (a) Beachte, dass ¥ mit der Folge A, auch deren Vereinigung |J A,
enth&hlt. Daher ist P(|J A4,,) in (ii) wohldefiniert.

(b) Jeder diskrete Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Wahrscheinlichkeitsraum mit der Potenz-
menge als o-Algebra.

(c) Die Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsmafien in Proposition m gelten auch in
beliebigen Wahrscheinlichkeitsrdumen. Der Beweis bleibt unveréndert.

Wir zeigen noch eine weitere Eigenschaft von Wahrscheinlichkeitsmafien.
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Lemma 3.1.11. Es sei (2, X,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A,, eine Folge in ¥ mit
A1 C Ay CA3C ... und A=, e (Wir sagen: A, wichst gegen A und schreiben A, 1 A.
Dann ist

P(A) = lim P(A,).

n—oo

Ist Cy, eine Folge in X mit C1 D Cy D ... und C := (), .y Cn (Wir sagen Cy, fillt gegen C
und schreiben Cy, | C), so gilt ebenfalls

P(C) = lim P(C,).
n—oo
Beweis. Es sei By := A; und By := Ay \ Bp_p fir & > 2. Dann sind die Mengen By
paarweise disjunkt und By U...U B,, = A,. Weiterhin ist |J B, = A. Somit ist wegen
der o-Additivitdat von P

nelN

P(A) = iIP(Bk) = Y}i_}nolozn:]P(Bk) = lim P(B1U...B,) = lim P(Ay).

n—00
k=1 k=1

Ist Cy, | C, soist Cf 1 C° und es folgt mit dem ersten Teil

1 - P(C) = P(C%) = lim P(C%) =1— lim P(C,).

n—o0 n—oo

O]

Auch andere Konzepte (wie Beispielsweise die Begriffe “Unabhiingigkeit” und “beding-
te Wahrscheinlichkeit”) iibertragen sich ohne Anderungen auf allgemeine Wahrscheinlich-
keitsrdume.

3.2 Zufallsvariablen und ihre Verteilungen

Gegeben einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, ¥, P) sind wir versucht, wiederum jede Abbil-
dung X von €2 nach R Zufallsvariable zu nennen. Dabei gibt es jedoch folgendes Problem:
Wenn wir die Verteilung Py von X durch Px(A) := P(X € A) definieren, so muss
{X € A} in der o-Algebra 3 liegen. Weiterhin diirfen wir hier nicht beliebige Mengen A
verwenden, denn die Potenzmenge & (R) des Bildbereiches R ist ja in der Regel zu gro um
darauf ein Wahrscheinlichkeitsmafl zu definieren.
Wir definieren daher:

Definition 3.2.1. Sei (€2, 3, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Abbildung X : 2 — R
heifit Zufallsvariable, falls fiir A € B(R) stets {w: X(w) € A} € ¥ liegt. In diesem Fall heifit
das Wahrscheinlichkeitsmafl Px auf (R, Z(R)), gegeben durch

IPx(A) = IP(X S A),
die Verteilung von X.

Wir hatten bereits bemerkt, dass die Borel o-Algebra Z(R) sehr grofl und uniibersichtlich
ist. Daher ist es schwierig, die Verteilung konkret anzugeben. In Anlehnung an die Beispiele
in der Einleitung stellt sich daher die Frage, ob die Verteilung einer Zufallsvariablen bereits
durch die Werte auf gewissen Mengen eindeutig bestimmt ist.

Dies ist in der Tat der Fall. Wir definieren:



3.2. ZUFALLSVARIABLEN UND IHRE VERTEILUNGEN 47

Definition 3.2.2. Sei (2, X, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : © — R eine Zufalls-
variable. Dann heifit Fiy : R — [0, 1], definiert durch

Fx(z) =P(X <x)
Verteilungsfunktion von X.

Beispiel 3.2.3. Ist X ~ by, Bernoulli verteilt, so ist

0, z <0
Fx(z)=q1—-p, 0<z<1
1, xz > 1.

Denn fiir z < 0ist {X <z} =0, also P(X <2)=0.Fir0 <z < 1list {X <z} ={X =0}
und daher P(X < z) = P(X = 0) = 1 — p. Schliesslich ist fiir z > 1 gerade {X < z} = Q
und daher Fx(z) =P(Q2) = 1.

Ahnliche Uberlegungen zeigen folgendes:

Beispiel 3.2.4. Ist X eine Zufallsvariable die lediglich die Werte 21 < zo < ... < z,
annimmt mit P(X = x) = py, so ist

0 T < I
k
Fx(z) = dj=1Pi Tk ST < Tt
1 T > Ty

Nimmt allgemeiner die Zufallsvariable X die abz#hlbar vielen Werte {x : K € IN} an mit
P(X = xy) = pg, so ist

Fx(z)= Y p&

kixp<z

In diesem Fall sagt man X habe diskrete Verteilung oder manchmal X sei diskret.

Wir stellen einige Eigenschaften von Verteilungsfunktionen zusammen:

Zunichst ist F' offensichtlich monoton wachsend (jedoch nicht notwendigerweise strikt).
Ist ndmlich = < y so ist {X < z} C {X < y} und daher, wegen der Monotonie des Wahr-
scheinlichkeitsmaBes, F'x (z) = P(X < z) < P(X <y) = Fx(y). Insbesondere existieren die
Grenzwerte lim,_,_~ Fx(x) und lim,_, Fx ().

Es gilt lim; o Fx(z) = 0 und lim,_,o, Fx(z) = 1. Das folgt aus Lemma und
den Beziehungen {X < —n} | 0 und {X <n} 1 Q.

Ist nun z,, eine fallende Folge die gegen x konvergiert, so ist {X < z,} | {X < z}. Es
folgt aus Lemma [3.1.11] dass Fix (zn) — Fx(z). Also ist F' rechtsseitig stetig.

Wir haben gezeigt:

Lemma 3.2.5. Es sei X eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, %, P).
Dann ist die Verteilungsfunktion Fx monoton wachsend, rechtsseitig stetig und erfillt

lim Fx(z)=0 und lim Fx(x)=1.

T—r—00 T—r00

Zentral ist nun folgender Satz, den wir hier nicht beweisen.
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Satz 3.2.6. Es sei F': R — R eine monoton wachsende, rechtsseitig stetige Funktion mit
lim, oo F(x) = 0 und lim, o F(x) = 1. Dann gibt es genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf
Pr auf (R, Z(R)) mit

Pr((a,b]) = F(b) — F(a) (3.1)

Theorem sagt genau, dass die Verteilung einer Zufallsvariablen eindeutig durch ihre
Verteilungsfunktion bestimmt ist. Eine wichtige Klasse von Verteilungen sind absolutstetige
Verteilungen.

Definition 3.2.7. Es sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx. Wir sagen, X
hat absolutstetige Verteilung (gelegentlich auch X sei absolutstetig), falls es eine nichtnegative

Funktion f auf R mit
/ fit)ydt=1

gibt (hierbei soll das Integral wohldefiniert sein), sodass

Fy(z) = / " pyde

In diesem Fall heifit f Dichte der Verteilung von X.

Bemerkung 3.2.8. Beispiel [3.2.4] zeigt, dass diskrete Zufallsvariablen unstetige Verteilungs-
funktionen (genauer: Verteilungsfunktionen, die Treppenfunktionen sind) haben. Ein Sprung
in der der Verteilungsfunktion an der Stelle x in Hohe p bedeutet, dass die Zufallsvariable
den Wert x mit Wahrscheinlichkeit p annimmt.

Ist die Verteilungsfunktion stetig (insbesondere, bei abolutstetigen Verteilungsfunktio-
nen), so nimmt die Zufallsvariable keinen Wert mit positiver Wahrscheinlichkeit an. In Glei-
chung darf man also fiir absolutstetige Verteilungen auch schreiben

P(X € (a,b]) = P(X € (a,b)) = P(X € [a,b)) = P(X € [a,b]) = F(b) — F(a).

Bemerkung 3.2.9. Ist f cine nichtnegative Funktion auf R mit [*_ f(¢)dt = 1, so kann
man zeigen, dass F(z) = [*_ f(t)dt eine monoton wachsende, rechsseitig stetige Funktion
mit lim, , o F(2) = 0 und lim, o F'(x) = 1 ist. Somit ist F’ eine Verteilungsfunktion und

f die Dichte dieser Verteilungsfunktion. Man nennt daher jede nichtnegative Funktion f mit
Jg f(t)dt =1 bereits Dichte.

In gewisser Weise sind absolutstetige Zufallsvariablen &hnlich zu diskreten Zufallsva-
riablen in Beispiel Ist fx die Zihldichte der diskreten Zufallsvariablen X so ist die
Verteilungsfunktion Fx gegeben durch

FX(x) = ZfX(t)7

t<x

wobei zu beachten ist, dass fx ja nur an hochstens abzahlbar vielen Stellen verschieden von
0 ist. Bei absolutstetigen Zufallsvariablen hat man stattdessen eine Dichte f, die man bis z
“aufintegriert” um die Verteilungsfunktion zu erhalten.

Diese Analogie verwenden wir auch bei der Definition von Erwartungswert, Varianz, etc.
von Absolutstetigen Zufallsvariablen.
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Definition 3.2.10. Es sei X eine absolutstetige Zufallsvariable und f die Dichte der Ver-
teilung von X. Wir sagen, X hat endlichen Erwartungswert, falls

/OO It £(t) dt < oo.

In diesem Fall heif3t -
EX = / LE(t) dt
-0

der Erwartungswert von X. Wir sagen, X habe endliche Varianz, falls
VarX := / (t —EX)2f(t)dt

endlich ist.

Bemerkung 3.2.11. Ahnlich wie im diskreten Fall kann zeigen, dass X endliche Varianz
hat, genau dann, wenn EX? = ffooo t2f(t) dt endlich ist. In diesem Fall ist

VarX = EX? — (EX)?

Beispiel 3.2.12. Setzen wir

Lot>1 1
2 -
f(t)={6 f o1 e

so ist f Dichte einer Verteilungsfunktion. Es ist ndmlich

/_Zf(t)dt:/lm;dt: [_Tl‘jozo—(—n:y

Ist f die Dichte der Verteilungsfunktion von X, so ist

[—1‘2_ 1 1

2
1
]P(1§X§2):/ —dt = - 41==
1 t 2

also nimmt X mit Wahrscheinlichkeit 1/2 einen Wert zwischen 1 und 2 an.
X hat keinen endlichen Erwartungswert, es ist ndmlich

/o; #1£ () dt = /1001 = [toa1|” = .

Wir geben noch eine wichtige Formel fiir die Transformation von Dichten an.

Lemma 3.2.13. Es sei X absolutsetetig mit Dichte f. Weiter seien c¢,7 € R mit r # 0.
Dann ist X + ¢ absolutsetig mit Dichte g, wo g(t) = f(t — c) ist. Weiter ist rX absolutstetig
mit Dichte h, wo h(t) = ﬁf(t/r)

Beweis. Es sei Y = X + ¢. Dann ist Fy(z) = P(Y < z) =P(X <z —¢) = Fx(z — ¢).
Andererseits liefert die Substitution t = s — ¢

Fy(ac):FX(x—c):/_xCf(t)dt:/_x f(s—c)ds.
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Dies zeigt, dass Y absolutstetig mit Dichte g ist. Sei nun Z = rX. Wir nehmen zuné&chst an,
dass r > 0 ist. Dann ist Fy(x) = P(rX < z) = P(X < z/r) = Fx(x/r). Substituiert man
nun ¢t = s/c, so folgt

z/r T s
Fow) = Fxter = [ gwdi= [ pem ®

was zeigt, dass Z absolutstetig mit Dichte h ist. Ist andererseits r < 0, so ist Fy(x) =
P(rX <z)=P(X > x/r). Hier liefert die Substitution ¢ = s/r

Fow) = [ swde= [ s

x/r
was die Behauptung in diesem Falle ist. O

Gelegentlich ist es wichtig (beispielsweise beim Berechnen von Konfidenzintervallen),
Zahlen x zu finden, sodass P(X < x) = Fx(x) = « fiir ein Vorgegebenes a. Man will also die
Funktion F'x umkehren. Zwar ist F'x monoton, aber im Allgemeinen nicht streng monoton,
sodass = nicht eindeutig bestimmt sein muss. Man verwendet daher folgende allgemeine
Inverse

Definition 3.2.14. Es sei F': R — [0, 1] eine Verteilungsfunktion. Fiir p € (0, 1) sei
F~Y(p) := inf{x : F(z) > p}.

Dann heit Quantilfunktion der Verteilungsfunktion oder verallgemeinerte Inverse. F~1(p)
heifit p-Quantil der Verteilung.

Ist die Verteilungsfunktion streng monoton wachsend, so ist sie bijektiv und die Quan-
tilfunktion ist mit der Umkehrfunktion identisch. Die Interpretation des p-Quantils ist wie
folgt: Ist X eine Zufallsvariable mit gegebener Verteilung F und ist z = F~1(p) das p-Quantil
der Verteilung, so nimmt die Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeit p einen Wert kleiner oder
gleich z an.

3.3 Wichtige absolutstetige Verteilungen

Stetige Gleichverteilung
Wir sagen X ist gleichverteilt auf dem Interval (a,b) und schreiben X ~ U(a,b), falls X

die Dichte
1 A a<t<b
t) = ——Lup(t) =< 7
J®) b—a (’b)() {0, sonst

besitzt.

Dies ist in gewisser Weise die Verallgemeinerung von Beispiel Wird zufillig eine
Zahl aus dem Interval (a,b) gezogen, so hat das Ergebnis Verteilung U(a,b). Ein weiteres
Beispiel, bei dem diese Verteilung auftritt ist beim Drehen eines “Gliicksrades”. Der Winkel
in dem das Rad im Vergleich zur Ausgangslage zum stehen kommt ist gleichverteilt in (0, 27).

Wir berechnen noch Erwartungswert und Varianz einer gleichverteilten Zufallsvariable.

Lemma 3.3.1. Ist X ~ U(a,b), so ist

a+b (b—a)?

EX = d VarX =
un ar D
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Beweis. Es ist

b_ b2 — a? _a+b
a 2(b-a) 2 °

1 b 1 rt2
EX = tdt = [7
b—a/a b—al2

Weiter ist fiir u = (a + b)/2 gerade

b1 1
a_3(b—a)8

1 ’ 2 1or(t—p)?

Exponentialverteilung
Eine Zufallsvariable X heifit exponentialverteilt mit Parameter A > 0, wenn X die Dichte

f,\ (t) = )\e_’\t 1 (0,oo) (t)

besitzt. Wir schreiben in diesem Fall X ~ exp,. Beachte, dass

/_Zf/\(t)dt: /OOO)\e_M’dt: [—e_At‘ZO =0-(-1)=1

sodass f) in der Tat eine Dichte ist.

Die Exponentialverteilung ist ist in gewisser Weise die “zeitstetige” Variante der Poisson
Verteilung und tritt bei sogenannten Wartezeitproblemen auf. Wichtige Beispiele sind: Die
Lebensdauer von Gliihbirnen oder die Wartezeit auf den néichsten Anruf in einem Callcenter.

Wir berechnen wiederum Erwartungswert und Varianz.

Lemma 3.3.2. Es sei X ~ exp,. Dann ist

1 1
EX = N und VarX = ’Vh

Beweis. Mit partieller Integration erhalten wir

* o0 o —e Mo 1
EX —/ the M dt = {— te*”) —/ —eMdt=0+ [ ‘ ——
0 0 0 Ao A

Mit zweifacher partieller Integration folgt

EX? = / e M dt = [— th*”’ — / —ote M dt = / the Mdt = =,
0 0 0 A Jo A2

wobei wir obige Rechnung im letzten Schritt verwendet haben. Daher ist

;2 1 1

VarX = EX? — (EX)

A2 A2 \2
m

Die Exponentialverteilung hat eine wichtige Eigenschaft, die man Geddchtnislosigkeit
nennt. Ist ndmlich X ~ exp,, so ist

P(X >a+bX >a)=P(X >b). (3.2)

Bei Wartezeitproblemen interpretiert man diese Gleichheit wie folgt:
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Die Wahrscheinlichkeit noch mindestens die Zeitspanne b warten zu miissen, wenn man
bereits a gewartet hat ist genau so grof3, wie von Anfang an mindestens b warten zu miissen.
Um Gleichung (3.2)) zu zeigen, rufen wir uns die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit

ins Gedéchtnis: P(A|B) = ]P](P’?B))B). Hier haben wir A = {X > a+ b} und B = {X > a}.

Beachte, dass A C B und daher AN B = A. Nun beachten wir, dass fiir z € (0, 00)

o
= e,

x

P(X >2x) = / e M dt = [— e M

T

Somit ergibt sich

P(X >a+bX>a) e ANt
P(X >a) T e

wie behauptet.

Normalverteilung
Es seien 1 € R und o2 > 0. Eine Zufallsvariable X heiBt normalverteilt mit Parametern
p und o2, falls X die Dichte

f(t) = e T
= e 20

V2o
besitzt. Wir schreiben X ~ N, ;2. Ist = 0 und 0% =1, so sagen wir, X ist standardnor-
malverteilt.

Bei der Normalverteilung ist es nicht einfach nachzurechen, dass die “Dichte f” wirk-
lich eine Dichte ist. Das liegt daran, dass die Funktion ¢ — e~ keine durch elementare
Funktionen ausdriickbare Stammfunktion besitzt. Es gilt jedoch

Lemma 3.3.3. (Gauf’sches Fehlerintegral)
Es ist

o t2
/ e 2 dt = V2m.
—00

=1 50 ist % =1 alsodt =%
ag S ag ag

Substituiert man nun im Gaufy’schen Fehlerintegral ¢t =
und daher
oo 7& o0 _ (57;1,)2 dS
e 2dt= e 202 —.
oo oo o

_ (s—w)?

202 ds =1,

Es folgt, dass

1 o
— e
V2mo? /—oo
also ist f tatséchlich eine Dichte.

Die Bedeutung der Normalverteilung entsteht vor allem durch den Zentralen Grenzwert-
satz (den wir spéter behandeln), demzufolge viele Zufallsvariablen zumindest “annidhrend”
normalverteilt sind.

Es folgt sofort aus Lemma dass wenn X ~ N, > und ¢ € R, r > 0, so ist

rX + ¢~ N, cr202. Es hat ndmlich r X Dichte

—_

1 _/r=w)? 1 _=rw)?
e 202 = —8¢ 2252

2mo V2mr2o?

]
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also ist 7X ~ N,,, ;252. Andererseits hat X + ¢ Dichte

1 (t—c—p)?

V2ro?

(&} 202

sodass X +c~ N

Insbesondere folgt, dass % standardnormalverteilt ist, wenn X ~ N, ;2. Somit kann
man normalverteilte Zufallsvariablen durch Transformation immer in standardnormalver-
teilte Zufallsvariablen iiberfiihren. Daher erhalten Dichte und Verteilungsfunktion der Stan-
dardnormalverteilung besondere Namen. Es sei

putc,o2:

2 x
o(t) = \/12771_6752 und ®(z) —/OO o(t) dt.

Wie schon bemerkt kann man ® nicht elementar ausdriicken. In Anwendungen verwendet
man daher oft Tabellen mit Werten von ®. Hiaufig sind dort nur Werte ®(z) fiir x > 0
aufgefiirt. Folgt aus der Symmetrie von ¢, dass ®(—z) = 1 — ®(z), sodass diese Information
ausreicht.

Wir kénnen nun Erwartungswert und Varianz einer normalverteilten Zufallsvariablen
bestimmen.

Lemma 3.3.4. Ist X ~ N, 2, so ist EX = p und VarX = o%. Man sagt daher auch, X sei

normalverteilt mit Erwartungswert u und Varianz 2.

Beweis. Es sei zunéchst X ~ Np i, also X standardnormalverteilt. Wegen ¢(—z) = ¢(x)
folgt mit der Substitution ¢ = —s, dass

/: to(t)dt = — /OOO to(t) ds

und daher EX = 0. Mit partieller integration folgt nun

2

o0 2 t _ 2 o0 2 t
VarX:EXQZ/ 2e-5 4 —[ te = _/ e W
\/% - —0o0 V2
X—p

oo V2T B
Sei nun X ~ lez. Dann ist Y := =& ~ Ng 1. Daher ist

0=E'Y =0RB(X —p) =0 '(EX) — p)

und daher EX = p. Weiter ist VarX = Var(X — u) = E((0Y)?) = 0?EY? = o2 O

3.4 Zufallsvektoren

Definition 3.4.1. Es seien X1, ..., X,, Zufallsvariablen, die auf einem gemeinsamen Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, 3, IP) definiert sind. Dann heiit die Abbildung X :  — R"™, gegeben
durch

X(w) =(X1(w),..., Xn(w))

Zufallsvektor. Die Funktion Fx : R™ — [0, 1] gegeben durch

F(xla"wwn) = IP(XI lea---axn S-’Bn)
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heifit Verteilungsfunktion des Zufallsvektors X. Die Verteilungsfunktion (oder auch der Zu-
fallsvektor X selbst) heifit absolutstetig, falls es eine Funktion f : R™ — [0, 00) gibt mit

/ / Ftr, .. ta)dty . dty =1

Tn T
F(ml,...,xn):/ / f(tl,...,tn)dtl...dtn.
—00 —00

In diesem Fall heifit f Dichte von Fx (oder von X).

sodass

Bemerkung 3.4.2. (a) Ahnlich wie im Fall von Zufallsvariablen kann man zeigen, dass die
Verteilungsfunktion ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf der Borel o-Algebra Z(R™) von R™
(die o-Algebra, die von den Rechecken (a1,b1) X ... X (ap,by) erzeugt wird) bestimmt.
Dieses Maf} ist gerade die Verteilung des Vektors X.

(b) Aus der Verteilungsfunktion des Vektors kénnen auch die Verteilungsfunktionen der
einzelnen Komponenten bestimmt werden. Mit Lemma [3.1.11] folgt ndmlich

FX].(.%'):IP<X]' Sx):]\}gnooIP(Xl SN,...,X]‘_l SN,XJ’ SJZ’,XJ‘_H gN,,Xn SN)
= lim Fx(N,...,N,z,N,....N).

N—o0

In dieser Situation nennt man manchmal den letzten Grenzwert Randverteilungsfunktion

(c) Auf dhnliche Weise lassen sich auch die Dichten der einzelnen Komponenten aus der
Dichte des Vektors berechnen. Es ist ndmlich

fj(S) = / . fte, ... sti—1,8,tj41,- - Jtn)dty ... dty,
R"—

die Dichte von X. Diese wird also aus der “gemeinsamen Dichte” durch ausintegrieren
der anderen Variablen berechnet. Man sagt die f; seien die Randdichten

(d) Mittels der Dichte lassen sich auch andere Wahrscheinlichkeiten berechnen. Fiir A €
A (RY) ist namlich

IP(X S A) :/f(tl,...,tn)dtl...dtn.
A

(e) Schliesslich lassen sich mittels der Dichte auch andere Erwartungswerte definieren. Ist
ndmlich g : R® — R, so ist

Eg(Xl, e ,Xn) = / g(tl, N .,tn)f(tl, e ,tn) dtl . .dtn

sofern der Erwartungswert endlich ist. Insbesondere kann man auf diese Art die Kovari-
anz zweier Zufallsvariablen berechnen.

Beispiel 3.4.3. Es sei (X,Y) ein Vektor mit Dichte f(z,y) = (z + 22y)1(9,1)(z)L(0,1)(y)-
Beachte, dass dies in der Tat eine Dichte ist, es ist ndmlich

1,1 19 1
/ f(z,y)dxdy = / / T + 2zy dxdy = / {713 + xzy‘ dy
R2 0 Jo 0 L2 0
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—/11+ d —[1 +12‘1—1
Jy 2 YT RV TV T

Die Dichten der Zufallsvariablen X und Y erhélt man wie folgt:

1
fx(t)Z/]Rf(tjy) dy:/o t+ 2ty dylo,1)(t) = 2tL(o1)(t)

und
1

t
fy(t):/Rf(x,t)dz:/o v+ 2t de o (1) = (5 + Lo (1)

Mittels der gemeinsamen Dichte kann man die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass X <Y
ist. Ist ndmlich A = {(z,y) € R?: 2 <y}, so ist

1,1
]P(XSY)—IP((X,Y)EA)—/Af(x,y)dacdy—/O / x + 2zy dydx

1 y=1 1
:/ [my—xy2‘ dx:/ 2n — 22 — 2% dx
0 y=z 0

5

1 1
3 4 12

Schliesslich berechnen wir noch die Kovarianz von X und Y. Hierzu benétigen wir zunéchst
die Erwartungswerte. Es ist

1
2 .1 2
EX = | tfx(t)dt= [ t-2tdt= —t3’ ==
/fom /0 ) =2
und . ) ;
1 2 3 1
BY = [ tfy(t)dt= | t(=+t)dt= |~ 7’:_7
/RfY() /0 (3+1) [4+3o 12
Somit ist

Cov(X,Y) = B(X - g) (v+ %)

[ =) g2

1 1
1 9 9 2 4
= — 2 ——x— —xydxd
/Oy+120x+xy 3:5 3$y:vy

[ e )l5 55 -5
— )|ty = — 57
, T3 T3t YTy T3t

0.

Folglich sind X und Y unkorreliert.

Definition 3.4.4. Zufallsvariablen X, ..., X, die auf einem gemeinsamen Wahrscheinlich-
keitsraum (2, X, IP) definiert sind heiflen unabhingig, falls fiir alle A;,..., A, € Z(R) stets

P(X1€A4,....X,€eA,)=P(X1€4))-....P(X,, € 4,)

gilt.
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Man kann nun folgenden Satz beweisen:

Satz 3.4.5. Seien X1, ..., X, Zufallsvariablen auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeits-
raum (Q, %, P). Weiter sei Fx die Verteilungsfunktion des Vektors (X1, ..., Xy) und Fy, die
Verteilungsfunktion der Zufallsvariable X; fir j = 1,...,n. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) Xi,...,X, sind unabingig.
(i) Fx(x1,...,20) = Fx,(z1) - ... - Fx, ().

Besitzt X die Dichte f und X; die Dichte f;, so sind obige Aussagen dquivalent zu

(iii) f(tr,. . tn) = fi(t1) .. fultn).

Beispiel 3.4.6. Die Zufallsvariablen X und Y aus Beispiel [3.4.3] sind unabhéngig. Es ist
namlich

Ifx(@)fy(y) = 29311(0,1)(@(% +9)L01)(y) = (x4 22y) Lo 1)(2)L10,1)(¥) = fix,v) (@, y)-

Wir betrachten ein weiteres Beispiel.

Beispiel 3.4.7. Es sei D = {(z,y) : 0 <y < 22,0 <z <1} und f = 1p. Dann ist f eine
Dichte. Es ist ndmlich

1 p2 1
/ ]lDdatdy:/ / dyda::/ 2cdr = 1.
R2 o Jo 0

Ist (X,Y) ein Zufallsvektor mit Dichte f, so sagt man (X,Y") sei gleichverteilt auf dem
Dreieck D.
Die Randdichten von f sind wie folgt gegeben:

2t
fx(t) = /l; ]lD(t,y) dy = ]1(071)(75)/0 dy = 2t1(071)(t)

und
1

frt) = [ Upt)de =10z [ du= (1=l 0.

/2
Hat der Vektor (X,Y’) Dichte f, so sind X und Y nicht unabhéingig, es ist ndmlich

Ix (@) fy(y) = 22101y (2)(1 — y/2)1,2)(y)
= (22 — 1’9)1(0,1) (x)l(o,z) (v)
# Ip(x,y) = fxy(z,y).

Wir diskutieren nun noch die Verteilung der Summe zweier unabhéngiger Zufallsvaria-
blen. Sind X und Y unabhéngig und absolutstetig mit Dichten fx, respektive fy, so hat
der Zufallsvektor (X,Y) gerade Dichte (z,y) — fx(z)fy(y). Wir interessieren uns fiir die
Verteilung von S := X +Y. Es sei B = {(x,y) € R? : z+y < t}. Um die Verteilungsfunktion
von S zu bestimmen miissen wir

P@SOjék@mwmmy
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berechnen. Wir substituieren v = x + y und y = v und erhalten

[ x@srwdsdy= [ [ fetu— o) dodu

Das zeigt, dass S absolutstetig ist mit Dichte

(fx * fy)(u / fx(u—v)fy(v)dv

fx = fy heifit Faltung von fx und fy.
Als Anwendung zeigen wir folgendes Resultat:

Proposition 3.4.8. Es seien X,Y unabhdngig mit X ~ N, o2 und Y ~ N, ;2. Dann ist
X+Y ~N, 4o o240l Insbesondere ist die Summe unabhangzger normalvertezlter Zufalls-
variablen normalvertedlt.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass p; = pe = 0 ist. Dann hat X Dichte f(t) =
L exp(—5 ) und Y hat Dichte g(t) = 1 — exp(— 202) Die Faltung ist gegeben durch
T2

27r0
(g% 1)) = — /_°°e H5) 4,

2mo109

2

Wir setzen o° := 0’% + 0’% und substituieren s durch

0102 O‘%
z

+ 224
o o2
Es ist also ds = #72dz. Weiter ist
(t—s5)2 52 1 U%t o109 \2 1 O'%t 0109 \2
o T 3| e, 3, T 2\ 2T T 7)) T2\ z
o3 o3/ s=17224 3 o1 o5
1 /of 020109 oo ,
= ) 4t -2 3 tz + p) z
o \o o o
1 /o4 020109 o202
—I-fQ(%t—l—Q 2 : tz + 12222)
o5 \o o o
2 2 2 2
_ 01103, 01+0222
ot o2
_ t2 + 22

Somit ergibt sich

1 o0 —l< L24 2) 1 2 [ 1 _ 2
(9% F)(t) / e\ttt ooz, 1 / e — s
210102 o 2no o V2ro?

Dies zeigt die Behauptung in diesem Fall. Im allgemeinen Fall setzen wir X = X — w1 und
Y=Y — po. Dann nach obigem ist X+Y ~ Ng 02402 Daher ist X +Y = X+Y+M1 + po ~

Nm +u2,01+02 U
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3.5 Der Zentrale Grenzwertsatz

Nun kommen wir zu einem zentralen Resultat, welches die Bedeutung der Normalverteilung
erklart.

Satz 3.5.1. (Zentraler Grenzwertsatz) Es sei X1, Xo, ... eine Folge von unabhingigen und
identisch verteilten Zufallsvariablen mit endlichen Momenten zweiter Ordnung. Wir setzen
0 < 0?:=VarX; und p=EX,. Weiter sei S, := Zzzl Xk. Dann ist

IP@Q%W =7 m/

Interpretation: Ist M, = %Sn das Mittel der ersten n Zufallsvariablen, so ist IEM,, = u

und VarM,, = "—: Folglich hat @(Mn —p) = SZ;\/%“ Varianz 1 und Erwartungswert 0.

Der Zentrale Grenzwertsatz besagt gerade, dass die Verteilungsfunktion dieser standar-
tidisierten Mittel gegen die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung konvergiert.

o(z).

Bemerkung 3.5.2. Beachte, dass P(a < X < b) = Fx(b) — Fx(a) ist. Es folgt aus dem
Zentralen Grenzwertsatz, dass

—y b2 dt
P < .
<a< a\f b) /a e 2 o

Man darf hier in der Wahrscheinlichkeit links statt < auch < schreiben.

Dank des zentralen Grenzwertsatzes konnen wir (unter Kenntnis der Werte von @, die
tabelliert sind) Wahrscheinlichkeiten approximieren. Wir geben hierzu ein Beispiel:

Beispiel 3.5.3. Ein Wiirfel werde 600 mal geworfen. Was ist die Wahrscheinlichkeit zwischen
90 und 100 Sechsen zu werfen.

Hierbei handelt es sich um das 600-fache (unabhéngige) Wiederholen eines Bernoulli
Experiments mit Erfolgswahrscheinlichkeit p = é. Damit ist die Anzahl der Erfolge bgoo, 1-
verteilt und die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist

% 600 1k§6007k
k /6 6 '

k=90

Allerdings ist diese Summe relativ schwierig zu berechnen. Wir verwenden den zentralen
Grenzwertsatz, um die Wahrscheinlichkeit zu approximieren.

Seien hierzu X1, ..., Xgoo unabhingige, Bernoulli verteilte Zufallsvariablen mit Erfolgs-
wahrscheinlichkeit % Es ist also p = EX; =p = = und o2 =p(l—p) = %. Es ist also
nu = 100 und /no = 1/500/6 ~ 9,13.

Die Anzahl der Erfolge bei 600 Versuchen ist Sgog = Zg(fl Xj. Nach dem zentralen
Grenzwertsatz gilt

90 — 100 _ Sgoo — 600p _ 100 ~ 1oo>
9,13 — 600c ~— 9,13
~ ®(0) — ®(—1.095) = 0,5 — (1 — ®(1,095)) ~ 0,36,

P(90 < Sgoo < 100) = IP<

also ungefahr 36 Prozent.
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Bemerkung 3.5.4. Der zentrale Grenzwertsatz macht keine Angaben dariiber, wann die
Normalverteilung eine gute Anndhrung an die Verteilung eines standartisierten Mittels ist
bzw. dariiber, wie gut diese Annihrung ist. Bei der Approximation der Binomialverteilung
by, hat sich als Faustregel etabliert, dass die Approximation gut ist, falls np(1 — p) > 9.

Bemerkung 3.5.5. Bei der Approximation der Binomialverteilung durch die Normalver-
teilung ist folgendes zu beachten:

Die Binomialverteilung ist eine diskrete Verteilung, genauer nimmt sie nur natiirliche Zah-
len als Werte an. Demgegeniiber ist die Normalverteilung absolutstetig, die Wahrscheinlich-
keit eine bestimmte Zahl anzunehmen (insbesondere also eine gegebene natiirliche Zahl) ist 0.
Will man nun mittels des zentralen Grenzwertsatzes die Wahrscheinlichkeit P(a < S, < b),
dass eine Zufallsvariable S,, ~ b, , zwischen den natiirlichen Zahlen a und b liegt approxi-
mieren, so nimmt man haufig folgende Stetigkeitskorrektur vor, um die Wahrscheinlichkeit,
dass S, = a oder S,, = b ist besser zu approximieren:

1 1
1 (a—ﬁ—np< Sp —np <b+§—np)

Pla<S,<b)=Pla—=<5,<b+-)="P < <
(a< S <b)=Pla ) S e

2

L _1_
o (om) )

Verwenden wir die Stetigkeitskorrektur in Beispiel so erhalten wir

N

100+;—100) (90—;—100)
9,13 9,13
~ ®(0,055) — ®(—1,15) ~ 0, 397.

P(90 < S, < 100) ~ q>(

Vergleichen wir diesen Wert mit dem exakten Wert 0,4025 (der in Tafeln enthalten ist), so
sehen wir, dass die Stetigkeitskorrektur einen Wert liefert, der ndher am exakten Wert liegt.
Zudem zeigt dieses Beispiel, dass die Stetigkeitskorrektur selbst bei n = 600 noch einen
merkbaren Unterschied macht.

Wir geben nun noch ein etwas anderes Anwendungsbeispiel.

Beispiel 3.5.6. Der Airbus A380 hat gewohnlich 526 Sitzplitze. Aus Erfahrungen ist be-
kannt, dass ein verkauftes Ticket mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,1 storniert wird. Wie
viele Tickets kann man fiir einen Flug verkaufen, wenn dieser mit einer Wahrscheinlichkeit
von hochstens 2% iiberbucht sein soll?

Es sei Xi,Xo,... eine Folge unabidngiger by gg-verteilter Zufallsvariablen und S, =
%Z;l Xp. Wir suchen eine Zahl n, sodass P(S,, > 526) = 0, 02. Es sei hierzu z,, := %.
ann ist

S, —n-0.9 > )
—— >

Vn-01-09 "
Wir suchen also ein z,, mit ®(x,) = 0.98. Dies kann iiber eine Tabelle der Werte von ®~1, der

Quantilfunktion der Normalverteilung, geschehen. Man schligt nach, dass ®~1(0,98) ~ 2, 05.
Man will also z,, = 2,05 withlen. Wir schreiben m = y/n und erhalten die Gleichung

0.02 = P(S,, > 526) = IP( ~1— ®(zy)

526 — m?20,9
m~/0, 09

Lost man diese quadratische Gleichung, so erhéhlt man n = 552.

=2,05 < 526 —m?0,9=m-0,3-2,05 < m?+ 0.683 - m = 584, 4
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3.6 Schitzung der Parameter in der Normalverteilung

In Kapitel 2 hatten wir bereits die Schitzung von Parametern gewisser Verteilungen dis-
kutiert, dabei aber (weil wir absolutstetige Verteilungen noch nicht eingefiihrt hatten) die
Normalverteilung aufien vor gelassen. Allerdings ist diese Verteilung in Anwendungen von
grofftem Interesse. Daher wollen wir das Schéitzen der Parameter der Normalverteilung hier
nachholen.

Es gilt also aus einer Zufallsstichprobe Xj, ..., X, zur Normalverteilung N, ,> die Pa-
rameter 1 und o? zu schitzen. Wir verwenden hierzu die Mazimum Likelihood Methode.
Im Falle diskreter Wahrscheinlichkeiten, hatten wir als Likelihood Funktion L gerade das
Produkt der Z#hldichten verwendet: L(x1,...,zy,;0) = f(21;0) - ... f(xy;0). Im Falle von
absolutstetigen Verteilungen mit Dichte f(t;6) verwenden wir das Produkt der Dichten als
Likelihood Funktion.

Definition 3.6.1. Es sei Xi,...,X,, eine Zufallsstichprobe zur Verteilungsfunktion F &
{Fy : 0 € O}. Weiter sei Fy absolutstetig mit Dichte f(-,6). Dann heifit L : R" x © — [000),
definiert durch

L(z1,...,xn) = f(x1,0) ... f(xn,0)
die zugehorige Likelithood Funktion. Ist 6 : R™ — O eine Funktion mit
L(zy,...,xn,0) < L(zy,...,2n, é(ml, ceyTp))
fiir alle # € O, so heifit é(Xl, ..., X)) Mazimum Likelihood Schdtzer fiir 6.

Wir berechnen nun Maximum Likelihood Schiitzer fiir die Parameter x und o2 einer
Normalverteilung. Es ist

L(a:l,...,xn,u, H (xk m :( ! )nexp<_22=1(xk—ﬂ)2>'

2ro 2o 202

Es ist einfacher, die log-Likelihood Funktion
0(u,0%) :=log L(x, Ty 0°) = _ b Zn: (g — - ﬁlog(27r(72)
s . s by M 2% r k 9

zu betrachten. Um einen Kandidaten fiir die Maximumstelle zu finden, berechnen wir die
kritischen Punkte der Likelihood Funktion, also die Losungen des Gleichungssystems V£ = 0.
Fiir die partielle Ableitung nach p finden wir

n n
)ZZ(xk—u)éO & 0:Z($k—,u):m?—n,u & pu=z

k=1 k=1

%_(_L
on 202

Fiir die partielle Ableitung nach o2 ist
o 1 < 5 M 2w -~ !
507 = 201 k1 = G5 = 5 (g Do~ - ) 20
k=1 k=1

Wir wissen bereits, dass in einem kritischen Punkt @ = Z sein muss. Wir setzen dass in obige
Gleichung ein und erhalten

ol 1 = s 1 .
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Die einzige kritische Stelle von ¢ ist demnach der Punkt

n

(n.0%) = (=, % S~ 2)°).

k=1

Eine genauere Untersuchung der log-Likelihood Funktion zeigt, dass dies in der Tat eine
(globale!) Maximumstelle ist, d.h. dies sind die (in diesem Falle eindeutigen) Maximum
Likelihood Schitzer. In der Praxis verwendet man als Schitzer fiir die Varianz o2 in der

Regel den erwartungstreuen Schitzer s2.

Als néchstes konstruieren wir Konfidenzintervalle fiir den Mittelwert p. Dabei muss un-
terschieden werden, ob die Varianz o2 bekannt ist, oder nicht

Konfidenzinterval fiir i bei bekannter Varianz

Es sei also X1, ..., X, eine Zufallsstichprobe zur Verteilung N 02 wobei 0(2) eine bekann-
te, feste, positive Zahl ist und p ein unbekannter, reeller Parameter ist. Um p zu schétzen
verwenden wir den Schitzer X = %2221 Xi. Es folgt induktiv aus Proposition dass

Xi+ ...+ Xn ~ Ny o2 und daher X ~ N, 2/, Nun normalisiert man, indem man p

substrahiert und durch \/03 /n dividiert. Es folgt, dass V := \/ﬁxa—;” ~ Np,1. Beachte, dass
diese Verteilung nicht mehr von dem unbekannten Parameter p abhéngt. Um ein Konfiden-
zinterval zum Konfidenzniveau o zu konstruieren geht man nun wie folgt vor:

Zunichst bestimmt man ein Interval, in dem V mit Wahrscheinlichkeit « liegt. Weil V'
symmetrisch verteilt ist, wihlen wir auch ein symmetrisches Intervall, also ein ¢ > 0 sodass

l—a=P,(|V]>c)=2P,(V >c)=2(1—-2(c))

also ¢ = @~ 1(1£2). Somit ergibt sich
X —
a:]PH(\V|§c):IPM(—c§\/ﬁ Uo“gc) (3.3)
_ " cCoy o CcoQ
—IPM(/,LE [X —\/H,XJF—\/E]). (3.4)

Somit ist [X — cog/v/n, X + cog/+/n] mit ¢ = ®71(1 + a/2) ein a-Konfidenzintervall fiir p.

Beispiel 3.6.2. Bei einer Stichprobe von 20 Brotchen wurden folgende Gewichte (in Gramm)
gemessen (nach aufsteigendem Gewicht):

44,61 45,15 45,41 45,44 45,56 45,65 46,51 46,59 46,72 46,77
46,98 47,23 47,86 47,90 48,25 48,76 48,86 48,98 49,09 49,20

Wir nehmen an, dass das Gewicht normalverteilt ist mit unbekanntem Mittelwert und Va-
rianz 2. Als Schitzer fiir den Mittelwert verwenden wir X = 47,076. Wir bestimmen ein
95%-Konfidenzintervall fiir pu wie folgt:

Zunichst schlagen wir ¢ = @fl(%) = ®71(0,975) = 1,96 in einer Tabelle der Verteilung
der Standardnormalverteilung nach. Es ist dann

1,96v/2
coo _ 1,962 — 0, 620.

vn V20
Dabher ist [46.456,47.696] ein 95% Konfidenzinvervall fiir den Mittelwert p.
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Konfidenzinvervall fiir ¢ bei unbekannter Varianz

Im allgemeinen kann man in Anwendungen nicht annehmen, dass die Varianz bekannt
ist. Sie muss also ebenfalls geschitzt werden. Es ist naheliegend, in der Definition von V die
(bekannte) Standartabweichung o¢ durch S, die Wurzel aus dem Schétzer fir die Varianz,
zu ersetzen. Um ein Konfidenzinvervall zu bestimmen muss man nun die Verteilung der
resultierenden Zufallsvariable kennen. Wir diskutieren dies in allgemeiner Situation.

Definition 3.6.3. 1. Es seien Xj,..., X, unabhéngig und Ng i-verteilt. Dann heifit die
Verteilung von Y := X2 + ... + X2 x2-Verteilung mit v Freiheitsgraden (sprich: chi-
quadrat). Wir schreiben Y ~ y2.

2. Es seien X,Y unabhéngig mit X ~ No; und ¥ ~ x2. Dann heiit die Verteilung von
Z = N t-Verteilung mit r Freiheitsgraden. Wir schreiben Z ~ t,.

Bemerkung 3.6.4. (a) Sowohl die y2-Verteilungen als auch die ¢-Verteilungen sind abso-
lutstetig. Die Dichten dieser Verteilungen kénnen explizit angegeben werden. Fiir uns
sind jedoch insbesondere die Verteilungsfunktion und deren Umkehrfunktion (d.h. die
Quantilfunktion) von Bedeutung. Diese liegen in Tabellen vor.

(b) Die t-Verteilung ist symmetrisch.

Zur Bestimmung von Konfidenzintervallen wichtig ist folgendes Resultat, welches wir hier
ohne Beweis angeben.

Satz 3.6.5. Es seien X1,..., Xy unabhingig und N, ;2-verteilt. Dann sind X und S? un-

abhdngig und es gilt

X —
S

n—1

X ~N 2 SQNX?%,—M \/ﬁ

2 ~tn_1.
l“:%, g n

Wir konnen also statt der Groflie V = \/ﬁ%, die von der Standartabweichung o

abhingt, die Grofle T' = \/ﬁ%, die nicht von der Standartabweichung abhéngt, betrach-
ten und haben wiederum eine Gréfle, deren Verteilung nicht von den Parametern p und o2
abhéngt. Somit konnen wir nun ein a-Konfidenzinvervall fiir p wie folgt bestimmen:

Es sei ¢ ein (1 4+ «)/2-Quantil der ¢,,_;-Verteilung, sodass

1
Pyt (IT] > €) = 2P, pa(T > ¢) =2(1 - +O‘) —i—a

2
Somit ist g g
_ C — &
]P,quO'Q(X_ﬁ S,U/SX‘F%) :]PM70-2(’T‘ SC) = Q.

Wir haben also ein a-Konfidenzintervall fiir g gefunden.

Beispiel 3.6.6. Wir betrachten wiederum Beispiel Man rechnet leicht nach, dass
S? = 2,172, also S = 1,474 ist. Um ein 95%-Konfidenzinvervall zu berechnen, bestimmen
wir zunédchst das 0,975-Quantil der ¢-Verteilung mit 19 Freiheitsgraden. Aus einer Tabelle
entnehmen wir den Wert 2,093. Somit ergibt sich

S 2,093-1,474

=~ 0,687
Vn V20
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Daher ist [46.386,47.765] ein 95%-Konfidenzinvervall fir p. Beachte, dass dieses invervall
langer ist als das in Beispiel berechnete, obwohl die dort angenommene Varianz 2
nahe bei der geschétzten Varianz 2,172 liegt. Selbst wenn man in Beispiel als Varianz
genau 2,172 annehmen wiirde, so wiirde man immer noch ein kiirzeres Konfidenzintervall
bekommen. Der Preis dafiir, dass wir o2 als unbekannt annehmen (diirfen!) ist ein lingeres
Konfidenzinvervall.

Konfidenzintervall fiir o2
Wir wollen nun noch ein Konfidenzinvervall fiir die Varianz einer Stichprobe Xy, ..., X,
zur Normalverteilung N, ;2 bestimmen. Wir hatten bereits gesehen, dass R := ”;21 S? ~

Xi—l' Insbesondere hingt die Verteilung dieser Gréfle nicht mehr von den Parametern p und
o? ab. Wir kénnen daher Konfidenzintervalle fiir o mittels Quantilen der x2_,-Verteilung
bestimmen.

Um ein a-Konfidenzintervall zu bestimmen, gehen wie folgt vor. Wir bestimmen a und
b, sodass x2_;([a,b]) = a. Dann ist

(n—1)92 <o?< (n — 1)52)‘

a=P, ;2 (nT_QlSQ € [a, b]) = ]PuﬂQ( b a

Wir haben also ein a-Konfidenzinvervall gefunden. Es bleibt noch a und b zu wéhlen. Hier
ist zu beachten, dass (anders als bei der Standartnormalverteilung und der ¢-Verteilung), die
x2-Verteilung nicht symmetrisch ist, genauer gesagt nimmt eine y?-verteilte Zufallsvariable
nur positive Werte an. Daher wihlt man a und b in der Regel wie folgt:

Wir wéhlen a so, dass R € [0, a] Wahrscheinlichkeit (1 —«)/2 hat, also ist a das (1—«)/2-
Quantil der y2_;-Verteilung. Dann wihlen wir b so, dass R € [b,o0) ebenfalls Wahrschein-
lichkeit (1 — «)/2 hat, also ist b das 1 — (1 — )/2 = (1 4+ «)/2-Quantil der x2_,-Verteilung.

Beispiel 3.6.7. Wir betrachten wieder Beispiel wo wir S2 = 2,172 bei einem Stich-
probenumfang von n = 20 beobachtet hatten. Um ein Konfidenzinvervall zum Niveau 0,95
zu bestimmen bendtigen wir noch Quantile der x?4-Verteilung. Das 2,5%-Quantil von x?,
ist gegeben durch a = 8,91. Andererseits ist das 97,5%-Quantil gegeben durch b = 32, 85.
Somit ergibt sich als 95%-Konfidenzinvervall fiir o2

19-2,172 19-2,172

PRI = [1.256,4.632].
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Kapitel 4

Statistische Tests

4.1 Grundbegriffe

Wir betrachten wieder ein parametrisches Modell {Fp : # € ©} und eine zugehorige Zu-
fallsstichprobe X7, ..., X,,. Wir wollen nun die Beobachtung der X;,..., X, verwenden, um
bestimmte Aussagen iiber die zugrundeliegende Verteilung (genauer: den zugrundeliegenden
Parameter ) zu testen. Wir verwenden folgende Terminologie:

Eine Hypothese ist eine Aussage iiber den Parameter 6. Konkret wird eine Hypothese
durch die Angabe einer Teilmenge ©g von © definiert. Man sagt dann die Hypothese trifft
zu falls 8 € ©y. Eine Hypothese heifit einfach falls ©g einelementig ist, ansonsten sagt
man, die Hypothese ist zusammengesetzt. Die Negation der Hypothese, also die Aussage
0 ¢ Oy — dquivalent, die Aussage § € ©1 := O \ ©¢ — heiit Alternative. Manchmal nennt
man die Hypothese auch Nullhypothese (und schreibt Hp : 8 € ©p) und die Alternative
Alternativhypothese und schreibt Hy : 0 € O1).

Ein Test (der Hypothese 6 € ©q gegen die Alternative § € ©1) ist eine Entscheidungsre-
gel, die fiir jede Realisierung 1, . .., x, der Stichprobe X, ..., X, festlegt, ob die Hypothese
oder die Alternative gew#hlt wird. Man hat also eine Zerlegung des Stichprobenraumes M"
in disjunkte, nichtleere Teilmengen Ky und K7, sodass wir uns fiir die Hypothese entschei-

den, wenn (Xi,...,X,) € Ko (wir sagen “die Hypothese wird akzeptiert”) und wir uns fiir
die Alternative entscheiden, wenn (X1,...,X,,) € Ky (wir sagen “die Hypothese wird ver-
worfen”).

K heifit auch Annahmebereich, K1 kritischer Bereich.

Beispiel 4.1.1. Wir betrachten erneut das Werfen einer Reiflzwecke und méchten untersu-
chen, ob es gleich wahrscheinlich ist, auf der flachen Seite oder mit der Spitze schrig nach
unten liegen zu bleiben. Als parametrisches Modell betrachten wir die Verteilungen F), auf
der Menge {0,1}, gegeben durch F,({0}) =1 —p und F,({1}) = p. Ist X ~ F}, so interpre-
tieren wir X = 1 als “flache Seite” und X = 0 als “mit der Spitze schrdg nach unten”. Wir
wollen die Hypothese p = % (dies ist eine einfache Hypothese) gegen die Alternative p # %
testen.

Ein moglicher Test ist wie folgt gegeben. Wir beobachten Realisierungen X, ..., Xi000
von Fj-verteilten Zufallsvariablen, bilden den Mittelwert X und akzeptieren die Hypothese
wenn X = 1 ist und verwerfen sie sonst (Test T7)

Eine andere Moglichkeit wire es, die Hypothese zu akzeptieren, wenn X € [0.47,0.53]
liegt und sie sonst zu verwerfen (Test T%).

Schliesslich wire es auch moglich, die Hypothese immer zu akzeptieren (Test T3).

65
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Als Beispiel einer zusammengesetzten Hypothese erwidhnen wir Hy : p < % was wir gegen
die Alternative Hy : p > % testen konnten.

Offensichtlich sind nicht alle Tests in obigem Beispiel gleich gut. Bei Test T5 ist das

Problem, dass selbst wenn der wahre Parameter p = % ist, nicht notwendigerweise X = %

sein muss. Genauer gesagt besitzt dieses Ereignis (sofern p = %) gerade Wahrscheinlich-
keit (1500000)%500%500 ~ 0. Beachte, dass falls der Stichprobenumfang n ungerade ist, X = %
Wahrscheinlichkeit = 0 besitzt. Offensichtlich ist, wenn die Hypothese zutrifft, die Wahr-
scheinlichkeit, dass der Test die Hypothese akzeptiert, bei Test T5 grofler. Bei Test T3 ist sie
sogar noch grofler. Allerdings irrt Test T3 immer, wenn die Alternative richtig gewesen wiire.

Um diese Phénomene genauer zu untersuchen, fithren wir folgende Begriffe ein.

Definition 4.1.2. Verwirft ein Test die Hypothese, obwohl sie richtig gewesen wére, so
sagt man, es liegt ein Fehler erster Art vor. Akzeptiert ein Test die Hypothese, obwohl die
Alternative richtig gewesen wire, so sagt man, es liegt ein Fehler zweiter Art vor.
Hat man nun einen Test mit Annahmebereich Ky und kritischem Bereich K gegeben,
so heif3t
G(Q) = IPQ((Xl, R ,Xn) S Kl)

die Giitefunktion des Tests. Ist @ € (0,1) und G(0) < « fiir alle 8 € ©p, so sagt man es
handelt sich um einen Test zum Signifikanzniveau o. Ist zudem G(6) > « fiir 6 € Oy, so sagt
man der Test sei unverfilscht.

Interpretation: Die Gilitefunktion gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit die Hypothese
verworfen wird, wenn der wahre Parameter 6 ist. Fiir § € Oq ist also G(6) gerade die
Wahrscheinlichkeit, einen Fehler erster Art zu begehen. Bei einem Test zum Signifikanzniveau
« ist also die Wahrscheinlichkeit einen Fehler erster Art zu begehen hichstens . Der Test
ist unverfilscht, falls fiir § € ©; die Wahrscheinlichkeit, dass der Test die Hypothese verwirft
mindestends « betrigt. Beachte, dass fiir 6 € 0 ist 1 — G(0) = Py(Xy,..., X, € Kp) die
Wahrscheinlichkeit, einen Fehler zweiter Art zu begehen. Ist der Test unverfilscht, so ist die
Wahrscheinlichkeit einen Fehler zweiter Art zu begehen hochstens 1 — a.

Beispiel 4.1.3. In Beispiel betrachten wir wiederum die Tests 17,75, T3. Es sei G die
Giitefunktion des Tests T;. Dann gilt

1000
—1_ 500(1 _ )50
Gi(p) <am)p (1-p)

Wir haben bereits gesehen, dass die Wahrscheinlichkeit einen Fehler erster Art zu begehen
sehr hoch ist, denn G(3) ~ 1. Es ist leicht zu sehen, dass Gy in § ein Minimum besitzt.
Dabher ist die Wahrscheinlichkeit, einen Fehler zweiter Art zu machen praktisch 0.

Beim Test T3 ist es quasi umgekehrt. Die Giitefunktion ist gegeben durch Gs(p) = 0.
Dabher ist die Wahrscheinlichkeit, einen Fehler erster Art zu machen 0. Andererseits ist jedoch
die Wahrscheinlichkeit, einen Fehler zweiter Art zu machen 1.

Fiir den Test T5 ist die Giitefunktion gegeben durch

530

Golp) = 1— Z (10k00>pk(1 _ p)l000-k

k=470

Natiirlich ist es wiederum schwer, diese Funktion explizit auszurechnen. Wir bestimmen die
Wahrscheinlichkeit, einen Fehler erster Art zu machen, approximativ mit dem Gesetz der
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groflen Zahlen. Es ist
P1(0.47 < X <0.53)) =P (470 < S,, < 530)
470 — 500 _ S, —1000% 530 — 500
< <

/250 - /%,%,1000 - /250

~ ®(1,897) — B(—1,897) = 28(1,897) — 1 ~ 0,9412

[N

P

( )

N|=

Dabher ist Gg(%) ~ 1-0,9412 = 0,0588. Es folgt, dass G5 (zumindest approximativ) ein Test
zum Signifikanzniveau 6% ist.

Wir bemerken, dass Fehler erster Art und Fehler zweiter Art unterschiedlich behandelt
werden. Bei einem Test zum Signifikanzniveau « ist die Wahrscheinlichkeit einen Fehler erster
Art zu begehen begrenzt. Allerdings gibt es keine Einschénkungen hinsichtlich des Fehlers
zweiter Art. In Anwendungen ist es jedoch hdufig der Fall, dass ein Fehler schwerwiegender
ist als der andere.

Man denke etwa daran, ein neues Medikament auf Nebenwirkungen zu testen: Es ist we-
sentlich schwerwiegender vorhandene Nebenwirkungen nicht zu entdecken als falschen Alarm
zu schlagen (und nichtvorhandene Nebenwirkungen zu erkennen).

Ein anderes Beispiel ist das Testen eines neuen Produktes. Will man testen, ob der
Verbraucher dieses Produkt einem Vergleichsprodukt vorzieht, so ist es problematischer,
wenn eine nichtvorhandene Priferenz als solche erkannt wird (denn dann investiert man in
die Markteinfithrung eines Produktes, das der Verbraucher gar nicht will).

Diese Asymmetrie sollte man bei der Wahl von Hypothese und Alternative beachten:
die Hypothese sollte so gewihlt werden, dass der schwerwiegendere Fehler der Fehler erster
Art ist. Bei den Medikamenten sollte man also die Hypothese “Das Medikament hat Ne-
benwirkungen” gegen die Alternative “Das Medikament hat keine Nebenwirkungen” testen.
Ahnlich sollte beim zweiten Beispiel die Hypothese “Der Verbraucher zieht das Vergleichs-
produkt vor” gegen die Alternative “Der Verbraucher zieht das neue Produkt vor” getestet
werden.

4.2 Tests fiir den Erwartungswert einer Normalverteilung

Wir betrachten nun einige “Standardtests” die den Erwartungswert p einer Normalverteilung
betreffen. Man unterscheidet hierbei einseitige Tests, bei denen die Hypothese Hy : pu < pg
gegen die Alternative Hy : pu > o (resp. die Hypothese Hy : pu > po gegen die Alternative
Hiy < po) getestet wird und zweiseitige Tests, bei denen die Hypothese Hy : u = o gegen
die Alternative Hy : u # pgo getestet wird.

In allen hier diskutieren Tests verwenden wir eine sogenannte Teststatistik T und ent-
scheiden uns fiir oder gegen die Hypothese, abhéingig davon, wo T liegt. Genauer bestimmen
wir beim zweiseitigen Test ein Intervall [a, b] und akzeptieren die Hypothese, falls T' € [a, b].
Um einen Test zum Signifikanzniveau « zu erhalten, muss (unter Nullhypothese) die Wahr-
scheinlichkeit, dass T' € [a, b] liegt mindestens 1 — v sein. Wenn wir also die Verteilung von
T unter der Nullhypothese kennen, so kann man das Interval aus Quantilen der Verteilung
bestimmen. Bei einseitigen Tests verwendet man entsprechend Intervalle der Form (—oo, b]
oder [a, 00).

Als Teststatistik treten T := \/ﬁxa;o“o bei bekannter Varianz o3 und T := ﬁ%
bei unbekannter Varianz auf. Ist der wahre Parameter pg (also unter Nullhypothese beim
zweiseitigen Test), so ist T~ Ng 1 resp. T ~ t,_1.
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Tests bei bekannter Varianz
Gegeben eine Stichprobe X1, ..., X,, zur Normalverteilung NMU% bei bekannter Varianz

o3, verwenden wir die Teststatistik

X — o

a0

T:=+n

Wir betrachten zunéchst den zweiseitigen Test Hy : = po gegen die Alternative p # po.
Unter der Nullhypothese Hy : jt = pig ist dann 7' ~ Ng ;. Fiir einen Test zum Signifikanz-
niveau « sei ¢ := ®71(1 — a/2). Dann ist

P, (7| < ¢)=2®(c) —1=1—a. (4.1)

Und daher P, (|T| > ¢) = a. Wenn wir also Hy akzeptieren, wenn |T'| < ¢ ist und sonst Hy
ablehnen, so ist dies, wegen (4.1)) ein Test zum Signifikanznieau a.

Beispiel 4.2.1. Eine Maschine fiillt 200 g Packungen mit Miisli ab. Aus Erfahrungen ist
bekannt, dass das tatsichliche Gewicht, das von der Maschine abgefiillt wird normalverteilt
mit Varianz 4 ist. Um zu iiberpriifen, ob die Maschine korrekt eingestellt ist, werden 10
Packungen nachgewogen, was ein Durchschittsgewicht von 197 g ergibt. Es soll nun zum
Signifikanzniveau von 5% getestet werden, ob u = 200.

Losung: Es ist ®71(0,975) = 1,96. Fiir die Teststatistik 7" ergibt sich 7' = /10125290 =
—4,743. Die Hypothese wird also verworfen.

Nun betrachten wir einen einseitigen Test, bei dem wir Hy : p < g gegen Hi : > g
testen (Um Ho : g1 > po gegen Hy : pu < pio zu testen, geht man analog vor).

Wir betrachten wieder 7' = \/ﬁXU;O“O und setzen ¢ := ®~1(1 — a). Wir akzeptieren Hy
falls T < c.
Dies ist ein Test zum Signifikanzniveau «. In der Tat ist

P,T>c)=1-®(c)=1-(1-a)=oa.

Allerdings ist die Hypothese zusammengesetzt und wir miissen auch fiir 4 < pg nachweisen,
dass der Fehler erster Art eine Wahrscheinlichkeit kleiner o hat. Beachte, dass

T _
T=yvn—t i
(o)) g0
Fiir po < pg ist v, > 0. Daher ist fiir solche
P,(T>c)=Pu(T,>c+ry)=1-P(c+r,) <1—-(c) =0 (4.2)

Insgesamt haben wir gezeigt, dass es sich um einen Test zum Signifikanzniveau a handelt.

Beispiel 4.2.2. Es werden Briefumschlige fiir Luftpost produziert, die nicht mehr als 2
g wiegen diirfen. Fine Stichprobe von 20 Briefumschligen ergibt ein Durchscnittsgewicht
von 2,01 g. Ferner ist bekannt, dass das Gewicht normalverteilt mit Erwartungswert g und
Varianz 0, 032 ist. Es soll zu einem Signifikanzniveau von 1% getestet werden, ob p < 2.

Fiir die Teststatistik ergibt sich T = v/2020=% ~ 1,49. Da ®(0,99) = 2,33 wird die
Hypothese akzeptiert. 7
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In Gleichung (4.2)) haben wir bereits die Giitefunktion fiir den einseitigen Test bestimmt.
Es ist ndmlich

G(u):]PM(T>c):1—¢(c+r#):1—¢<c+\/ﬁ%).

Beachte, dass G(p) monoton wachsend in p ist mit G(uo) = a. Insbesondere folgt, dass der
Test unverfilscht ist.

Tests bei unbekannter Varianz

In Anwendungen ist in der Regel die Varianz o2 nicht bekannt. Daher verwendet man die
Teststatistik 7' := \/ﬁ@ Man konstruiert nun Tests wie im Fall von bekannter Varianz,
ersetzt aber die Quantile der Standardnormalverteilung durch entsprechende Quantile der
tn,—1-Verteilung. Genauer konstruiert man Tests zum Signifikanzniveau a wie folgt:

e Beim zweiseitigen Test von Hy : p = po gegen die Alternative Hy : pu # pg lehnt man
die Hypothese ab, sofern |T| > ¢ ist, wobei ¢ das 1 — a/2-Quantil der ¢,,_;-Verteilung
ist.

e Beim einseitigen Test von Hop : p < po gegen die Alternative Hy : p > po lehnt man
die Hypothese ab, sofern T' > ¢ wobei ¢ das 1 — a Quantil der ¢,,_1-Verteilung ist.

Beispiel 4.2.3. In einem Geschift gibt ein Kunde durchschnittlich €70 aus. Um den Umsatz
zu steigern, schaltet das Geschift eine Anzeige in der lokalen Zeitung. Nun soll der Erfolg der
Werbekampange iiberpriift werden. Hierzu werden an einem Tag der Geldbetrag eines jeden
Kunden notiert. Die so erhobenen Daten werden als Zufallsstichprobe einer N, ;2-verteilten
Zufallsvariable angesehen. Sodann wird die Hypothese u < 70 gegen die Alternative u > 70
getestet zu einem Signifikanzniveau von 2,5% getestet.

An dem fraglichen Tag hatte das Geschaft 28 Kunden die durchschnittlich €73 Euro
bei einer Stichprobenstandartabweichung von €4 ausgaben. Somit ergibt sich fiir die Test-
statistik T = \/%73%470 = 3,97. Das 97,5% Quantil der to7-Verteilung ist 2,052, sodass die
Hypothese verworfen wird. Somit war die Werbekampagne in der Tat erfolgreich.

Test fiir verbundene Stichprobem

Bei dieser Art Testprobleme haben wir eine Folge von Paaren von Beobachtungen, also
zwei Stichproben Xi,..., X, und Yi,...,Y,, die zwar in sich (also die Xe und die Ye un-
tereinander), aber nicht notwendigerweise voneinander unabhéngig sind. Beispielsweise kann
man sich vorstellen, dass eine bestimmte Grofie (etwa die Lange eines Werkstiickes) mit zwei
verschiedenen Methoden gemessen wird (die eine Methode liefert X7, ..., X,,, die andere Me-
thode Y7,...,Y},) die es zu vergleichen gilt. Man spricht in diesem Falle von Verbundenen
Stichproben.

Manchmal kann man hierbei einen der obigen Tests auf die Differenzen X; —Y1,..., X, —
Y, anwenden. Wir geben ein Beispiel.

Beispiel 4.2.4. Um zu untersuchen, ob eine geplante Vereinfachung des Steuerrechts zu
Mindereinnahmen des Staates fithrt gehen wir wie folgt vor:

Wir wihlen n = 100 Steuererklirungen des vergangenen Jahres zufillig aus und be-
rechnen die Steuer nach dem geltenden Steuerrecht und nach dem vorgeschlagenen neuen
Steuerrecht. Nennen wir fiir Steuererklarung k die Steuerschuld nach dem vorgeschlagenen
Recht X und die Steuerschuld nach geltendem Recht Yi. Wir bilden nun die Differenz
Zi, := X}, — Y}, Bei den untersuchten Steuererkldrungen ergibt sich Z = 120 bei einer Stich-
probenstandardabweichung von 725.
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Wir nehmen an, dass Zi,..., Z1pp normalverteilt sind und Testen Hp : p < 0 ("Min-
dereinnahmen”) gegen die Alternative Hy : u > 0. Beachte, dass wir hier wiederum die
Hypothese und die Alternative so gewahlt haben, dass der schwerwiegendere Irrtum (Es gibt
Mindereinnahmen fiir den Staat aber unser Test sagt, es gibt keine) der Fehler erster Art
ist.

Als Signifikanzniveau wahlen wir o = 0,05. Es ist dann T = 100127%g0 ~ 1,655. Wei-
terhin ist das 95% Quantil der tg9-Verteilung gegeben durch ¢ = 1,660. Weil T' < ¢ ist,
akzeptiert der Test die Nullhypothese. Mindereinnahmen sind also nicht auszuschlieflen.
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