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Aufgabe 1 (3 Punkte)
Sei X1, X2, . . . eine Folge unabhängiger und identisch verteilter Zufallsvariablen mit X1 ∼
U(0, 1). Ferner sei Z eine Zufallsvariable mit Z ∼ Exp(1). Zeige, dass

nmin{X1, . . . , Xn}
d−→ Z für n→∞.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Seien A1, A2, . . . ∈ F Ereignisse in einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , P ). Zeige, dass die
drei folgenden Aussagen äquivalent sind:

(i) 1An

P−→ 0 für n→∞,

(ii) lim
n→∞

P (An) = 0,

(iii) 1An

L2
−→ 0 für n→∞.

Aufgabe 3 (3 + 3 Punkte)
(a) Sei X1, X2, . . . eine Folge von unabhängigen und identisch verteilten Zufallsvariablen mit

EX1 = 0 und E(X2
1 ) <∞. Zeige, dass

1√
n log n

n∑
k=1

Xk
P−→ 0 für n→∞.

(b) Es sei Y1, Y2, . . . eine Folge von identisch verteilten Zufallsvariablen mit E(Y 2
1 ) < ∞ .

Ferner sei Yj unabhängig von Yj−k und Yj+k für alle k ≥ 2 und für alle j > 1. Zeige, dass

Y1 + . . .+ Yn
n

P−→ EY1 für n→∞.

Hinweis: Verwende die Ungleichung von Tschebyschew.



Aufgabe 4 (3 + 3 + 3 Punkte)
Seien X1, X2, . . . : Ω −→ (0,∞) unabhängige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit
E |X1| <∞. Außerdem sei µ = EX1, Sn = X1 + · · ·+Xn und N(t) = max{n : Sn ≤ t}. Zeige,
dass

(a) N(t) f.s.−→∞ für t→∞ und P (N(t) <∞) = 1 für jedes t > 0,

(b) SN(t)
N(t)

f.s.−→ µ für t→∞,

(c) t
N(t)

f.s.−→ µ für t→∞ und N(t)
t

f.s.−→ 1
µ

für t→∞.

Aufgabe 5 (3 Punkte)
Sei f : [0, 1]→ [0, 1] eine stetige Funktion und sei X1, Y1, X2, Y2, . . . eine Folge von unabhän-
gigen U[0, 1]-verteilten Zufallsvariablen. Zeige, dass

1
n

n∑
i=1

Zi
f.s.−→

∫ 1

0
f(x) dx

für n→∞, wobei Zi = 1{Yi≤f(Xi)} für jedes i ≥ 1.


