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Aufgabe 1 (2 + 2 + 3 Punkte)

Sei f̂h ein Kerndichteschätzer der Dichtefunktion f mit einer fest gewählten Bandbreite h und Kern-
funktion K : R→ R. Dann ist f̂h(x) eine Zufallsvariable für alle x ∈ R und man definiert

• den mittleren quadratischen Fehler von f̂h an der Stelle x0 ∈ R durch

MSE
(
f̂h(x0)

)
= E

(
f̂h(x0)− f(x0)

)2
,

• den integrierten mittleren quadratischen Fehler von f̂h(x) durch

MISE
(
f̂h
)

= E
∫
R

(
f̂h(x)− f(x)

)2
dx.

a) Zeige: MISE
(
f̂h
)

=
∫
RMSE

(
f̂h(x)

)
dx.

b) Zeige:1 BIAS
(
f̂h(x)

)
=
∫
RK(t)(f(x+ ht)− f(x))dt.

c) Folgere: MISE
(
f̂h
)

=
∫
R Varf̂h(x)dx+

∫
R (
∫
RK(t)(f(x+ ht)− f(x))dt)2 dx.

Aufgabe 2 (5 Punkte)

Betrachte den Standardschätzer
l̂ = 1

n

n∑
i=1

1I{Xi>γ}

für l = P(X > γ) für eine Zufallsvariable X und einen Schwellwert γ. Gib mithilfe der Tschebscheff-
Ungleichung an, wie groß n mindestens gewählt werden muss, damit zu 99% der Schätzer l̂ nur um 0.1
von l abweicht?

Aufgabe 3 (6 Punkte)

Es sei (X1, . . . , Xn) eine i.i.d. Zufallsstichprobe zur Verteilung F . Die i-te Ordnungsstatistik X(i) von
(X1, . . . , Xn) ist definiert durch

X(i) = min{Xj : #{k : Xk ≤ Xj} ≥ i}, i = 1, . . . , n,

d.h. die Zufallsvariablen X(1) ≤ · · · ≤ X(n) sind die (punktweise) aufsteigend sortierten Werte der
Stichprobe (X1, . . . , Xn) . Zeige: Die Verteilungsfunktion FX(i) von X(i) ist gegeben durch

FX(i)(t) =
n∑
k=i

(
n

k

)
(F (t))k(1− F (t))n−k, i = 1, . . . , n.

1Der Bias (oder auch die Verzerrung) eines Schätzers θ̂ für θ ist definiert durch BIAS(θ̂) = E(θ̂ − θ)


