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Priifungsklausur zu Stochastik fiir Wiwi

Bearbeitungszeit: 120 Minuten.

Hilfsmittel: Ein beidseitig handbeschriebenes DIN-A4-Blatt, das ohne Hilfsmittel lesbar ist, ein nichtpro-
grammierbarer Taschenrechner.

Gesamtpunktzahl: 110, 100 Punkte entsprechen 100%.

1. Eine Urne enthélt 10 Kugeln. Davon sind 4 Kugeln rot und 6 Kugeln blau.

(a) Es werden zufillig drei Kugeln aus der Urne gezogen und die Anzahl der dabei gezogenen ro-
ten Kugeln notiert. Die gezogenen Kugeln werden nicht in die Urne zuriickgelegt. Berechne die
Wahrscheinlichkeit, dass dabei keine rote Kugel gezogen wurde und zeige so, dass sie iiber 10%
liegt.

(b) Es werden sieben Kugeln gezogen und nicht zuriickgelegt. Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit,
dass dabei keine rote Kugel gezogen wurde?

(c) Wieviele Kugeln miissen mindestens gezogen werden, damit die Wahrscheinlichkeit dabei keine
rote Kugel zu ziehen, kleiner als 5% ist? Wie in Aufgabe (a) werden die Kugeln nicht in die Urne
zuriickgelegt.

(84147 Punkte)

2. Die Zufallsvariable X beschreibt die Fahrzeit eines Busses der Linie 3 vom Hauptbahnhof zur Halte-
stelle Uni Siid in Minuten. Man geht davon aus, dass X normalverteilt ist, mit Erwartungswert 15
und Varianz 10.

(a) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass die Fahrt 18 Minuten oder weniger dauert.
(b) Bestimme die ldngste Zeitspanne ¢, so dass die Wahrscheinlichkeit, dass die Fahrzeit kiirzer als ¢

ist, weniger als 15% betrégt.

(847 Punkte)

3. Ein Wiirfel wird einmal geworfen. Es handelt sich um einen fairen Wiirfel, d. h. alle Seiten sind gleich
wahrscheinlich. Jede Seite ist mit einer anderen Farbe bedruckt: Je einmal rot, gelb, griin, blau, orange
und violett. Die Zufallsvariable X sei —3 wenn die rote Seite oben liegt, 3 wenn die blaue Seite oben
liegt und 0 sonst. Die Zufallsvariable Y sei 9, wenn rot oder blau gewiirfelt wird und ansonsten ebenfalls
0. In dieser Aufgabe soll exakt gerechnet werden (Briiche, nicht Runden).

b) Bestimme die Zahldichte von X.

(a) Bestimme die gemeinsame Zihldichte von X und Y.

(b)

(c) Bestimme die Z#hldichte von Y.

(d)
)

d
(e) Sind X und Y unabhingig? Begriinde Deine Antwort mathematisch.

Bestimme die Kovarianz von X und Y.

(5+242+5+1 Punkte)

4. Die Funktion f(z,y) := exp(—“%) “1[g,00) (%) - Ljg,00)(y) ist die Dichte des Zufallsvektors (X,Y)T.



(a) Bestimme die (Rand-)Dichten fx von X und fy von Y.
(b) Zeige, dass E(Y) = 2 gilt und bestimme Var(Y').
(c) Bestimme die Dichte fz der Zufallsvariable Z := X + Y.

(44-3+4 Punkte)

. Nach der Klausur wird ein Doping-Test durchgefiihrt. Die Wahrscheinlichkeit, dass der Test bei einer
gedopten Person positiv ist, betrigt 99,9%. Die Wahrscheinlichkeit, dass der Test bei einer nicht-
gedopten Person negativ ist, liegt bei 97,5%. Erfahrungsgeméfl kann man davon ausgehen, dass 2%
der kontrollierten Personen gedopt sind.

(a) Ein Test ist positiv. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass die zugehérige Person gedopt ist?
(b) Berechne den Prozentsatz der positiven Testergebnisse.
(646 Punkte)

. Die Zufallsvariable X hat die Zahldichte

0\ o\ 1—z*
(5" (1-%) falls x € {-1;0;1},
0 sonst.

mit 6 € (0,2). Es liegt eine Stichprobe X7, ..., X, zu dieser Z#hldichte vor.

(a) Stelle die Likelihood-Funktion auf und konstruiere mit der Maximum-Likelihood-Methode einen

Schétzer fiir 6.
(b) Durch T(Xy,...,Xp) = 230 X} — 531 X} ist ein Schétzer fiir 6 gegeben. Ist dieser
Schétzer asymptotisch erwartungstreu fiir 7 Begriinde Deine Antwort mathematisch.

(5 + 5 Punkte)

. Wihrend des Sommersemesters wird jede Woche der Tages-Stromverbrauch der Uni Ulm am Freitag
gemessen. Bei zehn Messungen ergab sich im Mittel ein Verbrauch von 5,5 MWh bei einer Stichpro-
benvarianz von 2,5. Man kann davon ausgehen, dass der tégliche Stromverbrauch an jedem Freitag
identisch normalverteilt und unabhéngig vom Verbrauch der anderen Tage ist.
Berechne ein 90%-Konfidenzintervall fiir den erwarteten Tagesbedarf.

(9 Punkte)

. In der Qualitdtskontrolle eines Lebensmittelkonzerns wird der Brennwert von Schokoriegeln in kJ
gemessen. Es ergaben sich folgende Werte:

2072 2044 2100 2016 2100 2128 2072 2044

Man kann davon ausgehen, dass die Messwerte normalverteilt sind, mit Erwartungswert p und Varianz
o2, AuBerdem wird vorausgesetzt, dass die Werte der acht Messungen unabhingig voneinander sind.

(a) Zeige, dass das Stichprobenmittel durch X = % - 2800 und die Stichprobenvarianz durch $? =

Tgoo - 28002 gegeben ist. Gib zusitzlich jeweils die Formel an, die verwandt wurde.
(b) Teste die Hypothese Hy : u < 2050 gegen Hj : > 2050 zum Signifikanzniveau « := 0,05.

(c) Teste die Hypothese Hy : 1 < 2050 gegen Hip : u > 2050 zum Signifikanzniveau « := 0,05, wenn
zusétzlich bekannt ist, dass die Standardabweichung ¢ = 36 betrigt.

(44444 Punkte)

. Wir betrachten die Zufallsvariablen U ~ U(0,1) und V := —In(v/T).

(a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass V' Werte auflerhalb von (—oo,0) annimmt? Begriinde
Deine Antwort mathematisch.

(b) Zeige, dass V' ~ Exp(\) gilt und bestimme den Parameter \.
(446 Punkte)



Wertetabelle zur Standardnormalverteilung

|

H

0,00

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0,06

0,07

0,08

0,09

0,0

0,5

0,50399

0,50798

0,51197

0,51595

0,51994

0,52392

0,5279

0,53188

0,53536

0,1

0,53983

0,5438

0,54776

0,55172

0,55567

0,55962

0,56356

0,56749

0,57142

0,57535

0,2

0,57926

0,58317

0,58706

0,59095

0,59483

0,59871

0,60257

0,60642

0,61026

0,61409

0,3

0,61791

0,62172

0,62552

0,6293

0,63307

0,63683

0,64058

0,64431

0,64303

0,65173

0,4

0,65542

0,6591

0,66276

0,6664

0,67003

0,67364

0,67724

0,68082

0,68439

0,68793

0,5

0,69146

0,69497

0,60847

0,70194

0,7054

0,70884

0,71226

0,71566

0,71904

0,7224

0,6

0,72575

0,72907

0,73237

0,73565

0,73891

0,74215

0,74537

0,74857

0,75175

0,7549

0,7

0,75804

0,76115

0,76424

0,7673

0,77035

0,77337

0,77637

0,77935

0,7823

0,78524

0,8

0,78814

0,79103

0,79389

0,79673

0,79955

0,80234

0,80511

0,80785

0,81057

0,81327

0,9

0,81594

0,81859

0,82121

0,82381

0,82639

0,82894

0,83147

0,83398

0,83646

0,83891

1,0

0,84134

0,84375

0,84614

0,84849

0,85083

0,85314

0,85543

0,85769

0,85993

0,86214

11

0,86433

0,8665

0,86864

0,87076

0,87286

0,87493

0,87698

0,879

0,881

0,88298

1,2

0,88493

0,88636

0,88877

0,89065

0,89251

0,89435

0,89617

0,89796

0,89973

0,00147

1,3

0,9032

0,0049

0,00658

0,90824

0,90988

0,91149

0,91309

0,91466

0,01621

0,91774

14

0,91924

0,92073

0,9222

0,92364

0,92507

0,92647

0,92785

0,92922

0,93056

0,93189

15

0,93319

0,93448

0,93574

0,93699

0,93822

0,93943

0,94062

0,94179

0,94295

0,94408

1,6

0,9452

0,9463

0,94738

0,94845

0,9495

0,95053

0,95154

0,95254

0,95352

0,95449

1,7

0,95543

0,95637

0,05728

0,05818

0,95907

0,95994

0,9608

0,96164

0,06246

0,96327

1.8

0,96407

0,96485

0,96562

0,06638

0,96712

0,96784

0,96856

0,96926

0,96995

0,97062

1,9

0,07128

0,07193

0,07257

0,9732

0,97381

0,07441

0,975

0,97558

0,07615

0,0767

2,0

0,97725

0,07778

0,97831

0,97882

0,97932

0,97982

0,0803

0,98077

0,08124

0,08169

2,1

0,08214

0,08257

0,083

0,98341

0,98382

0,08422

0,98461

0,085

0,08537

0,98574

2,2

0,9861

0,98645

0,08679

0,08713

0,08745

0,08778

0,98809

0,9884

0,9887

0,08899

2,3

0,98928

0,98956

0,98983

0,9901

0,99036

0,99061

0,99086

0,99111

0,99134

0,99158

2.4

0,9918

0,99202

0,99224

0,99245

0,99266

0,99286

0,99305

0,99324

0,99343

0,99361

2,5

0,99379

0,99396

0,99413

0,9943

0,99446

0,99461

0,99477

0,99492

0,99506

0,9952

2,6

0,99534

0,99547

0,9956

0,09573

0,99585

0,99598

0,99609

0,99621

0,99632

0,09643

2,7

0,99653

0,99664

0,99674

0,09683

0,09693

0,99702

0,99711

0,9972

0,09728

0,09736

2.8

0,99744

0,99752

0,9976

0,09767

0,99774

0,99781

0,09788

0,99795

0,99801

0,99807

2,9

0,09813

0,99819

0,09825

0,99831

0,99836

0,99841

0,99846

0,99851

0,09856

0,99861

3,0

0,99865

0,99869

0,99874

0,09878

0,99882

0,99886

0,99889

0,99893

0,09896

0,999

3,1

0,99903

0,99906

0,9991

0,99913

0,99916

0,99918

0,99921

0,99924

0,99926

0,99929

3,2

0,99931

0,99934

0,99936

0,99938

0,9994

0,99942

0,99944

0,99946

0,99948

0,9995

3,3

0,99952

0,99953

0,99955

0,99957

0,99958

0,9996

0,99961

0,99962

0,99964

0,99965

3,4

0,99966

0,99968

0,99969

0,9997

0,99971

0,99972

0,99973

0,99974

0,09975

0,99976

3,5

0,99977

0,99978

0,09978

0,09979

0,0998

0,99981

0,99981

0,99982

0,09983

0,09983

3,6

0,99984

0,99985

0,09985

0,09986

0,99986

0,09987

0,09987

0,99988

0,09988

0,09989

3,7

0,99989

0,9999

0,9999

0,9999

0,99991

0,99991

0,99992

0,99992

0,99992

0,99992

3,8

0,99993

0,99993

0,09993

0,99994

0,99994

0,99994

0,99994

0,99995

0,99995

0,99995

3,9

0,99995

0,99995

0,99996

0,09996

0,99996

0,99996

0,99996

0,99996

0,09997

0,99997

4,0

0,99997

0,99997

0,99997

0,99997

0,99997

0,99997

0,99998

0,99998

0,99998

0,99998

Erklarung: Die Tabelle enthilt auf fiinf Nachkommastellen gerundete Werte von ®(z), wobei 0 < z < 4,09 gilt und ®
die Verteilungsfunktion einer standardnormalverteilten Zufallsvariable ist. Um den passenden Wert zu finden, sucht
man in der ersten Spalte den Wert, der bis zur ersten Nachkommastelle z entspricht. Dann geht man bis zur Spalte
der zweiten Nachkommastelle von x nach rechts. Beispielsweise steht ®(0,12) in der zweiten Zeile und dritten Spalte:
®(0,12) ~ 0,54776. Fiir negative x verwendet man die Symmetrie der Verteilungsfunktion: Es gilt ®(—z) =1 — &(z).

Fiir z > 4,1 verwenden wir die Niherung ®(z) ~ 1.

Erstellt mit Hilfe der Software R, Version 1.40, siehe http://www.r-project.org
Vergleiche https://de.wikipedia.org/wiki/Tabelle_Standardnormalverteilung




Quantiltabelle zur {,-Verteilung

|| 065 | 0,825 0,9 0,95 | 0,975 [0,9875 ] 0,99 | 0,995 | 0,999 | 0,9995

6 || 0,4043 | 1,0133 | 1,4398 | 1,9432 | 2,4469 | 2,9687 | 3,1427 | 3,7074 | 5,2076 | 5,9588
7 || 0,4015 | 1,0014 | 1,4149 | 1,8946 | 2,3646 | 2,8412 | 2,9980 | 3,4995 | 4,7853 | 5,4079
8
9

0,3995 | 0,9925 | 1,3968 | 1,8595 | 2,3060 | 2,7515 | 2,8965 | 3,3554 | 4,5008 | 5,0413
0,3979 | 0,9858 | 1,3830 | 1,8331 | 2,2622 | 2,6850 | 2,8214 | 3,2498 | 4,2968 | 4,7809
10 || 0,3966 | 0,9804 | 1,3722 | 1,8125 | 2,2281 | 2,6338 | 2,7638 | 3,1693 | 4,1437 | 4,5869
11 || 0,3956 | 0,9761 | 1,3634 | 1,7959 | 2,2010 | 2,5931 | 2,7181 | 3,1058 | 4,0247 | 4,4370
15 || 0,3928 | 0,9647 | 1,3406 | 1,7531 | 2,1314 | 2,4899 | 2,6025 | 2,9467 | 3,7328 | 4,0728
16 || 0,3923 | 0,9627 | 1,3368 | 1,7459 | 2,1199 | 2,4729 | 2,5835 | 2,9208 | 3,6862 | 4,0150
19 | 0,3912 | 0,9582 | 1,3277 | 1,7291 | 2,0930 | 2,4334 | 2,5395 | 2,8609 | 3,5794 | 3,8834
20 | 0,3909 | 0,9570 | 1,3253 | 1,7247 | 2,0860 | 2,4231 | 2,5280 | 2,8453 | 3,5518 | 3,8495

Erklirung: Die Quantiltabelle enthilt auf vier Nachkommastellen gerundete Werte von F, !(z), wobei
x € {0,65;0,825;...;0,999;0,9995} gilt und F,, die Verteilungsfunktion der ¢-Verteilung mit n Freiheits-
graden (also der t,-Verteilung) ist. Um den passenden Wert zu finden, sucht man in der ersten Spalte die
korrekte Anzahl an Freiheitsgraden n. Dann geht man bis zur Spalte der gesuchten Wahrscheinlichkeit x
nach rechts. Beispielsweise steht F.- 1(0,95) (also das 95%-Quantil der t7-Verteilung) in der zweiten Zeile
und vierten Spalte: F{1(0,95) ~ 1,8946. Fiir den Fall € {0,001;0,01;0,025;0,05;0,1;0,35} verwendet man
die Symmetrie der Verteilungsfunktion: Es gilt F, }(1 — z) = —F, ().



