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Vorwort

Dieses Skript entstand aus dem Zyklus der Vorlesungen iiber Statistik, die ich in den Jahren
2005-2012 an der Universitidt Ulm gehalten habe. Dabei handelt es sich um die erste Einfithrung
in die Statistik, die durch die aufbauende Vorlesung Stochastik III ergénzt wird.

Dieses Skript gibt eine Ubersicht iiber die typischen Fragestellungen und Methoden der ma-
thematischen Statistik. Es stellt einen Versuch dar, einen Mittelweg zwischen praktisch orien-
tierten (aber mathematisch oft sehr diirftigen) Statistik-Monographien einerseits und trockenen
Bichern iiber die mathematische Statistik andererseits einzuschlagen. Ob es mir gelungen ist,
soll der Leser beurteilen.

Ich méchte gerne meinen Kollegen aus dem Institut fiir Stochastik, Herrn Prof. Volker
Schmidt und Herrn Dipl.-Math. Malte Spiess, fir ihre Unterstiitzung und anregenden Diskus-
sionen wihrend der Entstehung des Skriptes danken. Herr Tobias Brosch hat eine hervorragende
Arbeit beim Tippen des Skriptes und bei der Erstellung zahlreicher Abbildungen, die den Text
begleiten, geleistet. Dafiir gilt ihm mein herzlicher Dank.

Ulm, den 19.04.2012 Evgeny Spodarev
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1 Einfiihrung

1.1 Typische Fragestellungen, Aufgaben und Ziele der Statistik

Im alltéglichen Sprachgebrauch versteht man unter ,,Statistik“ eine Darstellung von Ergebnissen
des Zusammenzihlens von Daten und Fakten jeglicher Art, wie z.B. 6konomischen Kenngro-
Ben, politischen Umfragen, Daten der Marktforschung, klinischen Studien in der Biologie und
Medizin, usw.

Die mathematische Statistik jedoch kann viel mehr. Sie arbeitet mit Daten-Stichproben, die
nach einem bestimmten Zufallsmechanismus aus der Grundgesamtheit aller Daten, die in Folge
von Beobachtung, Experimenten (reale Daten) oder Computersimulation (synthetische Daten)
erhoben wurden. Dabei beschaftigt sich die mathematische Statistik mit folgenden Fragestel-
lungen:

1. Wie sollen die Daten gewonnen werden? (Design von Experimenten)

2. Wie sollen (insbesondere riesengrofie) Datensitze beschrieben werden, um die Gesetzmé-
Bigkeiten und Strukturen in ihnen entecken zu kénnen? (Beschreibende (deskriptive) und
explorative Statistik)

3. Welche Schliisse kann man aus den Daten ziehen? (SchlieBende oder induktive Statistik)

Statistik

Design von Experimenten‘ | Beschreibende Statistik|  |Schliefende Statistik |

In dieser einfithrenden Vorlesung werden wir Teile der beschreibenden und schliefenden Sta-
tistik kennelernen, wobei die Datenerhebung aus Platzgriinden ausgelassen wird. Die Arbeits-
weise eines Statistikers sieht folgendermafien aus:

1. Datenerhebung

2. Visualisierung und beschreibende Datenanalyse

3. Datenbereinigung (z.B. Erkennung fehlerhafter Messungen, Ausreifiern, usw.)
4. Ezplorative Datenanalyse (Suche nach Gesetzméafigkeiten)

5. Modellierung der Daten mit Methoden der Stochastik

6. Modellanpassung (Schatzung der Modellparameter)

7. Modellvalidierung (wie gut war die Modellanpassung?)
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Pflanze 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

rund | 45 27 24 19 32 26 88 22 28 25

kantig | 12 8 7 10 11 6 24 10 6 7
Verhéltnis ...:1 |38 34 34 19 29 43 3,7 22 4,7 3,6

Tab. 1.1: Ergebnisse fiir die 10 Pflanzen des ersten Versuchs von Mendel

8. Schlieffende Datenanalyse:

e Konstruktion von Vertrauensintervallen (Konfidenzintervallen) fiir Modellparameter
und deren Funktionen,

o Tests statistischer Hypothesen,

e Vorhersage von Zielgrofien (z.B. auf Basis modellbezogener Computersimulation).

Uns werden in diesem Vorlesungsskript vor allem die Arbeitspunkte 2), 4)-6) und 8) beschaf-
tigen.

Beispiel 1.1.1
Nachfolgend geben wir einige typische Fragestellungen der Statistik an Beispielen von Daten-
satzen:

1. Statistische Herleitung von Grundsdtzen der biologischen Evolution (Mendel, 1865):

Es wurden Nachkommen von zwei Erbsensorten, die sich in der Samenform unterscheiden,
geziichtet: die erste Sorte hat runde, die zweite kantige Erbsen. Johann Gregor Mendel
hat festgestellt, dass sich runde Samen dominant vererben. Dabei werden bei einer Be-
stdubung von Pflanzen der einen Sorte mit Pollen der anderen alle Nachkommen runde
Samen zeigen, die genetisch heterozygot sind, d.h., beide Allele aufweisen. Kreuzt man
diese hybriden Pflanzen, so zeigen sie runde und kantige Samen im Verhéltnis 3 : 1
(Spaltungs- und Dominanzregeln von Mendel). Bei der statistischen Uberpriifung seiner
Vermutungen erhielt Mendel 5475 runde und 1850 kantige Samen, die somit im Verhéltnis
2,96 : 1 stehen. In der Tabelle 1.1 sind Ergebnisse fiir die ersten 10 Pflanzen gezeigt. Man
sieht, dass das oben genannte Verhéltnis zuféllig um 3 : 1 schwankt. Durch die Bildung
des Mittels iiber das Gesamtkollektiv der Daten wird die GesetzméaBigkeit 3 : 1 gefunden
(explorative Statistik).

2. Kreditwirdigkeit bei Kreditvergabe

Die Banken sind offensichtlich daran interessiert, Bankkredite an Kunden zu vergeben,
die in der Zukunft solvent bleiben, also die Kreditraten regelméfig zuriickzahlen kénnen.
Um die Kreditwiirdigkeit zu iiberpriifen, werden Umfragen gemacht, wobei die Antworten
unter anderem in folgenden Variablen kodiert werden:

e X; Laufendes Konto bei der Bank (1 = nein, 2 = ja und durchschnittlich gefiihrt,
3 = ja und gut gefiihrt)

e X5 Laufzeit des Kredits in Monaten
e X3 Kredithohe in €
e X, Riickzahlung fritherer Kredite (gut/ schlecht)
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Y

X1: laufendes Konto 1 0
nein 45,0 19,9
gut 15,3 49,7
mittel 39,7 30,2

X3: Kredithohe in € 1 0
0<...<500 1,00 2,14
500 < ... <1000 11,33 9,14
1000 < ... <1500 17,00 19, 86
1500 < ... < 2500 19,67 24,57
2500 < ... < 5000 25,00 28,57
5000 < ... < 7500 11,33 9,71
7500 < ... < 10000 6,67 3,71
10000 < ... < 15000 7,00 2,00
15000 < ... < 20000 1,00 0,29

X4: Frithere Kredite 1 0
gut 82,33 94, 85
schlecht 17,66 5,15

X5: Verwendungszweck 1 0
privat 57,53 69, 29
beruflich 42,47 30,71

Tab. 1.2: Lernstichprobe zur Vergabe von Krediten

o X5 Verwendungszweck (privat / geschéftlich)
e X Geschlecht (weiblich / méannlich)

Um an Hand eines ausgefiillten Fragebogens wie diesem eine Entscheidung tiber die Ver-
gabe des Kredits treffen zu kénnen, werden Lernstichproben herangezogen, bei denen das
Ergebnis Y der erfolgten Kreditvergabe bekannt ist. Dabei bedeutet Y = 0 gut und Y =1
schlecht. Betrachten wir eine solche Stichprobe einer siiddeutschen Bank, die 1000 Umfra-
gebogen umfasst. Dabei sind 700 kreditwiirdig und 300 davon nicht kreditwiirdig gewesen.
Die Tabelle 1.2 zeigt Prozentzahlen dieses Datensatzes fiir ausgewahlte Merkmale X;.
Dabei ist es moglich, mit Hilfe statistischer Methoden (Regression) eine Kreditentschei-
dung bei einem Kunden an Hand dieser Lernprobe automatisch treffen zu kénnen. Dieser
Vorgang wird manchmal auch ,statistisches Lernen® genannt. Fragestellungen wie diese
werden erst in Stochastik III (verallgemeinerte lineare Modelle) behandelt.

3. Korrosion von Legierungen

In diesem Beispiel wurde der Korrosionsgrad einer Kupfer-Nickel-Legierung in Abhén-
gigkeit ihres Eisengehalts untersucht. Dazu wurden 13 verschiedene Rader mit dieser
Legierung beschichtet und 60 Tage lang in Meerwasser gedreht. Danach wurde der Ge-
wichtsverlust in mg pro dm? und Tag bestimmt. Aus dem Bild 1.1 ist zu sehen, dass die
Korrosion in Abhéngigkeit vom Eisengehalt linear abnimmt. Mit statistischen Methoden
(einfache lineare Regression) kann die Geschwindigkeit dieser Abnahme geschétzt werden.
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Korrosion
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Abb. 1.1: Korrosion von Kupfer-Nickel-Legierung

1.2 Statistische Merkmale und ihre Typen

Die Daten, die zur statistischen Analyse vorliegen, kénnen eine oder mehrere interessierende
Groflen (die auch Variablen oder Merkmale genannt werden) umfassen. Thre Werte werden
Merkmalsauspragungen genannt. In dem nachfolgenden Diagramm werden mdogliche Typen der
statistischen Merkmale gegeben.

Statistische Merkmale

[ nominal ] [ ordinal ] [ diskret J [ stetig ]

Diese Typen entstehen in Folge der Klassifikation von Wertebereichen (Skalen) der Merkmale.
Dennoch ist diese Einteilung nicht vollstdndig und kann bei Bedarf erweitert werden. Man un-
terscheidet qualitative und quantitative Merkmale. Quantitative Merkmale lassen sich inhaltlich
gut durch Zahlen darstellen (z.B. Kredithohe in €, Koérpergewicht und Korpergrofie, Blutdruck
usw.). Sie konnen diskrete oder stetige Wertebereiche haben, wobei diskrete Merkmale isolier-
te Werte annehmen konnen (z.B. Anzahl der Schidden eines Versicherers pro Jahr). Stetige
Wertebereiche hingegen sind iiberabzéhlbar. Dennoch liegen in der Praxis stetige Merkmale in
gerundeter Form vor (z.B. Koérpergrofle auf cm gerundet, Geldbetriage auf € gerundet usw.).
Im Gegensatz zu den quantitativen Merkmalen sind die Inhalte der qualitativen Merkmale,
wie z.B. Blutgruppe (0, A, B und AB) oder Familienstand (ledig, verheiratet, verwitwet),




1 Einfiihrung )

nicht sinnvoll durch Zahlen darzustellen. Sie kénnen zwar formell mit Zahlen kodiert werden
(z.B. bei Blutgruppen 0 =0, A =1, B =2, AB = 3), aber solche Kodierungen stellen keinen
inhaltlichen Zusammenhang zwischen Ausprigungen und Zahlen-Codes dar sondern dienen
lediglich der besseren Identifikation der Merkmale auf einem Rechner. Es ist insbesondere
unsinnig, Mittelwerte und dhnliches von solchen Codes zu bilden.

Ein qualitatives Merkmal mit nur 2 Auspragungen (z.B. ménnlich / weiblich, Raucher /
Nichtraucher) heifit alternativ. Ein qualitatives Merkmal kann ordinal (wenn sich eine natiirli-
che lineare Ordnung in den Merkmalsausprigungen finden lésst, wie z.B. gut / mittel / schlecht
bei Qualitdtsbewertung in Umfragen oder sehr gut / gut / befriedigend / ausreichend / mangel-
haft / ungentigend bei Schulnoten) oder nominal (wenn eine solche Ordnung nicht vorhanden
ist) sein. Beispiele von nominalen Merkmalen sind Fahrzeugmarken in der KFZ-Versicherung
(z.B. BMW, Peugeot, Volvo, usw.) oder Fiihrerscheinklassen (A, B, C, ...). Datenmerkmale
kénnen auch mehrdimensionale Auspriagungen haben. In dieser Vorlesung behandeln wir je-
doch hauptséchlich eindimensionale Merkmale.

1.3 Statistische Daten und Stichproben

Aus den obigen Beispielen wird klar, dass ein Statistiker mit Datensétzen der Form (x4, ..., x,)
arbeitet, wobei die Einzeleintréige ; aus einer Grundgesamtheit G C R¥ stammen, die hypothe-
tisch unendlich grof} ist. Der vorliegende Datensatz (1, ..., x,) wird auch (konkrete) Stichprobe
von Umfang n genannt. Die Menge B aller potentiell moglichen Stichproben bezeichnen wir als
Stichprobenraum und setzen zur Vereinfachung der Notation B = R*”. In diesem Skript werden
wir meistens die univariate statistische Analyse (also k = 1, ein eindimensionales Merkmal) be-
treiben. In der beschreibenden Statistik arbeitet man mit Stichproben (z1,..., ;) und ihren
Funktionen, um diese Daten visualisieren zu kénnen. Fiir die Aufgabe der schliefenden Statistik
jedoch reicht diese Datenebene nicht mehr aus. Daher wird die zweite Ebene der Betrachtung
eingefithrt, die sogenannte Modellebene. Dabei wird angenommen, dass die konkrete Stichpro-
be (z1,...,zy) eine Realisierung eines stochastischen Modells (X7,..., X)) darstellt, wobei
X1, ..., X, (meistens unabhéngige identisch verteilte) Zufallsvariablen auf einem (nicht ndher
spezifizierten) Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) sind. Diese Zufallsvariablen X;, i=1,...,n
konnen als konsequente Beobachtungen eines Merkmals interpretiert werden. In Bsp. 1.1.1, 1)
z.B. die Erbsenform mit

{0, falls Erbse i rund, ,
i = 1=1,...,n.

1, falls Erbse i eckig,

Der Vektor (X1,...,X,) wird dabei Zufallsstichprobe genannt. Man setzt weiter voraus, dass
EX? < oo Vi=1,...,n, damit man von der Varianz Var X; der Einzeleintriige sprechen kann.
Es wird auBerdem angenommen, dass ein w € € existiert, sodass X;(w) =x; Vi=1,...,n. Sei
F' die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X;. Eine der wichtigsten Aufgaben der Statistik
ist die Bestimmung von F' (man sagt, ,Schitzung von F“) aus den konkreten Daten (x1, ..., zy).
Dabei konnen auch Momente von F' und ihre Funktionen (Erwartungswert, Varianz, Schiefe,
usw.) von Interesse sein.
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1.4 Stichprobenfunktionen

Um die obigen Aufgaben erfiillen zu koénnen, braucht man gewisse Funktionen ¢ : R" —
R™, m € N auf dem Stichprobenraum, die diese Stichprobe bewerten.

Definition 1.4.1
FEine Borel-messbare Abbildung ¢ : R™ — R™ heifit Stichprobenfunktion. Wenn man auf der
Modellebene mit einer Zufallsstichprobe (X7, ..., X)) arbeitet, so heifit die Zufallsvariable

o(X1,..., Xn)

eine Statistik. In der Schétztheorie spricht man dabei von Schétzern und bei statistischen Tests
wird ¢(X1,...,X,) Teststatistik genannt.

Beispiele fir Stichprobenfunktionen sind unter anderen das Stichprobenmittel
_ 1 &
Tn=—>) x,
n n ; 7

die Stichprobenvarianz

und die Ordnungsstatistiken
L) ST S .S Ty,

die entstehen, wenn man eine Stichprobe, die aus quantitativen Merkmalen besteht, linear ord-
net (:L'(l) =Mmij=1__nTi- -, T(n) = MAXj=1_n x;). Weitere Beispiele und ihre Charakteristiken
werden in Kapitel 2 gegeben.
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Sei eine konkrete Stichprobe (zi,...,x,), x; € R gegeben, wobei die z; als Realisierungen

der Zufallsvariablen X; 2 X mit Verteilunfsfunktion F interpretiert werden kénnen.

2.1 Verteilungen und ihre Darstellungen

In diesem Abschnitt werden wir Methoden zur statistischen Beschreibung und grafischen Dar-
stellung der (unbekannten) Verteilung F' betrachten.

2.1.1 Haufigkeiten und Diagramme

Falls das quantitative Merkmal X eine endliche Anzahl von Auspridgungen {ai,...,a;}, a1 <
as < ... < ay, besitzt, also
P(X € {ai,...,ax}) =1,

dann kann eine Schétzung der Zahldichte p; = P(X = a;) von X aus den Daten (z1,...,z,)
grafisch dargestellt werden. Ahnliche Darstellungen sind fiir die Dichte f(x) von absolut ste-
tigen Merkmalen X moglich, wobei ihr Wertebereich C sich in k Klassen aufteilen lésst:
(ci—1,¢i], i = 1,...,k, wobei cg = —o0, ¢1 < ... < €1, ¢ = 00 ist. Dann kann die
Zahldichte p; = P(X € (ck—1,ck]) gegeben durch

pZ:/Z f(.’IJ)dJJZ, i=0,...,k
Ci—1

betrachtet werden.

Definition 2.1.1

1. Die absolute Haufigkeit von Merkmalsauspragung a; bzw. Klasse (¢;—1,¢], i=1,...,k
ist n, =#{x;,j=1,...,n:2;=a;} baw. n; = #{xj, j=1,...,n: xj € (¢i—1,¢]}.

2. Die relative Hdaufigkeit von Merkmalsauspragung a; bzw. Klasse (¢;—1,¢;] ist f; = n;/n,
i=1,...,k.

Es gilt offensichtlich n = Zle n;, 0<f; <1, Zle fi = 1. Die absoluten und relativen
Héufigkeiten werden oft in Haufigkeitstabellen zusammengefasst. Zu ihrer Visualisierung dienen
so genannte Diagramme. Es wird grundsétzlich zwischen Histogrammen und Kreisdiagrammen
unterschieden.

L. Histogramme werden gebildet, indem man die Paare (a;, f;) (bzw. (1/2(c1 + (1)), f1),
(1/2(cic1+¢i), fi), i =2,..., k=1, (1/2(ck—1 + (), fi) im absolut stetigen Fall, wobei
hier die Bezeichnung a; = 1/2(c;—1 + ¢;) verwendet wird und Ty < c1,  Tap) > k-1
angenommen wird.) auf der Koordinatenebene (z,y) folgendermaflen auftragt:

e Stabdiagramm: f; wird als Hohe des senkrechten Strichs iiber a; dargestellt:
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(/R
fa T
T | |
! >
0 a; az as . aj X

e Sdulendiagramm: genauso wie ein Stabdiagramm, nur werden Striche durch Sdulen
der Form (c¢;_1, ¢;] X f; ersetzt, wobei im diskreten Fall die Aufteilung der reellen Ach-
se —o0o =c¢p < ] <cg<...<cp1 <cp = o0 in Intervalle beliebig vorgenommen
werden kann.

y 'y
for
fir
0 ciraicoasczascs ... CLAKCE+1 T

e Balkendiagramm: genauso wie Sdulendiagramm, nur mit vertikalen statt horizontaler
x-Achse.

C4
as T

a2
C2
ar T

0 fi fo oy

2. Kreisdiagramme (Tortendiagramme):
Ein Kreis wird in Segmente mit Offnungswinkel «; eingeteilt, die proportional zu f; sind:
041':271"}0@‘, i:1,...,n.
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N/

3. Stamm-Blatt-Diagramme (stem-leaf display):

Diese werden heutzutage relativ selten und nur fiir kleine Datensétze verwendet. Dabei
arbeitet man mit Stichprobenwerten, die auf ganze Zahlen gerundet sind. Sei (x1, ..., 2z,)
eine Stichprobe von solchen Werten, die Auspriagungen eines quantitativen Merkmals sind.
Zunachst teilt man den Wertebereich [x(l), x(n)] in Klassen gleicher Breite 10¢, d € N,
wobei jede Klasse mit den ersten Ziffern der dazugehorigen Beobachtungen markiert wird.
Zum Beispiel, wenn die Klasseneinteilung so aussieht

100 200 300 ... 700

werden die Klassen [100(¢7 — 1), 100¢) mit den Zahlen ¢ markiert und auf der y-Achse wie
folgt aufgetragen:

y A

113378

921 24455579

31 45

41 1113355566668
71178

Auf diese Weise wird der Stamm des Baumes festgelegt. In jeder Klasse ordnet man
Beobachtungen ihrer Grofle nach und rundet sie auf die Stelle, die nach der gewédhlten
Genauigkeit des Stammes folgt. Als Beispiel erhdlt man aus 127 — 130, aus 652 — 650
usw. und trigt diese Beobachtungen als Blétter des Baums horizontal ihrer Reihenfolge
nach als 3 in Klasse 1 und 5 in Klasse 6 auf. Dabei darf man nicht vergessen, die Einheit
zu notieren: 1/3 = 130, um sich das Riickrechnen zu ermoglichen. Bei der Wahl der
Klassenanzahl m hélt man sich an die Faustregel m ~ 10log;yn, um einerseits den
Dateverlust durch das unnétige Runden zu minimieren und andererseits das Diagramm
so iibersichtlich wie moglich zu halten.

Bemerkung 2.1.1

Die in Abschnitt 2.1.1 betrachteten Methoden dienen der Visualisierung von (Zahl-) Dichten der
Verteilung eines beobachteten Merkmals X. Aus dem Histogramm kann z.B. die Interpretation
der Form der Dichte abgelesen werden:
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Abb. 2.1: Das Histogramm der Daten mit einer rechtssteilen (linksschiefen), symmetrischen
und linkssteilen (rechtsschiefen) Verteilung und ihre Dichte.

Ist die zugrundeliegende Verteilung F'x symmetrisch bzw. linkssteil (rechtsschief) oder rechts-
steil (linksschief) (vgl. Abb. 2.1) oder ist sie unimodal (d.h. eingipflig), bimodal (d.h. mit 2
Gipfeln) oder multimodal (also mit mehreren Gipfeln) (vgl. Abb. 2.2).

Abb. 2.2: Histogramm der Daten mit der Dichte einer unimodalen, bimodalen und multimoda-
len Verteilung

2.1.2 Empirische Verteilungsfunktion

Es sei eine konkrete Stichprobe (z1,...,x,) gegeben, die eine Realisierung des statistischen
Modells (X1, ..., X,) ist, wobei X1, ..., X,, unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen mit
Verteilungsfunktion Fx : X; Ix~F 'x sind. Wie kann die unbekannte Verteilungsfunktion
Fx aus den Daten (x1,...,x,) rekonstruiert (die Statistiker sagen , geschétzt*) werden? Dies
ist mit Hilfe der sogenannten empirischen Verteilungsfunktion moglich:

Definition 2.1.2
1. Die Funktion Fn(:c) =#{x;: x;<z,i=1,...,n}/n, Vz € R heilit empirische Vertei-
lungsfunktion der konkreten Stichprobe (x1,...,x,). Dabei gilt F, : R*1 — [0,1], weil
Fo(x) =p(x1,...,2Tn, ).

2. Die mit z € R indizierte Zufallsvariable F,, : Q@ x R — [0, 1] heiit empirische Verteilungs-
funktion der Zufallsstichprobe (Xy,...,X,), wenn

A

- 1
Fo(z,w) = F,(z) = E#{Xi’i: 1,...,n: Xj(w) <z}, zeR.
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Aquivalent zur Definition 2.1.2 kann man

schreiben, wobei

Es gilt
L, =>4,
Fn(x): %a x(i)§x<x(i+l)a =1, ,n—1,
0, z< (1)

fiir Ty <Te) <...<Ip).

Dabei ist die Hohe des Sprungs an Stelle x(;) gleich der relativen Héufigkeit f; des Wertes
z(y. Falls z() = x4 fiir ein 4 € {1,...,n}, so tritt der Wert i/n nicht auf. In Abbildung
2.3 sieht man, dass E, (z) eine rechtsstetige monoton nichtfallende Treppenfunktion ist, fir die

Fn A
14 —
fm)
Jin-1) ]
o—p7
)—"‘ :
f3
Rl
f1
Ty TE) TE) r

Abb. 2.3: Eine typische empirische Verteilungsfunktion

F,(x) T 0, Fo(z) =2 Leilt,
Ubungsaufgabe 2.1.1
Zeigen Sie, dass F,(x) eine Verteilungsfunktion ist.
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2.2 Beschreibung von Verteilungen

MaBzahlen einer Stichprobe

VAN

LagemaBe Streuun smaBe Konzentrations- MaBe fiir Schiefe
° ¥ maBe und Wélbung
Es sei eine konkrete Stichprobe (x1,...,z,) gegeben. Im Folgenden werden Kennzahlen (die

sogenannten Mafle) dieser Stichprobe betrachtet, welche die wesentlichen Aspekte der der Stich-
probe zugrundeliegenden Verteilung wiedergeben:

1. Wo liegen die Werte x; (Mittel, Ordnungsstatistiken, Quantile)? =—> Lagemafle
2. Wie stark streuen die Werte z; (Varianz) = Streuungsmafie

3. Wie stark sind die Werte x; in gewissen Bereichen von R konzentriert = Konzentrati-
onsmafle

4. Wie schief bzw. gewolbt ist die Verteilung von X = Mafle fiir Schiefe und Wélbung

2.2.1 LagemaBe

Man unterscheidet folgende wichtige Lagemafe:

e Mittelwerte: Stichprobenmittel (arithmetisch), geometrisches und harmonisches Mittel,
gewichtetes Mittel, getrimmtes Mittel

e Ordnungsstatistiken und Quantile, insbesondere Median und Quartile
e Modus
Betrachten wir sie der Reihe nach:
1. Mittelwertbildung: Seit der Antike kennt man mindestens 3 Arten der Mittelberechnung
von n Zahlen (z1,...,xy,):
o arithmetisch: Tp, =1/n> 0" x;, Vri,...,2, €R,

o geometrisch: x§ = /x1 - .. xn, X1,...,Tn >0,
-1
e harmonisch: z!' = (l/n Yoy :ri_l) y Xly...,Tp F0.

a) Das arithmetische Mittel wird in der Statistik am meisten benutzt, weil es keine
Voraussetzungen iiber den Wertebereich von x1, ..., z, braucht. Es wird auch Stich-
probenmittel genannt. Offensichtlich ist Z, ein Spezialfall des sogenannten gewich-
teten Mittels zl¥ = Y7, w;z;, wobei fur die Gewichte w; > 0 Vi = 1,...,n und
o, w; = 1 gilt. Als eine natiirliche Gewichtewahl kommt w; =1/n, Vi=1,...,n
bei einer konkreten Stichprobe (z1, ..., z,) in Frage. Die Summe aller Abweichungen
von T, ist Null, denn >0 (z; — Z,,) = n&, — nx, = 0, d.h. z,, stellt geometrisch
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den Schwerpunkt der Werte x; dar, falls jedem Punkt eine Einheitsmasse zugeordnet
wird. Wenn es in der Stichprobe grofie Ausreifler gibt, so beeinflussen sie das Stich-
probenmittel entscheident und erschweren so die objektive Datenanalyse. Deshalb
verwendet man oft die robuste Version des arithmetischen Mittels, das sogenannte
getrimmte Mittel:

*) 1 n—k
~(k)
Ty~ = n— 2k i§1$(2)7

bei dessen Berechnung die k kleinsten und k grofiten Ausreifler ausgelassen werden,
wobei k < n/2.

Das geometrische Mittel wird hauptséchlich bei der Beobachtung von Wachstums-
und Zinsfaktoren verwendet. Sei z; = B;/B;—1, i=1,...,n der Wachstumsfaktor
des Merkmals B;, das in den Jahren ¢ = 1,...,n beobachtet wurde (z.B. Inflations-
faktor). Dann ist B, = By - x1 - ..., und somit wire der Zins im Jahre n

BZ:Bo.’Elxn:BQ(%%)n

Fir das geometrische Mittel gilt

1 & 1 &
log 9 = - Zlogazi <log <nzzlx,>

i=1
wegen der Konkavitdt des Logarithmus, d.h. logzy = logx, < logZ, und somit
xd < &, wobei ¢ = I, genau dann, wenn x; = ... = .

Das harmonische Mittel wird bei der Ermittlung von z.B. durchschnittlicher Ge-
schwindigkeiten gebraucht.

Beispiel 2.2.1

Seien z; Geschwindigkeiten mit denen Bauteile eine Produktionslinie der Lénge [
durchlaufen. Die gesamte Bearbeitungszeit ist [/x1 + ... 4+ l/z, und die Durch-
schnittslaufgeschwindigkeit

ot
ey + ...+ 1/x, "

Esgiltx(l)gxﬁgmﬁlgfngx(n) firz; >0,i=1,...,n.

Ubungsaufgabe 2.2.1
Beweisen Sie diese Relation per Induktion bzgl. n.

2. Ordnungsstatistiken und Quantile

Definition 2.2.1
Die Ordnungsstatistiken x@;y, @ = 1,...,n der Stichprobe (1,...,xy) sind durch die
messbare Permutation ¢(z1,...,x,) gegeben, so dass

zgy =min{z;: #{k: 2y <23} >4}, Vi=1,...,n.

Somit gilt x(1) < xp) < ... < x(y). Dieselbe Definition kann auch auf der Modellebene
gegeben werden.
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Definition 2.2.2

a) Sei nun X die Zufallsvariable, die das Merkmal modelliert. Sei F'x ihre Verteilungs-
funktion. Die verallgemeinerte Inverse von F'x, definiert durch

Fy'l(y) =inf{z: Fx(x) 2y}, ye[0,1],
heiBt Quantilfunktion von Fx bzw. X. Es gilt F;' : [0,1] — R U {+o0}. Die Zahl
Fil(@), a €0,1] wird a-Quantil von Fx genannt.
b) e Fy'(0,25) heiBt unteres Quartil,
° Fgl(O, 75) hei3t oberes Quartil,
o F1(0,5) heift der Median der Verteilung von X.
Zwischen Ordnungsstatistiken und Quantilen besteht ein enger Zusammenhang. So bedeu-
tet F' );l(a) , a€(0,1),dass ca. a-100% aller Merkmalsauspréagungen in der Stichprobe
(21,...,2,) unter F5'(a) und ca. (1 — «) - 100% iiber Fi'(a) liegen (im absolut steti-

gen Fall). Insbesondere gilt Fy'(a) ~ T(|na)), deshalb werden Ordnungsstatistiken auch
empirische Quantile genannt. Dabei ist x, definiert als

€T, = {x([na]Jrl) ’ no ¢ N )
1/2(2 (fna)) + T(jnal+1)) » no €N

Dies ist die allgemeine Definition des empirischen a-Quantils.

Der empirische Median ist
Tyt ) n ungerade
2
Tmed =
1
slxiy +2/, n gerade.
2( (3) (2+1)) e

Somit sind mindestens 50% aller Stichprobenwerte kleiner gleich und 50% grofler gleich
Tmed- Der Median ist ein Lagemaf}, das ein robuster Ersatz fiir den Mittelwert darstellt,
denn er ist bzgl. Ausreiffern in der Stichprobe nicht sensibel.

Die oben genannten Statistiken werden in einem Boz-Plot zusammengefasst und grafisch

dargestellt:
interquartiler Abstand
}7 D 4{ O a®» e)
Tmin = T(1) 0,25 Tmed 0,75 0,95  Tmaz = T(n)

Manchmal werden z() und T(n) durch zg o5 und zg g5 ersetzt. Die restlichen Werte werden
dariiber hinaus als Einzelpunkte auf der xz-Achse abgebildet. Dann liegt ein sogenannter
modifizierter Boz-Plot vor.
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3. Modus: Sei (x1, ..., x,) eine Stichprobe, die aus n unabhéngigen Realisierungen des Merk-
mals X besteht. Sei (p(z)) f(x) die (Zahl-) Dichte von X, wobei die Verteilung von X
undimodal ist.

Definition 2.2.3

a) Der Wert x,,,¢ = argmax f(z) (argmax p(z)) wird der Modus der Verteilung von X
genannt (vgl. Abb. 2.4).

b) Empirisch wird &,,,,q4 als W fiir m = argmax f; definiert, also als die Mitte des
Intervalls mit der grofiten Haufigkeit des Vorkommens in der Stichprobe, falls dieser
eindeutig bestimmbar ist.

0 Tmod T

Abb. 2.4: Veranschaulichung des Modus

Den Mittelwert Z,,, Median ;¢ und Modus x,,,q kann man auch wie folgt definieren:

n
Tp = argminZ(:ﬁi —xz)?
zeR i=1

n

Tmed = arg min E |x; — x|
z€R i=1

Tmod = c’"%ﬂm, wobei m = argmin;_; > I(z; ¢ (cj-1,¢5])

90

Ubungsaufgabe 2.2.2
Zeigen Sie die Aquivalenz der oben genannten Definitionen des Mittelwerts z,, Medians
Tmeq Und des Modus 2,4 zu den bekannten Definitionen.

Die Grolen Ty, Timeq und Zyoq konnen auch zur Beschreibung der Symmetrie einer unimo-
dalen Verteilung F'x von Daten (x1,...,x,) verwendet werden, da

e bei symmetrischen Verteilung Fx gilt Z,, & Tmed &~ Tmod
e bei linkssteilen Verteilung Fy gilt Zip0d < Tmed < Tn

e bei rechtssteilen Verteilung F'x gilt Z,, < Tymed < Tmod-



16 2 Beschreibende Statistik

2.2.2 Streuungsmale

Bekannte Streuungsmafle einer konkreten Stichprobe (z1,...,z,) sind die folgenden Grofien:

o Spannweite T () — T(1),

e empirische Varianz 52 = Tll " (2 — Tp)?,

r )2 — _n 32
e Stichprobenvarianz s% = 5 S (x; — Tn)? = 1452,

e empirische Standardabweichungen s, = \/E, Sp = \/5>2

n’

e empirischer Variationskoeffizient v, = sy /Zn, falls Z,, > 0.

Die Spannweite zeigt die mazimale Streuung in den Daten, wobei sich die empirische Varianz
mit der mittleren quadmtisch@n Abweichung vom Stichprobenmittel auseinandersetzt. Hier sind
einige Eigenschaften von 52 (bzw. s2, da sie sich nur durch einen Faktor unterscheiden):

Lemma 2.2.1

1. Fiir jedes b € R gilt

n n

2. Transformationsregel:

Falls die Daten (x1,...,,) linear transformiert werden, d.h. y; = az; +b,a # 0, b € R,

dann gilt
2 _ 22 - -
Spy = A 8, 4 bzw. Sny = la|sng,
wobei
1 & 1<
2 — 2 2 = 2
TR SRS T e
i=1 i=1

Beweis 1. Es gilt:

=1 =1

= (@i —2n)?+2) (xi— ) (Tn—b)+ D _(Zn —b)°
=1 =1 =1

= (@i — 0)? +2(Tp — ) - > (2 — &) +n(Ty — b)*, VbER.
i=1 i=1
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2. Es gilt:

) 12 - a’ B _
Si,y = E Z(amz +b—ax, — b)2 = ; Z(l’z - l‘n)2 = CLZSZ,m :
i=1 i=1

O

Der Skalierungsunterschied zwischen 52 und s2 ist den Eigenschaften der Erwartungstreue
von s2 zu verdanken, die spiter im Laufe dieser Vorlesung behandelt wird, und besagt, dass
fiir eine Zufallsstichprobe (X1, ..., X,,) mit X; unabhingig identisch verteilt, X; ~ X, Var X =

o2 € (0,00) gilt Es?2 = o2, wobei E52 = %02 — o2. Das heifit, wihrend bei der Verwendung
n o
2

2 zur Schitzung von o2 kein Fehler ,im Mittel“ gemacht wird, ist diese Aussage fiir 52
nur asymptotisch (fiir grofie Datenmengen n) richtig.

Aufgrund von >7* (x; — zp,) = 0 ist z.B. z, — &y, durch z; — z,, i = 1,...,n — 1 bestimmt.
Somit verringert sich die Anzahl der Freiheitsgrade in der Summe Y7 (x; — Z,)? um 1 und
somit scheint die Normierung ﬁ plausibel zu sein.

Die Standardabweichungen s, und s, werden verwendet, damit man die selben Einheiten (und
nicht ihre Quadrate, also z.B. Euro und nicht EuroQ) erhélt. Fiir normalverteilte Stichproben
(X ~ N(p,0?)) liefert 5, auch die ,k-Sigma-Regel“ (vgl. Vorlesung WR), die besagt, dass in
den Intervallen

von s

[T, — Sn, Tn + Sn] ca. 68% ,
[Ty, — 28p, T, + 255, ca. 95%,
[Ty, — 3Sp, T, + 354 ca. 99%

aller Daten liegen.
Der Vorteil vom empirischen Variationskoeffizienten ist, dass er majfSstabsunabhdngig ist und
somit den Vergleich von Streuungseigenschaften unterschiedlicher Stichproben zulésst.

2.2.3 KonzentrationsmaBe

Insbesondere in den Wirtschaftswissenschaften interessiert man sich oft fiir die Konzentration
von Merkmalsauspragungen in der Stichprobe, z.B. wie sich das Familieneinkommen einer de-
mographischen Einheit auf unterschiedliche Einkommensbereiche (Vielverdiener, Mittelstand,
Wenigverdiener) aufteilt, oder wie sich der Markt auf Marktanbieter aufteilt (Marktkonzentra-
tion). Dabei ist es wiinschenswert, diese Relation mit Hilfe weniger Zahlen oder einer Grafik
zum Ausdruck zu bringen. Dies ist mit Hilfe folgender Stichprobenfunktionen méglich:

e Lorenzkurve L,
o Gini-Koeffizient G,
o Konzentrationsrate C Ry,

e Herfindahl-Index H.

1. Die Lorenzkurve wurde von M. Lorenz am Anfang des XX. Jahrhunderts fiir die Cha-
rakterisierung der Vermogenskonzentration benutzt. Sei (z1,...,x,) eine Stichprobe, die
in aufsteigender Reihenfolge geordnet werden muss: (z(q), ..., :z:(n)). Die Lorenzkurve ver-
bindet Punkte

(0,0), (ul,vl), ey (un,vn), (1,1)
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durch Liniensegmente, wobei u; = j/n der Anteil der j kleinsten Merkmalstréger und
v; = Yol x()/ Yoiey @i die kumulierte relative Merkmalssumme ist. Der Grundgedanke

vl _ o _ ___
1
|
|
l.p.e |
|
|
S1 |
|
L |
Sy |
|
|
0 © Lpi ' 1 u

Abb. 2.5: Abbildung einer typischen Lorenzkurve

ist darzustellen, welcher Anteil des Merkmalstriagers auf welchen Anteil der Gesamtmerk-
malssumme entfillt. Zum Beispiel lassen sich dadurch Aussagen wie etwa ,,Auf 20% aller
Haushalte im Land entfillt 78% des Gesamteinkommens* machen. Eine Interpretation
der Lorenzkruve L ist nur an den Knoten (uj,v;) moglich: ,Auf u; - 100% der kleins-
ten Merkmalstrager konzentrieren sich v; - 100% der Merkmalssumme*. Dabei liegt L auf
[0,1])? immer zwischen der ,line of perfect equality* (l.p.e.) v; = u; Vi (Einkommen
ist absolut gleichméfBig—also , gerecht“—verteilt) und ,line of perfect inequality“ (1.p.i.)
v=0,u€[0,1) und (1,1) (das Gesamteinkommen besitzt nur die reichste Familie) und
ist immer monoton und konvex. Auf Modellebene gibt es ein Analogon der Lorenzkurve.
Dieses ist

B O E N (bt
L= {(u,v) €0,1?: v= 71% F;El(t)dt’ u € [0, 1]} ,

wobei

1
IEX:/ Fl(t)at
0

(vgl. WR Satz 4.3.2). Dementsprechend kénnen die Knoten (u;,v;) der oben eingefiihrten
empirischen Lorenzkurve als
i rG
Vi = =1 n
J Z,

interpretiert werden.

. Der Gini-Koeffizient G ist gegeben durch G = S1/Ss, wobei S; die Fliche zwischen der

Lorenzkurve L und der Diagonalen v = u, Ss die Fliche zwischen der Diagonalen und
der u-Achse (=1/2|[0,1)%| = 1/2) ist.
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Satz 2.2.1 (Darstellung des Gini-Koeffizienten):

Es gilt
235 iz 1
G =25 = 2=t _ntl
ny X n
Beweis Beginnen wir damit, die Darstellung G = (n + 1)/n — 20, zu zeigen. Nach
Definition ist
Sl SQ — 53 53
G=21= —1-22-1-28
Ss Ss Ss ’

wobei S3 die Fliche zwischen der Lorenzkurve und der z-Achse ist (vgl. Abb. 2.5). Be-
rechnen wir S3:

S3 = 377y Fj, wobei Fj =1/n-vj_1 + 1L (v; —vj_1) = & (v; + vj_1) die Fliche unter
einem Liniensegment der Lorenzkurve ist (vgl. Abb. 2.6). Es gilt

Uj—1 1/TL Uj

Abb. 2.6: Liniensegment der Lorenzkurve

S1= 52 2+ = g (2 n -1 ) —h g
3 an:1 gt 2n J "on’
somit

1 1
G=1-25,+-="F
n

Beweisen wir jetzt, dass
2% sirg)  n+1
G= —
nYy i T n

ist. Sei w = 37 iz(;). Aufgrund der Definition von v; gilt s; = Zgzl Ty = Sn - V5,

Vi=1,...,nund Ty =8 —Si—1, So=0. Daher erhalten wir
n n—1
= i(si — Si—1) Zzsz Zz—l—lsz—nsn ZS,
i=1 =0

:(n—l—l)sn—z =(Mn+1)s, — sp- Z”l_ n+1)s, — sp - no,
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und somit
2w n+l 2w—(n+1)s, _ 2(n+ 1)s, — 28,00, — (n+ 1)s, _n+1 % —a.
NSy n nsy nsy n
O
Es gilt G € [0, (n — 1)/n], wobei
Gmin=0 bei z1=29=...=2, »perfect equality“,
Gmaz = n ; L bei z1=...=x,-1=0,2, %0 ,perfect inequality* .

Somit hingt G4 vom Datenumfang ab. Um dies zu vermeiden, betrachtet man oft den
normierten Gini-Koeflizienten
G n

G o :n—lG € [0,1]

(Lorenz-Miunzner-Koeffizient).

. Konzentrationsrate CRgy:

In den Punkten 1) und 2) betrachteten wir die relative Konzentration, wie etwa bei der
Fragestellung ,,Wieviel % der Familien teilen sich wieviel % des Gesamteinkommens?*,
Dabei beantwortet die Konzentrationsrate die Frage ,,Wieviele Familien haben wieviel
Prozent des Gesamteinkommens?“ fiir die g reichsten Familien, somit wird auch die ab-
solute Anzahl aller Familien beriicksichtigt.

Sei g € {1,...,n} und seien z(;) < ... < x(,) die Ordnungsstatistiken der Stichprobe
(x1,...,xy). Firi e {1,...,n} sei
MO) L)

= = 2.2.1

der Merkmalsanteil der i-ten Einheit.

Dann gibt die Konzentrationsrate CRy = Z?:n_g 41 pi wieder, welcher Anteil des Ge-
samteinkommens von g reichsten Familien gehalten wird.

. Der Herfindahl-Index ist definiert durch H = """ ; p?, wobei der Merkmalsanteil p; nach

(2.2.1) definiert ist. Bei der gleichen Verteilung des Einkommens (x1 = x93 = ... = x,,) gilt
Hpin = 1/n, bei vollig ungerechter Verteilung (z1 = ... =21 =0, 2, # 0) Hpar = 1.
Sonst gilt H € [Hpmin, Hmaz|, also 1/n < H < 1. H ist umso kleiner, je gerechter das
Gesamteinkommen verteilt ist.

2.2.4 MaBe fiir Schiefe und Wdélbung

Im Vorlesungsskript WR, Abschnitt 4.5 S. 99 wurden folgende MafBe fiir Schiefe bzw. Wélbung
der Verteilung einer Zufallsvariable X eingefiihrt:
Schiefe oder Symmetriekoeffizient:
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wobei
pp =E(X —EX)*, o?=ph=VarX, X=

Wélbung (Exzess):

vorausgesetzt, dass E(X*) < oo. Fiir ihre Bedeutung und Interpretation siehe die oben genann-
ten Seiten des WR-Vorlesungsskriptes. Falls nun das Merkmal X statistisch in einer Stichprobe
(x1,...,zy) beobachtet wird, wie kdnnen 7, und 7, aus diesen Daten geschétzt und interpretiert
werden?

Als Schitzer fiir das k-te zentrierte Moment 1), = E(X — EX)*, k € N schlagen wir

1 n
rﬁ‘;ﬂ = - Z(:c, jn)k
i
vor, die Varianz 2 wird durch
_ 1 & _
31 = Z(LU@ xn)Q
nic

geschétzt. Somit bekommt man den Momentenkoeffizient an der Schiefe (engl. ,skewness®)

N ﬂé . % (i — jn)g

A a2)”

Falls die Verteilung von X linksschief ist, iiberwiegen positive Abweichungen im Zahler und
somit gilt 47 > 0 fiir linksschiefe Verteilungen. Analog gilt 47 ~ 0 fiir symmetrische und 41 < 0
fiir rechtsschiefe Verteilungen.

Das Wolbungsmafl von Fisher (engl.  kurtosis“) ist gegeben durch

~ 1 = \4
’AYQZM—ZL— = 52?:1(351'_55”)2_3'

(Ao a)

Falls 42 > 0 so ist die Verteilung von X steilgipflig, fiir 42 < 0 ist sie flachgipflig. Falls X ~
N(u,0?), so gilt 42 ~ 0. Die Ursache dafiir ist, dass die steilgipfligen Verteilungen schwerere
Tails haben als die flachgipfligen. Als Maf} dient dabei die Normalverteilung, fir die y; = v =0
und somit 41 = 0, 42 = 0. So definiert, sind 47 und 49 nicht resistent gegentiber Ausreissern.
Eine robuste Variante von 4 ist beispielsweise durch den sogennanten Quantilskoeffizienten der
Schiefe

g(0) = Dma = Tmed) = Emed 2 20) - (9,19
Tl—a — Lo

gegeben.

Fir a = 0,25 erhélt man den Quartilskoeffizienten. 4,(a)) misst den Unterschied zwischen
der Entfernung des a- und (1 — «)-Quantils zum Median. Bei linkssteilen (bzw. rechtssteilen)
Verteilungen liegt das (untere) x,-Quantil ndher an (bzw. weiter entfernt von) dem Median.
Somit gilt

A

e J4(c) > 0 fiir linkssteile Verteilungen,
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A

e 94(c) < 0 fiir rechtssteile Verteilungen,

e 9,(c) = 0 fiir symmetrische Verteilungen.

Durch das zusétzliche Normieren (Nenner) gilt —1 < 4,4(a) < 1.

2.3 Quantilplots (Quantil-Grafiken)

Nach der ersten beschreibenden Analyse eines Datensatzes (x1, . .., 2, ) soll iiberlegt werden, mit
welcher Verteilung diese Stichprobe modelliert werden kann. Hier sind die sogenannten Quantil-
plots behilflich, da sie grafisch zeigen, wie gut die Daten (1, ..., x,) mit dem Verteilungsgesetz

G tbereinstimmen, wobei G die Verteilungsfunktion einer hypothetischen Verteilung ist.
Sei X eine Zufallsvariable mit (unbekannter) Verteilungsfunktion Fy. Auf Basis der Daten

(Xq,...,X,), X; unabhéngig identisch verteilt und X; 2 X méchte man priifen, ob Fx = G fir
eine bekannte Verteilungsfunktion G gilt. Die Methode der Quantil-Grafiken besteht darin, dass
man die entsprechenden Quantil-Funktionen F; ! und G=! von [}, und G grafisch vergleicht.
Hierzu

e plotte man G—'(k/n) gegen F; ! (k/n) = Xy, k=1,...,n.

e Falls die Punktwolke
{(¢7k/m), X)), k=1,....n}

niherungsweise auf einer Geraden y = ax + b liegt, so sagt man, dass Fx(z) ~ G (%3%) ,
xz €R.
y=FE(1)
N
O - T T
Xe-ny T — — — — T = - - =< |
: I
Xy T — — — — — = I
Xo - — — 21 I I
Xy [ I I I
_ -1
| | | I it Y
0 leid) e 6@ e o)

Abb. 2.7: Quantil-Grafik

Diese empirische Vergleichsmethode beruht auf folgenden Uberlegungen:
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e Man ersetzt die unbekannte Funktion F'x durch die aus den Daten berechenbare Funktion
F,,. Dabei macht man einen Fehler, der allerdings asymptotisch (fiir n — oo) klein ist.
Dies folgt aus dem Satz 3.3.9 (WR-Skript) von Gliwenko-Cantelli, der besagt, dass

(@) = Fx(x)| — 0.

su
D n—00

zeR

Der Vergleich der entsprechenden Quantil-Funktionen wird durch folgendes Ergebnis be-
starkt: Falls EX < oo, dann gilt

t
N _ f.s.

sup/Fnly—Fly dyl —= 0

e | (B0 ) = B ) dy]

Somit setzt man bei der Verwendung der Quantil-Grafiken voraus, dass der Stichprobe-
numfang n ausreichend groB ist, um F; ! ~ Fy 1 zu gewdhrleisten.

e Man setzt zusétzlich voraus, dass die Gleichungen

y=ax+b,

y=Fx'(t),

r=Gt)
fiir alle ¢ (und nicht nur ndherungsweise fiir t = k/n, k = 1,...,n) gelten. Daraus folgt,
dass G(z) =t = Fx(y) = Fx(az + b) fiir alle z, oder Fx(y) = G (%52) fir alle y, weil
z = Y=0 st

a

Aus praktischer Sicht ist es besser, Paare (G_l (n—_’il) ,X(k)) , k =1,...,n zu plotten.
Dadurch wird vermieden, dass G~!(n/n) = G1(1) = co vorkommt, wie es zum Beispiel bei

einer Verteilung G der Fall ist, bei der F'(x) < 1 gilt fiir alle x € R. Tatséchlich gilt fir k = n,

n s —1 n
dass T < 1 und somit G (TH) < 00.

Beispiel 2.3.1 (Exponential-Verteilung, G(z) = (1 — e™**) - I(z > 0)):
Es gilt G71(y) = —1/Alog(1 —y), € (0,1). So wird man beim Quantil-Plot Paare

1 k
<—)\10g(1—n—|_1>,X(k.)>, ]{3:1,...,7’1/

zeichnen, wobei der Faktor 1/A fiir die Linearitit unwesentlich ist und weggelassen werden
kann.

Beispiel 2.3.2 (Normalverteilung, G(z) = ®(z) = \/% . e 124tz eR):

Leider ist die analytische Berechnung von ®~! mit einer geschlossenen Formel nicht méglich.
Aus diesem Grund wird ®~! (L) numerisch berechnet und in Tabellen oder statistischen

n+1
Software-Paketen (wie z.B. R) abgelegt. Um die empirische Verteilung der Daten mit der Nor-

malverteilung zu vergleichen, triagt man Punkte mit Koordinaten

k
-1
((I) (n—l—l)’X(k)), k:1,...,n

auf der Ebene auf und priift, ob sie eine Gerade bilden (vgl. Abb. 2.8).
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Abb. 2.8: QQ-Plot einer Normalverteilung (a), einer linkssteilen Verteilung (b), einer rechts-
steilen Verteilung (c¢) und einer symmetrischen, aber stark gekriimmten Verteilung

(d)

Ubungsaufgabe 2.3.1
Entwerfen Sie die Quantil-Grafiken fiir den Vergleich der empirischen Verteilung mit der Lo-
gnormal und der Weibull-Verteilung.

Bemerkung 2.3.1

Falls z,, = 0 und die Verteilung F'x linkssteil ist, so sind die Quantile von F'x kleiner als die
von ®. Somit ist der Normal-Quantilplot konvex. Falls z, = 0 und Fx rechtssteil ist, so wird
der Normal-Quantilplot konkav sein.

Beispiel 2.3.3 (Haftpflichtversicherung (Belgien, 1992)):

In Abbildung 2.9 sind Ordnungsstatistiken der Stichprobe von n = 227 Schadenhéhen der
Industrie-Unfélle in Belgien im Jahr 1992 (Haftpflichtversicherung) gegen Quantile von Expo-
nential-, Pareto-, Standardnormal- und Weibull-Verteilungen geplottet. Im Bereich von Klein-
schiiden zeigen die Exponential- und Pareto-Verteilungen eine gute Ubereinstimmung mit den
Daten. Die Verteilung von mittelgrofen Schiden kann am besten durch die Lognormal- und
Weibul-Verteilungen modelliert werden. Fiir Grofischiden erweist sich die Weibull-Verteilung
als geeignet.

Beispiel 2.3.4 (Rendite der BMW-Aktie):
In Abbildung 2.10 ist der Quantilplot fiir Renditen der BMW-Aktie beispielhaft zu sehen.
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Abb. 2.9: Ordnungsstatistiken einer Stichprobe von Schadenhéhen der Industrie-Unfélle in Bel-
gien im Jahr 1992
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Abb. 2.10: Quantilplot der Rendite der BMW-Aktie

2.4 Dichteschatzung

Sei eine Stichprobe (z1, ..

., Zn) von unabhéngigen Realisierungen eines absolut stetig verteilten
Merkmals X mit Dichte fx gegeben. Mit Hilfe der in Abschnitt 2.1.1 eingefiihrten Histogramme
lasst sich fx grafisch durch eine Treppenfunktion fX darstellen. Dabei gibt es zwei entschei-
dende Nachteile der Histogrammdarstellung;:

1. Willkiir in der Wahl der Klasseneinteilung [c;—1, ¢;],

2. Eine (moglicherweise) stetige Funktion fx wird durch eine Treppenfunktion fX ersetzt.

In diesem Abschnitt werden wir versuchen, diese Nachteile zu beseitigen, indem wir eine Klasse
von Kerndichtenschétzern einfiihren, die (je nach Wahl des Kerns) auch zu stetigen Schétzern

f x fithren.
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Definition 2.4.1
Der Kern K (x) wird definiert als eine nicht-negative messbare Funktion auf R mit der Eigen-

schaft [p K(x)dx = 1.

Definition 2.4.2
Der Kerndichteschdtzer der Dichte fx aus den Daten (z1,...,x,) mit Kernfunktion K(z) ist
gegeben durch

1 n

— > K
" nh Z (

i=1

> r€R,

wobei h > 0 die sogenannte Bandbreite ist.

Beispiele fiir Kerne:

1. Rechteckskern:
K(z)=1/2 -I(z € [-1,1)).

Dabei ist

1 <xxl) 1/(2h), z—h<zx<zi+h,
—K =
h 0, sonst,

und somit

fX(x):12K<$—xi) _ #{z;€lx—h,x+h)}

nh — h 2nh ’

das auch gleitendes Histogramm genannt wird. Dieser Dichteschétzer ist (noch) nicht
stetig, was durch die (besonders einfache rechteckige unstetige) Form des Kerns erklért
wird.

i . 4

2. Epanechnikov-Kern:

0, sonst
N
Jr@
T
N
7
-1 0 1

3. Bisquare-Kern:
15

K(ac)—l—G

((1 — 2?2 I(z € [-1, 1))) .
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R\ /Y

4. Gauss-Kern:

Dabei ist die Wahl der Bandbreite h entscheidend fiir die Qualitdt der Schiatzung. Je grofer
h > 0, desto glatter wird f x sein und desto mehr ,Details“ werden ,herausgemittelt®. Fiir klei-
nere h wird f x rauer. Dabei kénnen aber auch Details auftreten, die rein stochastischer Natur
sind und keine GesetzméaBigkeiten zeigen. Mit der addquaten Wahl von h beschéftigen sich viele
wissenschaftliche Arbeiten, die empirische Faustregeln, aber auch kompliziertere Optimierungs-
methoden dafiir vorschlagen. Insgesamt ist das Problem der optimalen Dichteschétzung in der
Statistik immer noch offen.

2.5 Beschreibung und Exploration von bivariaten Datensatzen

Im Gegensatz zu der Datenlage in den Abschnitten 2.1 bis 2.4 betrachten wir im Folgenden Da-
tensitze bestehend aus 2 Stichproben (z1,...,2,) und (yi,...,yn), die als Realisierungen von
stochastischen Stichproben (X7,...,X,,) und (Y1,...,Y,) aufgefasst werden, wobei X;,..., X,
unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen mit X; 4 X ~ Fx, Yy,...,Y, unabhéngige
identisch verteilte Zufallsvariablen mit Y; Ly ~ Fy sind. Wir betrachten hier ausschliellich
quantitative Merkmale X und Y. Es wird ein Zusammenhang zwischen X und Y vermutet, der
an Hand von (konkreten) Stichproben (x1,...,z,) und (yi,...,¥y,) nidher untersucht werden
soll. Mit anderen Worten, wir interessieren uns fiir die Eigenschaften der bivariaten Verteilung
Fxy(x,y) = P(X <2,Y <y) des Zufallsvektors (X,Y)T.

2.5.1 Grafische Darstellung von bivariaten Datensatzen

Um die Verteilung von (z1,...,zy,) und (y1,...,y,) zu visualisieren, betrachten wir drei Mog-
lichkeiten:

1. Streudiagramme

2. Zweidimensionale Histogramme
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3. Kerndichteschitzer (im Falle eines absolut stetig verteilten Zufallsvektors (X,Y)7)

1. Streudiagramme sind die erste sehr einfache und intuitive Visualisierungsmoglichkeit von
bivariaten Daten. Um ein Streudiagramm zu erstellen, plottet man die ,,Punktwolke®
(@i, Yi)i=1,..n auf einer Koordinatenebene im R2. Dabei zeigt die Form der Punktwolke,
ob ein linearer (y = ax +b) bzw. polynomialer (y = P;(z)) Zusammenhang in den Daten
zu erwarten ist. Spater werden solche Zusammenhénge im Rahmen der Regressionstheorie
untersucht (vgl. Abschnitt 2.5.3 fiir die einfache lineare Regression).

Abb. 2.11: Punktwolke

2. Zweidimensionale Histogramme dienen der Darstellung der bivariaten Zé&hldichte p(z,y)
des Zufallsvektors (X,Y), falls er diskret verteilt ist, bzw. seiner Dichte f(x,y) im Falle
einer absolut stetigen Verteilung von (X,Y’) aus den Daten (x1,...,z,) und (y1,...,Yn)-
Dabei teilt man den Wertebereich von X in Intervalle

[ci1,¢i), i=1,...,k, —oco=c¢c<c<...<c=+x0

und den Wertebereich von Y in Intervalle

lei—1,6€), i1=1,....m, —oco=ey<e;<...<ep=%400.
Bezeichnen wir

hij = #{(xr k), k=1,...,n: x € [ci1,¢), Yk € [ej-1,€5)}
als die absolute Héufigkeit von (X,Y) in [¢;—1, ¢;) X [ej—1,¢€;), fij = hij/n als die relative
Héufigkeit. Das zweidimensionale Histogramm setzt sich aus den Sdulen mit Grundriss
[ci—1,¢i) X [ej—1,€;) und Hohe

(ci —ci—1)(ej —ej-1)
fiir das Histogramm absoluter Haufigkeiten bzw.
ij

(ci —ci—1)(ej —€j-1)

fiir das Histogramm relativer Haufigkeiten zusammen, damit das Volumen dieser Séulen
hij bzw. f;; ist. Dabei hat solch ein Histogramm dieselben Vor- bzw. Nachteile wie ein ein-
dimensionales, wenn es um die grafische Darstellung einer bivariaten Dichte f(z,y) geht.
Deshalb benutzt man oft Kerndichteschétzer, um eine glatte Darstellung zu bekommen.
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Abb. 2.12: Zweidimensionales Histogramm

3. Zweidimensionale Kerndichteschdtzer haben die Form

s 1 & T — T y— yz)
=——)>» K K
fe.y) nhihy < hy ) ( ho

fiir die Bandbreiten hj, hy > 0, die Glattungsparameter sind. Dabei ist K (-) eine Kern-
funktion (vgl. Abschnitt 2.4). Seine Eigenschaften tibertragen sich aus dem eindimensio-
nalen Fall.

2.5.2 ZusammenhangsmaBe

Jetzt wird uns die Frage beschéftigen, in welchem Mafle die Merkmale X und Y voneinander
abhéngig sind. Um die Cov(X,Y) = E(X — EX)(Y — EY) aus den Daten zu schétzen, setzt
man die sogenannte empirische Kovarianz

82, = 1 (@i = 35 — i)

ein. Dabei ist Sgy jedoch von den Skalen von X und Y abhéngig.

1. Um eine skaleninvariantes Zusammenhangsmafl zu bekommen, betrachtet man die empi-
rische Variante des Korrelationskoeffizienten

Cov(X,Y)
X,V = ,
o ) VVar X - VVarY

den sogenannten Bravais-Pearson-Korrelationskoeffizienten
2
Sy

Ozy = s
2 .Q2
NG

_ 1 & _
Z(xz - xn)2 ) Sgy = m_1 Z(yz - yn)2
=1

wobei
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die Stichprobenvarianzen der Stichproben (z1,...,2,) und (y1,...,y,) sind. Dabei erbt
0zy alle Eigenschaften des Korrelationskoeffizienten o(X,Y'):

a) |Qxy’ <1

b) 0.y = *£1, falls ein linearer Zusammenhang in den Daten (x;, y;)i=1,... n vorliegt, d.h.
alle Punkte (x;,y;), i = 1,...,n liegen auf einer Gerade mit positivem (bei g, = 1)
bzw. negativem (bei ¢,y = —1) Anstieg.

c) Wenn |g,y| klein ist (0, =~ 0), so sind die Datenséitze unkorreliert. Dabei wird oft
folgende grobe Einteilung vorgenommen:

Merkmale X und Y sind
o schwach korreliert”, falls |0,y| < 0.5,
e stark korreliert®, falls |og,| > 0.8.

Ansonsten liegt ein mittlerer Zusammenhang zwischen X und Y vor.

Lemma 2.5.1
Fiir o, gilt die alternative rechengiinstige Darstellung

n . P o ~l
Oay = 2iz1 it — Nngn . (2.5.1)
V(S 27 — n32) (S, v? — ni)

Beweis Man muss lediglich zeigen, dass

n

n
Y (@i = Z0) Wi — Un) = D Tithi — nnin -
i=1

=1
Alles andere folgt daraus fir ; = y;, i=1,...,n. Es gilt
n n n
S (@i —Tn) (Wi —Un) = DTl — Tn D Yi — Un I Ti + NEnn
; i=1 i=1 i=1

n n
= Z TiYi — NTnlYn — NYnTn + NTpYn = Z TilYi — NTnlYn
i=1 =1

Falls die vorliegenden Daten (x1,...,z,) und (yi,...,y,) nur 2 Auspragungen zeigen und
somit bindr kodiert werden konnen, d.h. z;, y; € {0,1}, dann gilt

- hooh11 — hothio _
Y Vho. ki he b
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(der sogenannte Phi-Koeffizient), wobei

hoo = #{(zs,y:) © i =y; =0}
hi = #{(zs,5:) . zi=yi=1}
hor = #{(@i,yi) : xi =0,y =1}
hio = #{(zs,ys) : i =1,y =0}
ho. = hoo + ho1

h.o = hgo + h1o

hy1. = hio + h11

ha = ho1 + hi

Ubungsaufgabe 2.5.1
Zeigen Sie diese Darstellungsform!

2. Spearmans Korrelationskoeffizient
Einen alternativen Korrelationskoeffizienten erhélt man, wenn man die Stichprobenwerte
x; bzw. y; in gy, durch ihre Rdnge rg(x;) bzw. rg(y;) ersetzt, die als Position dieser Werte
in den ansteigend geordneten Stichproben zu verstehen sind:
rg(z;) = j, falls o, = x(;) fiirein j € {1,...,n}, Vi =1,...,n. Es bedeutet, dass rg(z(;)) =
iVi=1,...,n, falls x; # z; fir i # j.
Falls die Stichprobe (z1,...,z,) k identische Werte x; (die sogenannten Bindungen) ent-
halt, so wird diesen Werten der sogenannte Durchschnittsrang rg(z;) zugewiesen, der als
arithmetisches Mittel der k in Frage kommenden Rénge errechnet wird. Zum Beispiel
findet folgende Zuordnung statt:

zi | (3,1,7,5,3,3)
rg(l‘z) ‘ (a71a6a5aa7a)

wobei der Durchschnittsrang a von Stichprobeneintrag 3 gleich a = 1/3(2+3+4) =3
ist.
Somit wird der sogenannte Spearmans Korrelationskoeffizient (Rangkorrelationskoeffizi-
ent) der Stichproben

(x1,...,2y) und  (Y1,..-,Yn)

als der Bravais-Pearson-Koeffizient der Stichproben ihrer Ringe

(rg(z1),...,rg(zn)) und (rg(y1),...,18(yn))

definiert:
- i1 (rg(zi) — 18,) (re(y:) — T8,)
Osp = - — T, —5
\/ >y (re(wi) —18,)" 2ty (ve(vi) — T8y)
wobei
1L R 1. nn+1) n+l
rgx—ﬁ;rg(:c,)— n;rg(x(l))_ngl_ on 2 7

1 n
Tg, = — > rely) = —
=1
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Dieselbe Darstellung Tg, gilt auch, wenn Bindungen vorhanden sind.

Dieser Koeffizient misst monotone Zusammenhénge in den Daten. Aus den Eigenschaften
der Bravais-Pearson-Koeffizienten folgt |0sp| < 1. Betrachten wir die Falle o5, = +1
gesondert:

e 0sp = 1 bedeutet, dass die Punkte (rg(z;),rg(yi)), i = 1,...,n auf einer Geraden mit
positiver Steigung liegen. Da aber rg(z;),rg(y;) € N, kann diese Steigung nur 1 sein.
Es bedeutet, dass dem kleinsten Wert in der Stichprobe (x1,...,z,) der kleinste
Wert in (y1,...,ys) entspricht, usw., d.h., fiir wachsende x; wachsen auch die y;
streng monoton: z; < x; = y; <y; Vi # J.

e Analog gilt dann fiir p5p = —1, dass x; < z; = y; > y; Vi #j.
Dies kann folgendermaflen zusammengefafit werden:
e 05y > 0: gleichsinniger monotoner Zusammenhang (x; grofl <= y; grof)
e 05y < 0: gegensinniger monotoner Zusammenhang (z; gro <= y; klein)
® 0, ~ 0: kein monotoner Zusammenhang.
Da der Spearmans Korrelationskoeffizient nur Rédnge von z; und y; betrachtet, eignet er

sich auch fiir ordinale (und nicht nur quantitative) Daten.

Lemma 2.5.2
Falls die Stichproben (z1,...,2,) und (y1,...,ys) keine Bindung enthalten (z; # z;, y; # y;
Vi #+ j), dann gilt
6 Z,
Osp =1 — m Z di

wobei d; = rg(z;) —rg(yi) Vi=1,...,n.
Beweis Als Ubungsaufgabe. O

Satz 2.5.1 (Invarianzeigenschaften):

1. Wenn die Merkmale X und Y linear transformiert werden:

f(X) =0, X +by, az#0,0b; €R,
g(Y):ayY+bya ay#oa byeRa

dann gilt 0f()g(y) = sgn(azay) - 0zy-

2. Falls Funktionen f: R — R und g : R — R beide monoton wachsend oder beide monoton
fallend sind, dann gilt

0sp(f(2),9(y)) = 0sp(,y) .

Falls f monoton wachsend und g monoton fallend (oder umgekehrt) sind, dann gilt
esp(f (), 9(y)) = —osp(, ).

Beweis Beweisen wir nur 1), weil 2) offensichtlich ist.



2 Beschreibende Statistik 33

Yit1 ((aei + be) — (aa@in + be)) ((ayyi + by) — (ay¥n + by))
Vi (xi = 20)2a3 S0 (yi — §a)?
_agay S (i = ) (Yi — Un) _ sen(aaay) - 0uy -

aallayl /ST (@ — 202 o (Ui — Gn)?

Of(x)g(y) =

Bemerkung 2.5.1

1. Da lineare Transformationen monoton sind, gilt Aussage 1) auch fiir Spearmans Korrela-
tionskoeffizienten o).

2. Der Koeffizient g,, erfasst lineare Zusammenhange, wiahrend oy, monotone Zusammen-
hénge aufspiirt.

2.5.3 Einfache lineare Regression

Wenn man den Zusammenhang von Merkmalen X und Y mit Hilfe von Streudiagrammen visua-
lisiert, wird oft ein linearer Trend erkennbar, obwohl der Bravais-Pearson-Korrelationskoeffizient
einen Wert kleiner als 1 liefert, z.B. g,y = 0,6 (vgl. Abb. 2.13). Dies ist der Fall, weil die Da-

B=95%, p=+0.98 B=80% , p=-0.89 B=60%, p=+0.77

Abb. 2.13: Vergleich verschiedenwertiger Bestimmtheitsmafle. Es sind Regressionsgerade, Be-
stimmtheitsmafl B und Korrelationskoeffizient p verschiedener (fiktiver) Punktwol-
ken vom Umfang n = 25 dargestellt. Die Beschriftung der Achsen ist weggelassen,
weil sie hier ohne Bedeutung ist.

tenpunkte (x;,y;), i = 1,...,n oft um eine Gerade streuen und nicht exakt auf einer Geraden
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X Y

Geschwindigkeit Léange des Bremswegs
Korpergrofle des Vaters Korpergrofle des Sohnes
Produktionsfaktor Qualitat des Produktes
Spraydosen-Verbrauch Ozongehalt der Atmosphére
Noten im Bachelor-Studium | Noten im Master-Studium

Tab. 2.1: Beispiele moglicher Ausgangs- und Zielgrofien

liegen. Um solche Situationen stochastisch modellieren zu kénnen, nimmt man den Zusammen-
hang der Form

Y=f(X)+e

an, wobei ¢ die sogenannte Storgrofle ist, die auf mehrere Ursachen wie z.B. Beobachtungsfehler
(Messfehler, Berechnungsfehler, usw.) zuriickzufiithren sein kann. Dabei nennt man die Zufalls-
variable Y Zielgréfie oder Regressand, die Zufallsvariable X FEinflussfaktor, Regressor oder
Ausgangsvariable. Der Zusammenhang Y = f(X) + ¢ wird Regression genannt, wobei man oft
tiber € voraussetzt, dass Ec = 0 (kein systematischer Beobachtungsfehler). Wenn f(z) = a+ Sz
eine lineare Funktion ist, so spricht man von der einfachen linearen Regression. Es sind aber
durchaus andere Arten der Zusammenhénge denkbar, wie z.B.

(polynomiale Regression), usw. Beispiele fiir mogliche Ausgangs- bzw. Zielgrofien sind in Tabelle
2.1 zusammengefasst, einige Beispiele in Abbildung 2.14.

Auf Modellebene ist damit folgende Fragestellung gegeben: Es gebe Zufallsstichproben von
Ziel- bzw. Ausgangsvariablen (Y7,...,Y,) und (Xi,...,X,), zwischen denen ein verrauschter
linearer Zusammenhang Y; = a+ 8X;+¢; besteht, wobei ; Storgréflen sind, die nicht direkt be-
obachtbar und uns somit unbekannt sind. Meistens nimmt man an, dassE¢; =0 Vi=1,...,n
und Cov(ej, g5) = 025@-, d.h. €1...g, sind unkorreliert mit Vare; = 2. Wenn wir iiber die
Eigenschaften der Schitzer fiir a, 8 und o2 reden, gehen wir davon aus, dass die X-Werte

nicht zufillig sind, also X; = x; Vi = 1,...,n. Wenn man von einer konkreten Stichprobe
(y1,...,yn) fur (Y1,...,Y,) ausgeht, so sollen anhand von den Stichproben (zi,...,x,) und
(y1,---,Yn) Regressionsparameter « (Regressionskonstante) und 3 (Regressionskoeffizient) so-

wie Regressionsvarianz o® geschitzt werden. Dabei verwendet man die sogenannte Methode der
kleinsten Quadrate, die den mittleren quadratischen Fehler von den Datenpunkten (x;, yi)i=1,...n
des Streudiagramms zur Regressionsgeraden y = o + Sz minimiert:

n

(@, B) = argmine(a, ) mit e(a,f) = — > (4 —a — fa;)*.

1
a,BeER n3

Da die Darstellung y; = o + f; + ¢; gilt, kann man e(a, 3) = 1/n 31", &2 schreiben. Es
ist der vertikale mittlere quadratische Abstand von den Datenpunkten (x;,y;) zur Geraden
y = a+ Bz (vgl. Abb. 2.15). Das Minimierungsproblem e(c, ) — min lést man durch das
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StatLab 1985: n=100 Kinder

Statlab 1885. n=100 Kinder
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Statlab 1985 n=100 Kinder

127 B=64%, p=+0.80 B=58%. p=+076 23 B=0.6%  p=-0.31
114 _ 120 14,
7 . et 104
- 2 - —
5 K . = g8
= =100 5 l, .
2 3 £
z 8 =
e = E
& = H
ki 2 %’
5 = 47
3 = 80+ 3
U] .2 O 3 |
40 4
i % 5
Q N, .5 ., .30 S | L i | h T T T T T T == O — T e T e
14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 46 48 50 52 54 56 58 60 62 0 5 10 16 20 25 30 35 40 45 50
GeburtsgréBe [Zoll] GroBe: Kind (Kontrolle) [Zoll) Zigaretten/Tag: Mutter (Geburt)
s Stallab 1985: n=100 Kinder StatLab 1885: n=100 Kinder StatLab 1985: n=100 Kinder
B=14%, p=+0.38 12 B=38.4% , p=+0.18 b2 B=8%, p=+0.30
1
€0 .o 80 . .
= . 10+ =
Sl T o
= g
3 20
o —
5 ]
4 2 6
[
2 g 5
2 £ .o
2 g
] G 34
6]
2]
1 K
T
46 R R B TRl e T LT 0 T T T T 1 1
14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 15 20 25 30 35 40 45 58 60 62 64 66 B8 70 72

Geburtsgrofie [Zoll]

Alter: Mutter (Geburt) [Jahr]

GroBe: Mutter [Zoil]

Abb. 2.14: Punktwolken verschiedener Merkmale der StatLab-Auswahl 1985 mit Regressions-
gerade, Bestimmtheitsmafi B und Korrelationskoeffizient o.

y=a+fx

Vv

Abb. 2.15: Methode kleinster Quadrate

zweifache Differenzieren von e(av, 8). Somit erhiilt man & = g, — 3%,, wobei

1 & 1 &
i‘ = — €T; s Uy — — )
n= ;:1 i Yn n ;:1 Yi

b= 2n
Sz’
1

2 _

Say n—1

Ubungsaufgabe 2.5.2

n

Z(:Ez - jn)(yz - gn) ) S:%x =

i=1

Leiten Sie die Schitzer & und j selbststéindig her.

Die Varianz o? schitzt man durch 62 = ﬁ S 2 wobeid =yi—a— B, i=1,...
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Kindi | 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Fernsehzeit z; | 0,3 2,2 05 0,7 10 18 30 02 23
Tiefschlafdaver y; | 58 4,4 65 58 56 50 48 60 6,1

Tab. 2.2: Daten von Fernsehzeit und korrespondierender Tiefschlafdauer

die sogenannten Residuen sind. Die Griinde, warum 62 diese Gestalt hat, kénnen an dieser
Stelle noch nicht angegeben werden, weil wir noch nicht die Maximum-Likelihood-Methode
kennen. Zu gegebener Zeit (in der Vorlesung Stochastik III) wird jedoch klar, dass diese Art
der Schéitzung sehr natiirlich ist.

Bemerkung 2.5.2

Die angegebenen Schétzer fiir & und g sind nicht symmetrisch bzgl. Variablen x; und y;. Wenn
man also die horizontalen Abstande (statt vertikaler) zur Bildung des mittleren quadratischen
Fehlers nimmt (was dem Rollentausch = <+ y entspricht), so bekommt man andere Schétzer fiir
«a und S, die mit & und /3 nicht iibereinstimmen miissen:

(yi — @)
S

Ein Ausweg aus dieser asymmetrischen Situation wére es, die orthogonalen Absténde o; von

di:yi—a—ﬁxib—)dgzxi—

N

Abb. 2.16: Orthogonale Absténde

(x4,9;) zur Geraden y = a + fx zu betrachten (vgl. Abb. 2.16). Diese Art der Regression, die
yerrors-in-variables regression* genannt wird, hat aber eine Reihe von Eigenschaften, die sie zur
Prognose von Zielvariablen y; durch die Ausgangsvariablen z; unbrauchbar machen. Sie sollte
zum Beispiel nur dann verwendet werden, wenn die Standardabweichungen fiir X und Y etwa
gleich grof} sind.

Beispiel 2.5.1
Fin Kinderpsychologe vermutet, dass sich haufiges Fernsehen negativ auf das Schlafverhalten
von Kindern auswirkt. Um diese Hypothese zu tiberpriifen, wurden 9 Kinder im gleichen Alter
befragt, wie lange sie pro Tag fernsehen diirfen, und zusétzlich die Dauer ihrer Tiefschlafphase
gemessen. So ergibt sich der Datensatz in Tabelle 2.2 und die Regressionsgerade aus Abbildung
2.17.

Es ergibt sich fiir die oben genannten Stichproben (z1,...,29) und (y1,...,99)

To=1,33, §9=5,56, B=-0,45, a=6,16.

Somit ist
y=6,16 —0,45x
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Tiefschlafdauer
(9,1
W

d+/§x

OjS 1 1.5 2 2.5 3
Fernsehzeit

Abb. 2.17: Streudiagramm und Ausgleichsgerade zur Regression der Dauer des Tiefschlafs auf
die Fernsehzeit

die Regressionsgerade, die eine negative Steigung hat, was die Vermutung des Kinderpsycho-
logen bestétigt. Auflerdem ist es mit Hilfe dieser Geraden moglich, Prognosen fiir die Dauer
des Tiefschlafs fiir vorgegebene Fernsehzeiten anzugeben. So wére z.B. fiir die Fernsehzeit von
1 Stunde der Tiefschlaf von 6,16 — 0,45 -1 = 5,71 Stunden plausibel.

Bemerkung 2.5.3 (Eigenschaften der Regressionsgerade):
1. Es gilt sgn(ﬁ) = 8gN(pgy), Was aus B= s%y/six folgt. Dies bedeutet (falls szy > 0):
a) Die Regressionsgerade y = & + Bac steigt an, falls die Stichproben (z1,...,x,) und
(Y1, .. .,Yn) positiv korreliert sind.
b) Die Regressionsgerade fillt ab, falls sie negativ korreliert sind.
c¢) Die Regressionsgerade ist konstant, falls die Stichproben unkorreliert sind.

Falls szy = 0, dann ist die Regressionsgerade konstant (y = ¥y,).
2. Die Regressionsgerade y = &+ Bz verlauft immer durch den Punkt (T, Yn): G+ B:En = UYn.

3. Seien §; = &+ Bxi, 1=1,...,n. Dann gilt

n

n
Z Ui = yn und somit Z(yl —3i)=0.
i=1 =1 Y

Dabei sind &; die schon vorher eingefiithrten Residuen. Mit ihrer Hilfe ist es moglich, die
Giite der Regressionsprognose zu beurteilen.

Residualanalyse und Bestimmtheitsmal}

Definition 2.5.1
Der relative Anteil der Streuungsreduktion an der Gesamtstreuung Sgy heiflt das Bestimmi-
heitsmaf$ der Regressionsgeraden:

2 1 A .
Syy ~ w1 iz € —1_ 1 (yi — 9i)°
Siy i=1(Yi — Un)?

R? =

Es ist nur im Fall S2, > 0, Sgy > 0 definiert, d.h., wenn nicht alle Werte z; bzw. y; liberein-

stimmen.
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Warum R? in dieser Form eingefiihrt wird, zeigt folgende Uberlegung, die Streuungszerlegung
genannt wird:

Lemma 2.5.3

Die Gesamtstreuung (,,sum of squares total“) SQT = (n—l)Sgy =" (yi—yn)? ldsst sich in die
Summe der sogenannten erklirten Streuung ,,sum of squares explained* SQE = "7 (; — Un)?
und der Residualstreuung ,,sum of squared residuals SQR = "1 2 = 3" | (y; —§i)? zerlegen:

SQT = SQE + SQR

bzw.

n
SQT => (yi — Un)? = > (yi — D+ i — Un)?
i=1 i=1
n n n
= (Wi — 92 +2> (Wi — G (@i — Tn) + >_ (0 — Un)”
i=1 i=1 i=1
—SOR —SQE

n

=SQE+SQR+2> 9i(yi — 9) —20n Y _(¥i— %) =SQE+SQR+E,

i=1 =1
—_———
=0, vgl. Eig. 3 S. 37

wobei noch zu zeigen ist, dass F =23 1", §;(y; — 9:) = 0, also

E =2 (64 Bz;)(yi — & — fry) =28 & +28Y  xi(yi — & — Pay)
=1 ]

:2B (iizyz_dixz—éiﬂf) T

A=Yn —Tn

n n
5 253 ( Z ZilYi — NTpYn —|-ﬁnji -pB Z l‘?)
i=1

=1

R . . S2
=23 (1n - B st) <, 23 (5, ) =

O

Die erklarte Streuung gibt die Streuung der Regressionsgeradenwerte um ¢, an. Sie stellt
damit die auf den linearen Zusammenhang zwischen X und Y zuriickgefiihrende Variation der
y-Werte dar. Das oben eingefiihrte Bestimmtheitsmaf ist somit der Anteil dieser Streuung an
der Gesamtstreuung:

2 SQE _ Y5~ 7. _SQT—SQR _ SQR
SQT ~ Yy (wi—a)?  SQT SQT

Es folgt aus dieser Darstellung, dass R? € [0, 1] ist.

R
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1. R? = 0 bedeutet SQE = " 1(§; — ¥n)? = 0 und somit ; = ¥, Vi. Dies weist darauf
hin, dass das lineare Modell in diesem Fall schlecht ist, denn aus ¢; = & + Sx; = ¥, folgt

B = 3% = 0 und somit Sgy = 0. Also sind die Merkmale X und Y unkorreliert.

TT

2. R? = 1 bedingt SQR = .7, €2 = 0. Somit liegen alle (x;,%;) perfekt auf der Regressi-
onsgeraden. Dies bedeutet, dass die Daten x; und y;, i = 1,...,n perfekt linear abhéngig
sind.

Faustregel zur Beurteilung der Giite der Anpassung eines linearen Modells an Hand von
Bestimmtheitsmafl R?:
R? ist deutlich von Null verschieden (d.h. es besteht noch ein linearer Zusammenhang),
falls R? > ni”, wobei n der Stichprobenumfang ist.
Allgemein gilt folgender Zusammenhang zwischen dem Bestimmtheitsmaf8 R? und dem Bra-
vais-Pearson-Korrelationskoeffizienten g, :

Lemma 2.5.4

R2 = Qiy

Beweis Aus der Eigenschaft 3 S. 37 folgt ¥, = §,. Somit gilt

n n n n
SQE =) (5 —9n)* =D (5 — 9n)* = D_(a + Pai — & — fn)’ = 57 _(w; — T5)°
i=1 i=1 i=1 =1
und damit
N _ 2
g SQE _ BPyi@i—a)? _(55)° (n-US, (S5, ) .
QT YLi(wi—wm)* (52 (n—=155,  \ SyySee xy
[
Folgerung 2.5.1
1. Der Wert von R? #indert sich bei einer Lineartransformation der Daten (z1, ..., ;) und
(Y1,...,Yn) nicht. Grafisch kann man die Giite der Modellanpassung bei der linearen

Regression folgendermaflen iiberpriifen:

Man zeichnet Punktepaare (9;,&;)i=1,..n als Streudiagramm (der sogenannte Residual-
plot). Falls diese Punktewolke gleichméfig um Null streut, so ist das lineare Modell gut
gewéhlt worden. Falls das Streudiagramm einen erkennbaren Trend aufweist, bedeutet
das, dass die Annahme des linearen Modells fiir diese Daten ungeeigenet sei (vgl. Abb.
2.18)

2. Da R? = ng, ist der Wert von R? symmetrisch bzgl. der Stichproben (z1,...,x,) und
(Y155 Un): ) . , ,
0y = R° =0y, bzw. Ry, =R

wobei Rfﬂy das Bestimmtheitsmaf} bezeichnet, das sich aus der normalen Regression ergibt
und RZI das mit vertauschten Achsen.
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Abb. 2.18: Links: Gute, Rechts: Schlechte Ubereinstimmung mit dem linearen Modell



3 Punktschatzer

3.1 Parametrisches Modell

Sei (x1,...,xy,) eine konkrete Stichprobe. Es wird angenommen, dass (z1,...,z,) eine Realisie-
rung einer Zufallsstichprobe (X1, ..., X},) ist, wobei X7, ..., X, unabhéngige identisch verteilte
Zufallsvariablen mit der unbekannten Verteilungsfunktion F' sind und F' zu einer bekanten pa-
rametrischen Familie {Fy : 6 € ©} gehort. Hier ist 6 = (61,...,60,,) € © der m-dimensionale
Parametervektor der Verteilung Fp und © C R™ der sogenannte Parameterraum (eine Borel-
Teilmenge von R™, die die Menge aller zugelassenen Parameterwerte darstellt). Es wird vor-
ausgesetzt, dass die Parametrisierung 6 — Fy identifizierbar ist, indem Fp, # Fp, fir 6, # 0
gilt.

Eine wichtige Aufgabe der Statistik, die wir in diesem Kapitel betrachten werden, besteht
in der Schitzung des Parametervektors 6 (oder eines Teils von ) an Hand von der konkreten
Stichprobe (z1,...,x,). In diesem Fall spricht man von einem Punktschatzer 6: R" — R™,
der eine giiltige Stichprobenfunktion ist. Meistens wird angenommen, dass

P(é(Xl,...,Xn)ee)zl,

wobei es zu dieser Regel auch Ausnahmen gibt. Bisher haben wir den Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, F,P), auf dem unsere Zufallsstichprobe definiert ist, nicht naher spezifiziert. Dies kan man
aber leicht tun, indem man den sogenannten kanonischen Wahrscheinlichkeitsraum angibt,
wobei

Q:ROO, JT'.:BHOQO:BRXBRX”'
und das Wahrscheinlichkeitsmaf} P durch
P{w=(wi1,...,wn,...) ER®:wy <xj,...,wi, <z }) = Fy(xi,) ... Fp(zi,)

VkeN, 1<i; <...<igegeben sei. Um zu betonen, dass P vom Parameter 6 abhingt,
werden wir Bezeichnungen Py, [Eg und Vary fiir das Mafl P, den Erwartungswert und die Varianz
bzgl. P verwenden.

Auf dem kanonischen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,Py) gilt X;(w) = w; (Projektion auf
die Koordinate i), i = 1,...,n,

Pg(Xini):Pg({weQ:wigwiD:Fg(.%'i), 1=1,...,n, =z €R.
Beispiel 3.1.1

1. Sei X die Dauer des fehlerfreien Arbeitszyklus eines technischen Systems. Oft wird X ~
Exp(\) angenommen. Dann stellt {Fy: § € O} mit m=1,0 =X, © =R, und

Fy(z) = (1 — ™) - I(x > 0)

ein parametrisches Modell dar, wobei der Parameterraum eindimensional ist. Spater wird
fir A der (Punkt-) Schatzer A(x1,...,z,) = 1/Z, vorgeschlagen.

41
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2. In den Fragestellungen der statistischen Qualitdtskontrolle werden n Erzeugnisse auf Mén-

gel untersucht. Falls p € (0, 1) die unbekannte Wahrscheinlichkeit des Mangels ist, so wird
mit X ~ Bin(n,p) die Gesamtanzahl der mangelhaften Produkte beschrieben. Dabei wird
folgendes parametrische Modell unterstellt:

©={(n,p): neN, pe(0,1)}, 0=(n,p), m=2,

1, T>n
Fy(z) = Po(X < z) = ¢ S (pk(1 - p)"*k, 2 € [0,n]
0, x < 0.

Falls n bekannt ist, kann die Wahrscheinlichkeit p des Ausschusses durch den Punktschét-
zer p(xy,...,xn) = Tn, x; €{0,1} ndherungsweise berechnet werden.

3.2 Parametrische Familien von statistischen Priifverteilungen

In der Vorlesung Wahrscheinlichkeitsrechung wurden bereits einige parametrische Familien von
Verteilungen eingefiihrt. Hier geben wir weitere Verteilungsfamilien an, die in der Statistik eine
besondere Stellung einnehmen, weil sie als Referenzverteilungen in der Schétztheorie, statisti-
schen Tests und Vertrauensintervallen ihre Anwendung finden.

3.2.1 Gamma-Verteilung

Als erstes fithren wir zwei spezielle Funktionen aus der Analysis ein:

1. Die Gamma-Funktion:

I'(p) = / P le " dx fir p> 0.
0

Es gelten folgende Eigenschaften:

(1) =1, 0(1/2) = Vr
I'(p+1)=pl'(p) Vp>0, I'n+1)=mn!, VneN.

2. Die Beta-Funktion:

1
B(p,q) =/ 1 =)t dt, p.g>0.
0
Es gelten folgende Eigenschaften:

L'(p)L'(q)

B(p,q) = B(¢,p),  B(p,q) = Totq

; p,q>0.

Definition 3.2.1
Die Gamma- Verteilung mit Parametern A > 0 und p > 0 ist eine absolut stetige Verteilung mit
der Dichte

MPaP~l g

e , >0,

fx(a) =4 T@ (3.2.1)
0, z<0.
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Abb. 3.1: Dichte der Gammaverteilung

Dabei verwenden wir die Bezeichnung X ~ T'(\,p) fiir eine Zufallsvariable X, die Gamma-
verteilt mit Parametern A und p ist. Es gilt offensichtlich X > 0 fast sicher fir X ~ T'(\,p).

Ubungsaufgabe 3.2.1
Zeigen Sie, dass (3.2.1) eine Dichte ist.

Beispiel 3.2.1

1. In der Kraftfahrzeugversicherung wird die Gamma-Verteilung oft zur Modellierung des
Gesamtschadens verwendet.

2. Falls p =1, dann ist I'(\, 1) = Exzp(\).

Satz 3.2.1 (Momenterzeugende und charakteristische Funktion der Gammavertei-
lung):
Falls X ~ T'(\,p), dann gilt Folgendes:

1. Die momenterzeugende Funktion der Gammaverteilung W x (s) ist gegeben durch

1
L4 =Re = —— A
x(8) e A=/’ s <

Die charakteristische Funktion der Gammaverteilung ¢ x (s) ist gegeben durch

: 1
=RetX = — — R.
2. k-te Momente:
1) -...- —
gk PP+l ptk-1) N

AF ’
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Beweis 1. Betrachte

<0

00 p 00 ——
Ux(s) :/0 e fx(x)dx = I’)(\p)/o PLle(s = Ae gy
LN TR
—(s—;);t:y F(p) /() —(S — )\)p dy = F(p)()\ — S)p

- (Ais)p: (1—15/A)p’ Az

Falls s € C, Re (s) < A, dann ist Ux(s) holomorph auf D = {z =z +iy € C: x < A\}. Es

gilt
Ux(s) = px(—is), s=it,t <A
Daraus folgt
. 1
Ux(s) = px(—is), SGD:NPX(S):W, seR.

p+1)-...-(p+k—1)

p .
ExX® = oW (0) = EX* = ( G ,

ke N.

Folgerung 3.2.1 (Faltungsstabilitit der I'-Verteilung):
Falls X ~T'(\,p1) und Y ~ T'(\, p2), X,Y unabhéngig, dann ist X +Y ~ T'(\, p1 + p2).

Beweis Es gilt

1 1 1 p1+p2
px+v(s) = px(s) - py(s) = A is/nm A —is/m (1 — Z.S/A) = Pr(Ap1+p2)(8) -

Da die charakteristischen Funktionen die Verteilungen eindeutig bestimmen, folgt damit X +
Y ~ (A, p1+ p2). o

Beispiel 3.2.2
Seien X1,...,X, ~ Ezp()\) unabhéngig. Nach der Folgerung 3.2.1 gilt X = X1 + ...+ X, ~
F'(\1+...41)=T(\n),denn Exzp(\) =T'(A\,1). Dabei heifit X Erlang-verteilt mit Parame-

tern A\ und n. Man schreibt X ~ Erl(A,n).
Zusammengefasst: Erl(A,n) =T(\,n)

Interpretation: In der Risikotheorie z.B. sind X; Zwischenankunftszeiten der Einzelschéden.
Dann ist X = Y7 | X; die Ankunftszeit des n-ten Schadens, X ~ Erl(A,n).
Definition 3.2.2 (x2-Verteilung):

X ist eine x*-verteilte Zufallsvariable mit k Freiheitsgraden (X ~ x3), falls X 4 x 2+ XE
wobei X71,..., X, ~ N(0,1) unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen sind.

Satz 3.2.2 (x2-Verteilung: Spezialfall der I'-Verteilung mit A\ = 1/2, p = k/2):
Falls X ~ X%, dann gilt:
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0,5

04 \ k=2
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Abb. 3.2: Dichte der y2-Verteilung fiir k = 2, 3,4

1. X ~T(1/2,k/2), d.h

Zk/2=1g—z/2
A >

fx(z) =< 2k/21(k/2) ’ v=0 : (3.2.2)
0, z <0

2. Insbesondere ist EX = k, Var X = 2k.
Beweis 1. Sei X = X? + ...+ X? mit X; ~ N(0,1) unabhéngingen identisch verteilten

Zufallsvariablen. Errechnen wir zunéchst die Verteilung der X?:

vE 2
P(Xt <) = PO € [VEVE) = [ ey

/ﬁ 1 ,ﬁd +/0 1 ,ﬁd
= 76 2 —e 2
0 Y f\/271' Y

xT

7t/2 -1 dt
Vit

0 27T

—1/2 1/2 1
—/ 1/2 i —t/th, z>0.
r'(1/2)

Somit folgt X? ~ I'(1/2,1/2) = X ~T'(1/2,1/2+...+1/2) =T(1/2,k/2) und daher
—_———
gilt der Ausdruck (3.2.2) fiir die Dichte.
2. Wegen der Additivitdt des Erwartungswertes und der Unabhéngigkeit von X; gilt
EX =k -EX?, VarX =kVarX?, E(X})=E([(1/2,1/2)).

Bitte zeigen Sie selbststindig, dass EX? =1, Var X? = 2.

3.2.2 Student-Verteilung (t-Verteilung)

Definition 3.2.3
Seien X,Y unabhingige Zufallsvariablen, wobei X ~ N(0,1) und Y ~ x2. Dann heifit die
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Zufallsvariable
X

Y/r
Student- oder t-verteilt mit r Freiheitsgraden. Wir schreiben U ~ t,.

Satz 3.2.3 (Dichte der ¢-Verteilung):
Falls X ~ t,., dann gilt:

UL

1.

2. EX=0, VarX = r > 3.

T
r—27
Bemerkung 3.2.1

1. Grafik von f,: Die t,-Verteilung ist symmetrisch. Insbesondere gilt:

0.

3 x| 0 T 2 3 7

Abb. 3.3: Dichte f der t-Verteilung fiir r = 2,10, 100

tr,a = _tr,l—a, o€ (0, 1),

wobei ¢, o, das a-Quantil der Student-Verteilung mit r Freiheitsgraden ist.

Z2 .
\/%6_7 , x € R. (Ubungsaufgabe)

3. Fir r =1 gilt: t; = Cauchy(0,1) mit Dichte f(x)
existiert nicht.

2. Falls r — oo, dann f,.(z) —

= m Der Erwartungswert von t;

Beweis des Satzes 3.2.3:

T

1. Es gilt X = (Y, Z), wobei p(z,y) = T und V = (Y, Z) ein zweidimensionaler
y/r
Zufallsvektor ist, Y ~ N(0,1), Z ~ x2, Y und Z unabhingig.

Wir wollen den sogenannten Dichtetransformationssatz fiir Zufallsvektoren verwenden,
der besagt, dass unter bestimmten Voraussetzungen

Forr (@) = fr (o™ (@)]J]
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-1 n
gilt, wobei |J| = |det J|, J = <6%xj(x)) , 0 = (p1,...,0,) : R" — R™. Berechnen
ij=1

wir hier ¢!

von ¢ : (x,y) — (v, w), wobei v = \/%, w=1y:
y/r

@_I:U:x:xzv\/yszw. Somit ¢ : (v, w) — (U
r r

und die Jacobi-Matrix ist gleich

RS

Falls V = (Y,Z), Y und Z unabhéngig, dann

_ . 1 22 yT/Qflefy/Z _ yr/2716_y+2z2
fv(z,y) = fr(x) fz(y) = Nors - TS

und nach dem Dichtetransformationssatz gilt

v = /Oofw(v(uywdw: | e i de

w
—,w
r

reR,y>0,

00 6_ Ttw)/2 7“/2 1
_/ w/r dw
L(1/2)I(r/2)
=t
_ - 1 / wzTe 2 wdw
V22 T(1/2)(r/2) Jo
- 1 ./oo 271+1tz e tdt
TA/20(r/2) S0 (02/r+1)7
_ 2 er ril) _ 1
(2 4+ 1) /2T T(1/2T(r/2)  FB(r/2,1/2)(1 +v2/r) T

2. Ubungsaufgabe

O]

Da im WR-Skript der Dichtetransformationssatz nur fiir Zufallsvariablen formuliert wurde,
geben wir hier die notwendigen Begriffe und verallgemeinerten Sétze fiir Zufallsvektoren (ohne

Beweis). Hierbei verwenden wir die folgende Notation:

Fiir Vektoren z = (x1,...,2,)7 und y = (y1,...,yn)? schreiben wir z < y, falls 2; < y;
fiir i = 1,...,n. Ferner sei fiir einen Zufallsvektor X = (X1,...,X,,)T die Verteilungsfunktion

definiert als F(z) = P(X < 2) fiir z = (z1,...,2,)7.

Definition 3.2.4
Die Zufallsvektoren X; : Q — R™ 4§ =1,...,n sind unabhdngig, falls

n

n
Fixy. xy (@, op) = P(X1 < @1, Xy < wn) = [[P(XG < @) = [] Fxi (@),

i=1 i=1

eR™, 4=1,...,n.
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Satz 3.2.4
Falls X; absolut stetig verteilte und unabhéngige Zufallsvektoren mit Dichten fx,, i =
1,...,n, sind, dann ist auch (X1,...,X,,) absolut stetig verteilt mit Dichte

n
le,...,Xn(xla-'wmn):Hin(xi)a xiERmiv Zzlvvn
i=1
Satz 3.2.5
Falls X; : Q@ — R™i ¢ =1,...,n unabhéngige Zufallsvektoren sind, und ¢; : R™ — R™ Vi =
1,...,n Borel-messbare Funktionen, dann sind Zufallsvektoren ¢;1(X1),. .., p,(X,) unabhin-
gig.

Satz 3.2.6 (Dichtetransformationssatz fiir Zufallsvektoren):
Sei X = (X1,...,Xm)T : Q — R™ ein absolut stetig verteilter Zufallsvektor mit Dichte fx.
Sei ¢ = (¢1,...,0m)" : R™ — R™ eine Borel-messbare Abbildung, die innerhalb von einem

Quader B C R™ stetig differenzierbar ist. Falls suppfx C B und det (gﬁ;) N
1,]=

ey

dann Jp~! : p(B) — B stetig differenzierbar und

_ [ Ix (7M@) ]z e (B,
Fa =1 v g olB).

. Op;
wobei J = det( (f)p’_ )
T j ..
i,j=1,....m

3.2.3 Fisher-Snedecor-Verteilung (F-Verteilung)

Definition 3.2.5

Falls X < g’;;;, wobei U, ~ x2, Us ~ x2, r,s € N, U,,Us unabhiingig, dann hat X eine
F-Verteilung mit Freiheitsgraden r, s. Bezeichnung: X ~ F,. ;.

Lemma 3.2.1

Falls X ~ F, g, dann ist X absolut stetig verteilt mit Dichte

I‘T/Q_l
f T) = r+s ]I('r 0 .
X B(r/2,s/2)(r/s)""/2(1L+ (r/s) - x) 2 -0

Beweis Da U, ~ 2, gilt fiir ihre Dichte
$r/2—1e—x/2

fUT(x):W7

x>0, reN.

Somit
PU,/r <z)=P(U, <rz)= Fy, (rz)

und deshalb

—rT

r(rx)r/z_le 2
I'(r/2)27/2

fo, (@) = (Fu, (re)) = fu,(rz) = -I(z > 0)
TT/er/Q—le—r/Z;z
= T @20
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1.0

—r=2,8=2
r=2,s=5
© |
o —r=5s=2
r=5,s=5
©
=
o
= <
o
N
o
o
=
I T T T 1
0 1 2 3 4

Abb. 3.4: Dichte der F-Verteilung fiir verschiedene Parameter r und s.

Nach dem Dichtetransformationssatz fiir das Verhéltnis von zwei Zufallsvariablen (vgl. Wahr-
scheinlichkeitsskript Satz 3.15) gilt

Foum (@) = /0 Tt e (wt) - fos(E) dt -z > 0).

Us/s

Somit

0o 1/2 r/2—1,—"2  5/2;5/2-1 ,—st/2
fX(m)Z/ ) ¢z T e dt
0 [ (r/2)2r/2 ['(s/2)2s/2

=Y

r/2.8/2,.r/2—1 00 _ L"’S
e [T T2
I(r/2)l(s/2)2 2 Jo
rr/2g8/2m/2-1 0 y%q -
= - / p - e ydy
L(r/2T(s/2) " Jo (rgt )

TT/285/2$T/2—1 r+s

- T+s r+s F ( )
t=xa T(r/2)l(s/2)s 7 (145 2)2 2
(T/S)r/2$r/2—1

- r+s

B(r/2,5/2)(1 + tx)

-I(x > 0).

Bemerkung 3.2.2
Sei X ~ F, s, r,s € N mit Dichte fx.

1. Einige Graphen der F-Verteilung sind in Abbildung 3.4 dargestellt.

2. Einige Eigenschaften der F-Verteilung:
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Lemma 3.2.2
Es gilt:
a) s
EX = , s>3
s—2
b
) 252(r +s5—2)

Var X =

s-Ds-22  °70

c) Falls F, ;o das a-Quantil der F) s-Verteilung ist, dann gilt
1

Fs,r,lfa

, a€(0,1).

.8, —

Ubungsaufgabe 3.2.2
Beweisen Sie Lemma 3.2.2!

3. Fir Quantile F; 5 o gilt folgende Néherungsformel (Abramowitz, Stegun (1972)):

F, .o = €, wobei

. [a(h+a)/? 1 1 5 2
w—2< h _<r1_sl>'<a+6_3h) ’

1 1 \7!
h=2
<T—1+8—1> ’

22 -3
6

und z, das a-Quantil der N(0, 1)-Verteilung ist.

3.3 Punktschatzer und ihre Grundeigenschaften

Sei (X1,...,X,) eine Zufallsstichprobe, definiert auf dem kanonischen Wahrscheinlichkeits-
raum (Q, F,Pp). Seien X;, i = 1,...,n unabhingige identisch verteilte Zufallsvariablen mit
Verteilungsfunktion F' € {Fy : § € ©}, © C R™. Finde einen Schétzer é(Xl, ..., Xp) fur den
Parameter 6 mit vorgegebenen Eigenschaften.

Unser Ziel im néchsten Abschnitt ist es, zundchst grundlegende Eigenschaften der Schétzer
kennenzulernen.

3.3.1 Eigenschaften von Punktschatzern

Definition 3.3.1 (Erwartungstreue):
Ein Schétzer 6(X1,...,X,) fir 0 heifit erwartungstreu oder unverzerrt, falls

Egd(X1,...,Xn) =0, 6co.
Dabei wird vorausgesetzt, dass

Eol0(X1,...,X,)| <00, He€O.
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Der Bias (Verzerrung) eines Schitzers (X1, ..., X,,) ist gegeben durch
Bias(d) = B¢ 0(X1,...,X,) — 6.

A

Falls (X1, ..., X,) erwartungstreu ist, dann gilt Bias(f) = 0 (kein systematischer Schitzfehler).

Definition 3.3.2 (Asymptotische Erwartungstreue):
Der Schétzer 0(X1,...,X,,) fir  heiBt asymptotisch erwartungstreu (oder asymptotisch unver-
zerrt), falls (fiir grofle Datenmengen)

Eg0(X1,...,X,) — 0, 9c0O.

n—oo

Definition 3.3.3 (Konsistenz):
Falls

A

(9(X1,...,X,~J—>9, e
n—oo
in L2, stochastisch bzw. fast sicher, dann heiBt der Schitzer A(X1,...,X,) ein konsistenter

Schdtzer fur 0 im mittleren quadratischen, schwachen bzw. starken Sinne.

o O L2-konsistent: fiir Bg 0%(X1,...,X,) < oo gilt

0 L 0= Eold(Xy,.... X))~ 02 — 0, 6eco.

n—oo n—oo

e O schwach konsistent:

A

0 L 0= P(0(X1,....Xn)—0>c) — 0, e>0, 6cO.

n—oo n—oo

o 0 stark konsistent:

g L 0<:>P9(lim 9(X1,...,Xn):9):1, 0co.
n—oo n—oo

Daraus ergibt sich folgendes Diagramm (vgl. Wahrscheinlichkeitsrechungsskript, Kapitel 6).

’ L? — Konsistenz ‘:;% schwache Konsistenz k:’ starke Konsistenz ‘

Definition 3.3.4 (Mittlerer quadratischer Fehler (mean squared error)):
Der mittlere quadratische Fehler eines Schéitzers 6(X7y, ..., X,,) fir 0 ist definiert als

MSE(B) =Eg|l0(X1, ..., X,) — 0.

Lemma 3.3.1
Falls m = 1 und Ep 0%(X1,...,X,) < oo, 6¢€ O, dann gilt

MSE(0) = Varg 0 + (Bias.(é))2 :

Beweis MSE(0) =Eg(f — 0)* = Eg(0 — Eg + Egf) — 0)?
= Eg(f —Eg0)> +2Eg(0 —Eg 0) (Eg 0 — 0) + (Eg 6 — 0)?
Varg 0 =0 =const =Bias(6)2

= Varg 0 + (Bias(é))2 .
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Bemerkung 3.3.1
Falls 0 erwartungstreu fiir 6 ist, dann gilt M SE(f) = Vary 6.

Definition 3.3.5 (Vergleich von Schétzern):
Seien él(Xl, ..., Xp) und ég(Xl, ..., Xp) zwei Schétzer fir §. Man sagt, dass 0, besser ist als
0, falls

MSE(0)) < MSE(,), 60€®©.

Falls m = 1 und die Schétzer él, ég erwartungstreu sind, so ist él besser als éz, falls él die
kleinere Varianz besitzt. Dabei wird stets vorausgesetzt, dass Eg0? < co, 6 € O.

Definition 3.3.6 (Asymptotische Normalverteiltheit):
Sei 0(X1,...,Xy) ein Schétzer fiir § (m = 1). Falls 0 < Varg0(X1,...,X,) < oo, 6€ O und

A

0(X1,....,Xn) —EgO(X1,..., X,
(X1, -+, )A 0 0(X1 )i>Y~N(O,1),
VVarg (X1, ..., X)

n—oo

dann ist 9(X1, ..., X)) asymptotisch normalverteilt.

Definition 3.3.7 (Bester erwartungstreuer Schitzer):
Der Schétzer 0(X1, ..., X,) fir 0 ist der beste erwartungstreue Schitzer, falls

Eg0%(X1,...,Xn) <00, H€O, EpO(X1,...,Xn) =0, 0cO,

und  die minimale Varianz in der Klasse aller erwartungstreuen Schétzer fiir  besitzt. Das
heifit, dass fiir einen beliebigen erwartungstreuen Schatzer 6(Xy,..., X, ) mit

E9(§2(X1,...,Xn)<00 gilt Varg 6 < Varg 0, 0 eO.

3.3.2 Schatzer des Erwartungswertes und empirische Momente

Sei X £ X;, i =1,...,n ein statistisches Merkmal. Sei weiter E|X;|* < oo fiir ein k € N,
m = 1 und der zu schitzende Parameter 0 = u; = ]EXf. Insbesondere gilt im Fall £ = 1, dass
0 = p1 = p der Erwartungswert ist.

Definition 3.3.8
Das k-te empirische Moment von X wird als

1 n
e =~ XF
ni:l

definiert. Unter dieser Definition gilt, dass i1 = X, also das erste empirische Moment gleich
dem Stichprobenmittel ist.

Satz 3.3.1 (Eigenschaften der empirischen Momente):
Unter obigen Voraussetzungen gelten folgende Eigenschaften:

1. fu, ist erwartungstreu fiir p (insbesondere X,,).
2. [ ist stark konsistent.

3. Falls Eg| X |?* < 00, V60 € O, dann ist ji; asymptotisch normalverteilt.
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4. Es gilt VarX,, = %2, wobei 02 = Varg X. Falls X; ~ N(u,02), i =1,...

normalverteilte Stichprobe), dann gilt:

Beweis
L Egfie = -3 EgxXt = 23 = M —
0 Mk n 2 0% n M n HE -
2. Aus dem starken Gesetz der grofien Zahlen folgt

—ZX"‘ —) Eg XF = 1.

3. Mit dem zentralen Grenzwertsatz gilt

i XF—n-EXF 53 Xk_ﬂk:_ Ak —

n VntE— k4 y  N(0,1).
Vn - Var Xk %\/Var Var Xk n—oo 1)
Insbesondere gilt fiir den Spezialfall k£ = 1
X, —
Jnon TR Ay N, 1),

o n—oo

Var X,, = Var

n
g
; )XUIV TLQZVEHX_ :?

Falls X; ~ N(u, 0?), i=1,...,n, dann gilt wegen der Faltungsstabilitit der
verteilung X,, ~ N(-,-), weil

B\H

2
v on <” "2> X uiv.
n n'n

Somit folgt aus 1) und 4) X,, ~ N (u, %2) .
Damit ist der Satz bewiesen.

Bemerkung 3.3.2
Aus Satz 3.3.1, 3) folgt

B(X,— | >¢) =1~ B~ < X, —p <)

Normal-
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2
wobei ®(z) = \/% - e~z dt die Verteilungsfunktion der N (0, 1)-Verteilung ist.

Insgesamt gilt also fiir grofles n
P(| X, — | > ¢) m2<1—<1><5\/ﬁ>> .
o

3.3.3 Schatzer der Varianz

Seien X;, ¢=1,...,n unabhéingig identisch verteilt, X; 4 X, EpX?’<o00 V€O, 6=
(01,...,0,)T, 0; = 0? = Vary X fiir ein i € {1,...,m}. Die Stichprobenvarianz

1
n—1

52 = > (X — Xn)?
=1

ist dann ein Schitzer fiir o2. Falls der Erwartungswert u = E¢X der Stichprobenvariablen
explizit benannt ist, so kann ein Schétzer fiir 02 auch als

definiert werden.
Wir werden nun die Eigenschaften von S2 und S? untersuchen und sie miteinander vergleichen.

Satz 3.3.2

1. Die Stichprobenvarianz S? ist erwartungstreu fiir o2:

]EgSZ:Oj, feO.

2. Wenn Eg X* < 00, dann gilt

1 n—3
Varg SEL = E (/.lﬁl - U4> )

wobei ) = Eg (X — p)*.
Beweis 1. Aus Lemma 2.2.1 1), 2) folgt, dass

1

n
Si: 1 (ZXZQ—’I”LXEL) ,
i=1

und dass man 0.B.d.A. u = E¢X; = 0 annehmen kann, woraus insbesondere EyX,, =
0, 6 € © folgt. Dann gilt

1 (& _ 1 (& _
EpS2 = — (Z FEy X7 — nIEXﬁ) = — (Z Varg X; — nVar Xn>
=1 i=1

2
1 <n02—n‘0>202, feO.

S.331,4) n—1 n
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2. Berechnen wir Varg S2 = Eg(S%)Q — (B S2)? = E¢(S2)? — 0. Es gilt

2

=1

2
1 n _n B
=—— [ Eo [ D_X7) —2nEe [ X2> X7 ) +n*Eg X,

(n—1)* 0<i1 l) " 0( ! @>+n ——

=1 —Ts

=1 =I5
Dabei gilt

n n n n
L=Fg (Y XY X7 | =Ep | D X!+ X7X7 | = EgX/ + ) Ep(X7X7)
i=1  j=1 i=1 i#j i=1 ij
n

= Z 4+ZVar9X Varg X; = nyly + n(n — 1)o*
X; uiv, p= 0z 1 oy

IFEQ((:lf:Xi)zinz) ((ZX2 ZXX)Z )
i=1 j=1 i=1 i) j=1
:%Ee (f:x iX)-i- — (ZXX Z&)

i#j k=1
1 1 I "+ (n—1)o?
:ﬁll—i—ﬁzz ]Eg(XinX,f) :E:—M (n ) ,
itj k

3

:éEg((iX,erZXX) (Z ZXth))

k=1 7,;&‘] =1 s;ét

= (Z XkX2+22XkZXX +Y XX ZXXt>

kr=1 k=1 i#j i#j s#t
1
= M(E(;(ZX;‘) +E9<ZX§X3) +2E9<ZX,§ZXZ-X]-) +
k=1 ke k=1 itj
=0, da X; u.i.v. und p=0

+2 Eg(ZXfo) +Eqg ( > X}Xth) +]E9< > XZ-XjXSXt) )
i izt iAot
weil (4,7) und (j,3) zéhlen =0, da X u.i.v. und pu=0 =0, da X; u.i.v. und u=0

1 npy +3n(n—1 W+ 3(n—1)ot
L (WH?)EG 2X2X2> i nin =)ot _ p 3
i#]
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Somit gilt insgesamt

1 wy +3(n—1)0t
4 _ / 4 / 4 4
EpS,, = =12 <nﬂ4+n(n—1)0’ —2(pg + (n—1)0%) + -
_ (n?=2n+4 1)+ (n? —2n+ 3)(n— 1)o?
B n(n —1)2
_(n=1)%3 n2—2n—|—304_/£1 n?—-2n+3 ,
 (n—1)2n n(n —1) S n n(n —1)

und deshalb

! 2 2 /
gy NnF—=2n+3-n"+n 4 n—3 4 1(, n—3 4)
Varg S = — =m0 = g
Ao on =7 + n(n—1) 7 n n(n—l)a n\M T 17
O
Satz 3.3.3 1. Der Schiitzer S2 fiir o2 ist erwartungstreu.
2. Es gilt Varg 52 = 1/n(u}, — o%).
Beweis
1 1 1
. G2 2 2 2
Eg S5 = EZEO(Xi_M) = EZU =0°.
=1 :Varngi =1
2. Setzen wir wie in Satz 3.3.2 0.B.d.A. p = 0 voraus. Dann gilt
L 2 A n 2
Varg 52 = By (n ZXE) — (B4 82)" = 5B (Z XE) — o
i=1 i=1
Aot Doty o
I1 Beweis S. 3.3.2 n? B n oo
O

Folgerung 3.3.1
Der Schitzer S2 fiir o2 ist besser als S2, weil beide erwartungstreu sind und

n—3 -4
nflJ

o _ M=ot 4
Varg S2 = < = Vary S2.
n

3

Diese Eigenschaft von S2 im Vergleich zu S2 ist intuitiv klar, da man in S2 mehr Informationen
iiber die Verteilung der Stichprobenvariablen X; (ndmlich den bekannten Erwartungswert p)
reingesteckt hat.

Satz 3.3.4
Die Schétzer S2 bzw. S2 sind stark konsistent und asymptotisch normalverteilt:
) S2 2
52 I3 52, V=l Ly L N(0,1),

" n—oo ’ 4 N—00
Hy — O

~ 5@7 2
G2 Esy 52 V2 Ly L N(0,1),

" pn—soco / 4 M—00
Hy — 0

falls p) < 0.
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Beweis Zeigen wir nur, dass S2 die obigen Eigenschaften besitzt. Der Beweis fiir 5'721 verlauft
analog. Die starke Konsistenz von S2 folgt aus dem starken Gesetz der grofien Zahlen, nach
dem

—ZX2 ' E9X2 und an—s>

n—oo

gilt und somit auch

Dann

n 1 & 9 59
(rg -5
f.s. 2 2 2

n:;oEgX —p°=Varg X =0~

und die starke Konsistenz ist bewiesen. Um die asymptotische Normalverteiltheit zu beweisen,
nehmen wir 0.B.d.A. an, dass 4 = Eg X = 0. Dann folgt mit Hilfe des Satzes von Slutsky (vgl.
Sétze 6.8 - 6.9 aus dem WR-Skript)

\/552/_2 _\Fnlz Ll 3_02
py — ot py —
— it 1 21)(2—710—2 \/ﬁnl’lﬁ_<1_ n > o%y/n
Y e RN n—1) Jr o
=Ry, =R

weil

(i ;
n—1 /M4—U /Mﬁ;—04n 1 n—oo
also auch stochastisch und in Verteilung. Es gilt

XQ
R~ yn—2— 50,

/ 4 N—00
\VHye — O

weil ) )
v2) — X — o _9
Ey (ﬁXn> = VinVarg X, T V- = 75 i 0
und somit
\/E(X) n_>000:>\F(X) n—>000:>\/7( ) n—>000.
Dann gilt
2 _ 2 " X2 - no?
lim vi2n = 4 gy "9 4y~ N(0,1)
n—00 / 4 n—o00 / 4
W—o fnly — o
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nach dem zentralen Grenzwertsatz fiir die Folge von unabhéngigen identisch verteilten Zufalls-

variablen {X?};en, weil Eg X? = Varg X = o2 und
IJ/:

VargX? = EgX* — (EgX?)* = iy — 0.

O
Folgerung 3.3.2
Es gilt
L. NG ’g;“nﬁoywjv(o,l)
und somit
2.
P(ue{)‘(n—zl‘“\//;&l,)‘(n+zl‘“\/g&zbn§>o1—a (3.3.1)

fiir ein a € (0, 1), wobei z, das a-Quantil der N (0, 1)-Verteilung ist.

Bemerkung 3.3.3

Das Intervall in (3.3.1) nennt man asymptotisches Konfidenz- oder Vertrauensintervall fiir den
Parameter u. Falls o klein ist (z.B. a = 0,05), so liegt p mit einer asymptotisch groen Wahr-
scheinlichkeit 1 — « im vorgegebenen Intervall. Diese Art der Schéitzung von u stellt eine Al-
ternative zu den Punktschétzern dar und wird ausfiihrlich in Kapitel 4 behandelt.

Beweis der Folgerung 3.3.2
1. Aus Satz 3.3.4 folgt

9 fs. 2 g fs. g d
S, — 0=+ S 1= — 1
n—oo n n—oo n n—oo

und somit nach der Verwendung des Satzes von Slutsky

X, — X,—p o g
- 2y 1=y ~N(0,1
S Vvn > S (0,1),

NG
wobei wir die asymptotische Normalverteiltheit von X,, benutzt haben.
2. Aus 1) folgt

(67 «

P, (Wgcns—u & [rap Zl_m]) 8 (s1agn) @ () =1 2= S —1-a

n n—00 2

Daraus folgt das Intervall (3.3.1) nach der Auflosung der Ungleichung

Xn—
Za/2 S VN nS < Z1-a)2
n

bzgl. u.
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Betrachten wir weiterhin den wichtigen Spezialfall der normalverteilten Stichprobenvariablen
X;, i=1,...,n,also X ~ N(u,0?).

Satz 3.3.5
Falls X, ..., X, normalverteilt sind mit Parametern y und o2, dann gilt
1. (n— 1)5721 o2
0_2 Xn—l )
2. ns”rzz 2
2 ~ Xn

Beweis Beweisen wir den schwierigeren Fall 1, der Beweis im Fall 2 verlduft analog.
Da X; ~ N(u,0?), gilt, dass % ~ N(0, 1) unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen
fir ¢ = 1,...,n sind. Nach Lemma 2.2.1 gilt

n n

Z(Xz - /1«)2 = Z(Xz - Xn)Q + n(Xn - N)Q
=1 =1

und somit

g

- ; — n— n(X, — ?
Tl:Z<XZ u)2: g (ﬂXu)>
—_——

~X3 =To~x? aus S. 3.3.1, 4)

In Lemma 3.3.2 wird bewiesen, dass S2 und X,, unabhéngig sind. Somit gilt

eri(s) = @L;ls%(s) o1, (s), Vs e R,
wobei ¢z(s) die charakteristische Funktion einer Zufallsvariablen Z ist. Da nach dem Satz 3.2.1
1 1
er(s) = W, o1y (s) = W,
folgt
_pni(s) _ 1 B
¢%Sa (S) - (pTQ(S) - (1 - 2/1/5)(’)’1,—1)/2 — SOX?L—I(S) .

Aus dem Satz 3.2.1 und dem Eindeutigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen (vgl. Folgerung
5.1 aus dem WR-Skript) folgt
n—1

2 2
o2 Sn ~ Xn—1-

O

Lemma 3.3.2
Falls X ~ N(p, c?), X1, ..., X, unabhingige identisch verteilte Zufallsvariablen, X; 4 X, dann
sind X,, und S2? unabhingig.

Dieses Lemma wird unter Anderem gebraucht, um folgendes Ergebnis zu beweisen:

Satz 3.3.6
Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.3.2 gilt

\/H(Xn — )

~tp—1.
Sn n—1
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Beweis von Lemma 3.3.2 Es folgt aus Lemma 2.2.1, dass

_ 10 1 n _
X, = 5ZX{+M und 52 = mZ(Xg—x,g)?
=1

=1

fir X! = X; — p, ¢ = 1,...,n. Somit kann wegen des Satzes 3.2.5 0.B.d.A. p =0 und o2 =1
angenommen werden. Um die Unabhingigkeit von X,, und S? zu zeigen, stellen wir S2 in
alternativer Form dar:

n n 2 n
((xl X3 - m?) _ ! ((zm - m) 3 - m?) ,

i=2 n—1 i=2 i=2

1

S2 =
n—1

n

weil 3", (X; — X,,) = 0 nach Abschnitt 2.2.1. Somit gilt
Sp=¢(Xo— Xy, X — Xp)

wobei

2
B 1 n n B
80(5527---,3%):”_1 ((Zl‘z> +ZSE?) , (x,...,zy) ER" L
i=2

=2

Es geniigt (nach Satz 3.2.5) zu zeigen, dass der Zufallsvektor (Xo—X,,...,X,—X,) unabhiingig
von X, ist. Sei X = (Xy,.. .,Xn)T, X; unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen mit
X; ~ N(0,1) nach unserer Annahme. Dann gilt

1 1 .
Wexp<—2zlxl2> N (1’17...,$n)€R

fiir die Dichte von X. Sei ¢ = (¢1,...,¢n) : R" — R™ die lineare Abbildung mit

fx(wl, e ,.’L‘n) =

@l(x) = Tn,

po(x) = 29 — Iy
" r=(x1,...,2y) € R".

Um die Umkehrabbildung ¢~ : (y1,...,yn) — (21,...,2,) zu finden, setzen wir y; = @;(x),
i =1,...,n und schreiben

_ T2 = Y1 + Y2
Y1 = Tn .

Y2 =22 —Tp =22 — Y1
. 5 woraus xn — yl + yn

To+...+xp=Mm—-—Dy1+y+...+u

= T —_
Yn n ri+ ... +rp=nyi=xz1+Mn—Dy1+y2+...+yn

folgt und somit x; = y1 — > j—o ¥;. Es gilt insgesamt
ey =y — i v,

-1
0y (y) =y1 + 2,
. Y= (y1,....yn)" €R".

el (y) =y1 + Yn
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Um den Dichtetransformationssatz 3.2.6 fiir ¢(X) zu verwenden, brauchen wir die Determinante
der Jacobi-Matrix

1 -1 -1 -1 ... -1
1 1. 0 0 ... 0
N 1 0 1 0 ... 0
J = dt<5g ) e
Vi Jij=1,m DL
1 0 ........ 0 1
R A A A AR

Somit gilt fiir die Dichte von Y = ¢(X) = (X, Xo — Xp, ..., X — X;)

n 2 n
ForyWis - um) = fx(e7 (W) - || = (27:;,1/2 exp {—; <y1 - Zm) %Z (y1 + vi) }
= i=2

n
n

1 n n
:Wexp{—Q(y%—2y1;yi+<§yz> +Zyl+2ylzyz (n—1)y )}

Aot (5) )]
(@) bt} () "o {5 (5 () )}

=for(x)(¥1)

F(00(X) o von (X)) (Y25---Yn)

woraus die Unabhéngigkeit von

(X) =X, ~ N i N(O 1)
®1 — An Hy n ,u,:(),_UQZI 'n

(02(X); -5 0n(X)) = (X2 — Xy, X — Xi)
folgt. Somit sind auch X,, und S2 = 3(X3 — X, ..., X, — X,,) unabhingig. O

und

Beweis des Satzes 3.3.6 Aus den Sétzen 3.3.1, 4) und 3.3.5 folgt

_ 2 —-1)8?

o
also _ )
X — -1)S
Vi = vt M U N@©0,1)  und YgszXi_y
o o
Nach dem Lemma 3.3.2 und Satz 3.2.5 sind Y7 und Y unabhéingig. Dann gilt
Y
=y i

n—1
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nach der Definition einer ¢-Verteilung, wobei

T — \/ﬁXnU_# _ Xn — M
(n—1)S2 Sn
o2(n—1)
Somit gilt -
Xn — M

Vvn

~tp_q-

Sn
O

Bemerkung 3.3.4

Mit Hilfe des Satzes 3.3.6 kann folgendes Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert p einer
normalverteilten Stichprobe (X7, ..., X,,) bei unbekannter Varianz o2 (X; ~ N(u,0?), i =
1,...,n) konstruiert werden:

> th—1,1-a
S, . X, 4 nblze/2 /2SnD —1-a

]P(,U,G|:Xn—t NG

fir o € (0,1), denn

Sn

X, —p
]P)<\/T>L ; € |:tn_17a/2’ tn—l,l—a/2:|> = Ftn—l (tn—l,l—a/2) - Ft7l_1(tn—1’a/2)
————
:_tn_l’l_a/Q wg. Sym. t-Vert. (332)

—1-2 %,
2 2

wobei t,_1 o das a-Quantil der t,,_;-Verteilung darstellt. Der Rest folgt aus (3.3.2) durch das
Auflésen bzgl. u.
3.3.4 Eigenschaften der Ordnungsstatistiken

In Abschnitt 2.2.2 haben wir bereits die Ordnungsstatistiken x(y),...,x(,) einer konkreten
Stichprobe (z1,...,z,) betrachtet. Wenn wir nun auf der Modellebene arbeiten, also eine Zu-
fallsstichprobe (X1, ..., X,) von unabhéngigen identisch verteilten Zufallsvariablen X; mit Ver-
teilungsfunktion F'(x) haben, welche Eigenschaften haben dann ihre Ordnungsstatistiken

X(l), R 7X(n) ?
Satz 3.3.7

1. Die Verteilungsfunktion der Ordnungsstatistik X(;), ¢=1,...,n ist gegeben durch
n n .
Fx, (z) = Z (k) FFz)(1 = F(z)"*, rER. (3.3.3)

2. Falls X; eine diskrete Verteilung mit Wertebereich £ = {...,a;_1,a;,a;4+1,...} haben,
i=1,...,n, a; <aj fir i <j, dann gilt fir die Zéhldichte von X;),i=1,...,n:

P(X() =) = Y (Z) (@) (1 = F(ap)" ™" = F¥a;-) (1= Flaj-0)"") .
k=

7
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wobei

ZP —CLk

akEE k<j

3. Falls X; absolut stetig verteilt sind mit Dichte f, die stiickweise stetig ist, dann ist auch
Xy, © =1,...,n absolut stetig verteilt mit der Dichte

n! (@) F Y 2)(1 - F(@)", zeR.

A (R (]

Beweis

1. Fithren wir die Zufallsvariable

Y=#{i: X;<a2}=> I(X;<=z), z€cR
=1

ein. Da Xi,...,X,, unabhingig identisch verteilt mit Verteilungsfunktion F' sind, gilt
Y ~ Bin(n, F(z)). Weiterhin gilt
. " (n n—k
2. folgt aus 1) durch
P(X@4) = a;) =Plaj—1 < X < a5) = Fx, (a;) — Fx; (aj-1)  Vj,i.

3. Beweisen Sie 3) als Ubungsaufgabe.

O
Bemerkung 3.3.5
1. Fir ¢ = 1 und i = n sieht die Formel (3.3.3) besonders einfach aus:
Fxy@=1-(1-F@)", zeR
Fx(n)(:c):F"(:c), reR.
Diese Formeln lassen sich auch direkt herleiten:
Fy,(z)=P( mn X;<z)=1-P( min X;>z)=1-P(X; >z, Vi=1,...,n)

i=1,...,n i=1,...,n

- 1_ﬁP(Xi>x):1—(1—F(93))"7

X; ui
5 uiv i1

Fx,,(z) =P(max X;<z)=P(X; <z, Vi=1,...,n)

z—l, N

HPX <z)=F"(x), reR.
XUIV.:
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2. Falls X; absolut stetig verteilt sind mit einer stiickweise stetigen Dichte f, so lassen sich
Formeln fiir die gemeinsame Dichte der Verteilung von (X(;,),..., X)), @ <k <n
herleiten. Insbesondere gilt fir k =n

nl- f(z1)-...- f(zg), falls—oco<z1<... <z <00,
f(X(l)v--wX(n))(:Ul?'"71.11) = {

0, sonst.

Ubungsaufgabe 3.3.1
Zeigen Sie fir Xy, ..., X,, unabhingig identisch verteilt, X; ~ U[0,6], § > 0, i =1,...,n, dass

1. die Dichte von X(;) gleich

fX(i) (z) =

sonst

{n!_.!e—w—l(e — )",z € (0,0)

und

po OFnl(i+k— 1)

EXG) = (n+k)!@G—1)""

keN, i=1,...,n

sind. Insbesondere gilt EX ;) = 7#19 und Var X ;) = %

3.3.5 Empirische Verteilungsfunktion

Im Folgenden betrachten wir die statistischen Eigenschaften der in Abschnitt 2.1.2 eingefiihrten

empirischen Verteilungsfunktion Fn(a;) einer Zufallsstichprobe (X7i,...,X,), wobei X; 4 x
unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F'(-) sind.

Satz 3.3.8
Es gilt

1. nk,(z) ~ Bin(n, F(z)), z€R.

2. F,(x) ist ein erwartungstreuer Schétzer fir F(z), z € R mit

F@)(1- F()

Var F, (z) =
n

3. F,(x) ist stark konsistent.

4. Fy,(z) ist asymptotisch normalverteilt:

o (2) — Fl)
VE(@)(1 - F(z))

Beweis 1. folgt aus der Darstellung

NG 4y ~N(0,1), Vax: F(z)e(0,1).
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weil I(X; < x) ~ Bernoulli(F(z)), VYi=1,...,n. Somit ist

n

ZH(Xi < x) ~ Bin(n, F(x)).

2. Es folgt aus 1)
{E(n Fo(2) = nF(2), z€R,
Var(nF,(z)) =nF(z) - (1 - F(z)), x€R,

woraus EF),(z) = F(z) und Var F,(z) = F(2)(1 — F(z))/n folgen.

3. DayY;, =1(X; <z),i=1,...,n, € R unabhingige identisch verteilte Zufallsvariablen
sind, gilt nach dem starken Gesetz der groflen Zahlen

17’1,
=YY % BY; = F().
n_ n—oo

4. folgt aus der Anwendung des zentralen Grenzwertsatzes auf die oben genannte Folge
{Yi}ien
O

In Satz 3.3.8, 3) wird behauptet, dass

A~ f.

F(x) n?; F(z), VzeR.
Der nachfolgende Satz von Gliwenko-Cantelli behauptet, dass diese Konvergenz gleichméafig in
x € R stattfindet. Um diesen Satz formulieren zu koénnen, betrachten wir den gleichmdjfsigen
Abstand zwischen F,, und F

Dy, = sup | I (z) — F(z)].
z€R

Dieser Abstand ist eine Zufallsvariable, die auch Kolmogorow-Abstand genannt wird. Er gibt
den maximalen Fehler an, den man bei der Schétzung von F'(z) durch F),(z) macht.

Ubungsaufgabe 3.3.2
Zeigen Sie, dass

D, = max max {F (X —0) - =l g (X(i))} . (3.3.4)

i€{1,...,n} n n

Beachten Sie dabei die Tatsache, dass Fn(x) eine Treppenfunktion mit Sprungstellen X;),
i=1,...,n ist.
Satz 3.3.9 (Gliwenko-Cantelli):
Es gilt D,, =5 0.
n—oo

Beweis Fiir alle m € N wahle beliebige Zahlen —co = 29 < 21 < ... < Zm—1 < 2z = 00. Dann
gilt
Dy =sup|Fn(2) — F(2)| = sup sup  |Fn(2) — F(2)].
z€R 7=0,....m—1 zG[Z]',ZjJ,_l)
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Zeigen wir, dass Vm € N 2z, ..., z,, existieren, fiir die gilt

Fzjin—0)— F(z) <e = % . (3.3.5)

Falls F stetig ist, geniigt es, z; = F~1(j/m), j=1...m —1 gleichzusetzen. Im allgemeinen
Fall existieren n < m/2 Punkte z; mit der Eigenschaft

F(z;) — F(zj —0) > 2 =2/m

(weil n - 2e < 1 sein muss) und k + 1 Punkte y; zwischen diesen Punkten z; mit Eigenschaft
(3.3.5), wobei fiir k gilt:

n-2+k+1)e<1 = 2n+k+1<m = k<m-2n-1.
Setzen wir {z;} = {z;} U{y;}. Fiir alle z € [z}, zj41) gilt
Fo(2) = F(2) < Fu(zj41 = 0) = F(z)) < Fo(zj11 = 0) = Fzj41 = 0) + ¢,

weil aus (3.3.5) folgt, dass —F(z;) <e— F(zj41 —0), Vj.
Genauso gilt

weil aus (3.3.5) fiir alle j folgt, dass —F(zj41 — 0) > —F(z;) — e gilt. Fir alle m e N, j €
{0,1,...,m} sei

Amj={weQ: lim F(z) = F(z)},

Ay i ={weQ: ,}LIEOF”(ZJ —0)=F(z;—0)}.

Nach dem Satz 3.3.8, 3) gilt P(A;, ;) = 1. Um P(A], ;) = 1 zu zeigen, kann man die Verallge-
meinerung von Aussage 3.3.8, 3) auf das Maf}

EF,(B) := EZH(Xi €B), BebBg
=1

benutzen: nach dem starken Gesetz der grofien Zahlen gilt ndmlich

L F(By=P(X € B), BecBg.

n—oo

Fu(B)

Da (—o0,z;) € Bg  Vj, ist P(4;, ;) = 1 bewiesen Vm Vj. Fiir

Al =

s

(A0 4;,)

7=0

gilt P(A4],) =1 ¥Ym, weil

P(A,) =1~ P(A,) =1~ P (L"J (Angv A;n,j)) > 1= (Bl +BO,) ) =1
=0 J=0 N ‘H/—":O
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Weiterhin: fir e = 1/m Yw € A}, In(w,m) : Vn > n(w,m) Vj € {0,...,m — 1} Vz € [z, zj4+1)

Fn(z) — F(Z) < Fn(Zj_;,_l — 0) — F(Zj+1 — 0) +e < 2¢,

) | <caws Al — |y (2) = F(2)| < 2¢.
Fo(2) — F(2) > Fy(zj) — F(zj) —e > —2¢,
—_————

>—c aus Ap, j

— D, = sup sup | Fn(z) — F(2)] < 2¢.

J=0,....m—1z€[z5,zj41)

Nun wéhlen wir ein beliebiges m € N und betrachten A’ = (o_; A/ . Es folgt, dass P(A") =1
und Vw € A" Ing : Vn > ng

Dn<2g:3 Ym e N = D, 0.
m

n—oo

Satz 3.3.10 (Ungleichung von Dvoretzky-Kiefer-Wolfowitz):
Seien X7,...X,, unabhingige identisch verteilte Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F.
Fiir alle € > 0 gilt

P(D, > ¢) < 22"

(ohne Beweis)

Folgerung 3.3.3 (Konfidenzband fiir F):
Fiihren wir Statistiken

. A 1 2
L(z) = max{F,(x) — &,,0} und U(z) = min{F,(z) + &,,1}, &, = o log (a) ,a€(0,1)
ein. Dann gilt
P(L(z) < F(z) <U(z) VzeR)>1—-a« (3.3.6)
Beweis Beweisen Sie dieses Korollar als Ubungsaufgabe! O

Bemerkung 3.3.6
Das simultane Konfidenzintervall {L(z) < F(z) < U(z), =z € R} aus (3.3.6) heifit Konfidenz-
band fiir F' zum Konfidenzniveau 1 — a (vgl. Abb. 3.5).

Falls die Verteilungsfunktion F' stetig ist, kann man zeigen, dass die Zufallsvariable D,, nicht
von F abhéangt, also verteilungsfrei ist.

Satz 3.3.11
Fiir jede stetige Verteilungsfunktion F' gilt

n

R A 1
D, < sup |Gn(y) —y|, wobei G,(y) = —Z]I(Yi <y), yeR
y€l[0,1] g
die empirische Verteilungsfunktion der Zufallsstichprobe (Y7, ...,Y;) mit unabhingigen iden-

tisch verteilten Zufallsvariablen Y; ~ U[0,1], i=1,...,n ist.
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™
I,
y 1
y="U(z) | y = F(x)
4
A ey
r r=—1
i [
) ra
|" | y = L(z)
. i
o !
f
‘
r
4

]
|
N

Abb. 3.5: Konfidenzband fir F.

Beweis Zunéchst definieren wir einen sogenannten Konstanzbereich (a,b] C R einer Vertei-
lungsfunktion F' als maximales Intervall mit der Eigenschaft F'(a) = F'(b). Sei B die Vereinigung
aller Konstanzbereiche von F. Auf B ist F eine monoton steigende eineindeutige Funktion.
Damit folgt die Existenz ihrer Inversen F~!: (0,1) — B®. Gleichzeitig gilt

Dy = sup |Eu(x) — F(a)].
zeBC

Fithren wir Y; = F(X;), i = 1,...,n ein. Y; sind unabhéngig identisch verteilt und Y; ~
UJ0, 1], denn
P(Y; <y) =P(F(X;) <y) =P(X; <F '(y)) =F(F ') =y, ye<(0,1).

Somit gilt auch

Hieraus folgt

Du = sup |Fa(e) = F@)] = sup [GulF(2) — F(&)| = sup |Ca(P(2)) — F(0)
x€BC xeBC z€R

= sup |Gn(y) —yl,
yG[O,l]

wobei die letzte Gleichheit die Stetigkeit von F' ausniitzt. O
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Folgerung 3.3.4
Falls F eine stetige Verteilungsfunktion ist, dann gilt

Dni max max{Y(Z) Z_l,Z—Y(i)},

i=1,...,n n 'n
wobei Y(yy, ..., Yy die Ordnungsstatistiken der auf [0, 1] gleichverteilten Stichprobenvariablen
Yi,...,Y, sind.
Beweis Benutze dazu die Darstellung (3.3.4), den Satz 3.3.11 sowie die Tatsache, dass
F(z)=z, z€]0,1]
fir die Verteilungsfunktion der U[0, 1]-Verteilung ist. O

Folgende Ergebnisse werden ohne Beweis angegeben:

Bemerkung 3.3.7

1. Fir die Zwecke des statistischen Testens (vgl. den Anpassungstest von Kolmogorow-
Smirnow, Bemerkung 3.3.8, 3)) ist es notwendig, die Quantile der Verteilung von D,, zu
nennen. Auf Grund der Komplexitit der Verteilung von D, ist es jedoch unmoglich, sie
explizit anzugeben. Mit Hilfe des Satzes 3.3.11 ist es moglich, diese Quantile durch Monte-
Carlo-Simulationen numerisch zu berechnen. Dazu simuliert man mehrere Stichproben
(Y1,...,Y,) von U[0,1]-verteilten Pseudozufallszahlen, bildet G, () und berechnet D,
nach Folgerung 3.3.4.

2. Fiir stetige Verteilungsfunktionen F' kann folgende Integraldarstellung von Verteilungs-
funktion von D,, bewiesen werden:

0, <0,
1 Stz 2n—1+x
P(Dn < $+2n> = filf:r fi’”iw 232:1 g(yl,,yn) dyndyl, O0<x < 2n s
2n—1
]-7 X > TQLn .

wobei
nl, 0<y1<...<y,<1,

0, sonst

91, yn) = {
die Dichte der Ordnungsstatistiken (Y(yy,...,Y(,)) von UJ0, 1]-verteilten Stichprobenva-
riablen (Y1,...,Y,) sind.

Satz 3.3.12 (Kolmogorow):
Falls die Verteilungsfunktion F' der unabhéngigen und identisch verteilten Stichprobenvariablen
X, 1 =1,...,n stetig ist, dann gilt

vnD, “% vy
n
wobei Y eine Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion

Ka) - DD = 1o T (e a0,
0, sonst

(Kolmogorow-Verteilung) ist.
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Bemerkung 3.3.8

1. Die Verteilung von Kolmogorow ist die Verteilung des Maximums einer Brownschen

Briicke, denn es gilt
Y £ sup fu ()],
t€[0,1]

wobei {w°(t), t € [0,1]} ein stochastischer Prozess ist, der die Brownsche Briicke ge-
nannt wird. Er wird als w°(t) = w(t) —w(1)t, t € [0, 1] definiert, wobei {w(t), t € [0, 1]}
die Brownsche Bewegung ist (fir die unter anderem w(t) ~ N(0,¢) gilt). Der Name
,Briicke“ ist der Tatsache w°(0) = w°(1) = 0 zu verdanken.

2. Aus Satz 3.3.12 folgt
P(vnD, <z) ~ K(z), z€R.

n—oo

Die daraus resultierende Naherungsformel
P(Dy < x) = K(zv/n)
ist ab n > 40 praktisch brauchbar.

3. Kolmogorow-Smirnow-Anpassungstest: Mit Hilfe der Aussage des Satzes 3.3.12 ist es mog-
lich, folgenden asymptotischen Anpassungstest von Komogorow-Smirnow zu entwickeln.
Es wird die Haupthypothese Hy : F' = Fy (die unbekannte Verteilungsfunktion der Stich-
probenvariablen Xj,..., X, ist gleich Fy) gegen die Alternative H; : F' #+ Fy getestet.
Dabei wird Hy verworfen, falls

\/ﬁDn ¢ [ka/Za klfa/2]

ist, wobei
D, = sup |Fu(@) — Fo(a)|
r€R
und k, das a-Quantil der Kolmogorow-Verteilung ist. Somit ist die Wahrscheinlichkeit, die
richtige Hypothese Hy zu verwerfen (Wahrscheinlichkeit des Fehlers 1. Art) asymptotisch
gleich

P (\/ﬁDn & [kaj2s ki—ayal | HO) v 1-K(ki—ap) +K(kqp) =1-(1-a/2)+a/2 = a.

In der Praxis wird « klein gewahlt, z.B. o =~ 0,05. Somit ist im Fall, dass Hy stimmt, die
Wahrscheinlichkeit einer Fehlentscheidung in Folge des Testens klein.

Dieser Test ist nur ein Beispiel dessen, wie der Satz von Kolmogorow in der statistischen
Testtheorie verwendet wird. Die allgemeine Philosophie des Testens wird in Stochastik
IIT erlautert.

Mit Hilfe von £}, lassen sich sehr viele Schitzer durch die sogenannte Plug-in-Methode kon-
struieren. Dies werden wir jetzt naher erlautern: Sei M = {Menge aller Verteilungsfunktionen}.

Definition 3.3.9
Sei ein Parameter 6 der Verteilungsfunktion F' als Funktional T': M — R von F gegeben:
0 = T(F). Dann heifit § = T'(F,,) der Plug-in-Schdtzer fir 6.
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Definition 3.3.10
Sei F' eine beliebige Verteilungsfunktion. Das Funktional T': M — R heifit linear, falls

T(CLF1+bF2) ZGT(F1)+bT(F2> Ya,be R, I, Fh,e M.

Betrachten wir eine spezielle Klasse der linearen Funktionale
T(F) = [ r(a)dP(a),
wobei r(z) eine beliebige stetige Funktion ist. Beispiele fiir solche 7" sind
EX’“:/kadF(x), keN.

Lemma 3.3.3

Der Plug-in Schétzer fiir § = [ r(x) dF () ist durch
~ N 1
0= [ rl@)dbu(e) = 3" r(a)
R s
gegeben.

Ubungsaufgabe 3.3.3
Beweisen Sie Lemma 3.3.3!

Beispiel 3.3.1 (Plug-in-Schitzer):
1. X,, ist ein Plug-in Schitzer fiir den Erwartungswert .

2. Plug-in Schitzer fiir 0> = Var X: Es gilt Var X = EX? — (EX)? und somit folgt

A2 1§:X2 1Zn:X i 1zn:(X X,)2 n—lS2
n = ¢ n = ! n ! " n "

i=1

71

3. Schdtzer fiir Schiefe und Wolbung 41 und 4o (vgl. Abschnitt 2.2.4) sind Plug-in Schétzer:

Da der Koeffizient der Schiefe als

X — 3
n=E ( H)
o
definiert ist, wobei y = EX, 0% = Var X, folgt

et AT % AT K

n

e @ - xS
Die Konstruktion von 4o erfolgt analog.
4. Der empirische Korrelationskoeffizient oxy ist ein Plug-in Schétzer:
Sky S (Xi = Xo)(Yi = Va)

S5ty S (K- KR (Y V)2

Oxy =

)
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in der Tat ist

_ E(X —EX)(Y —EY) _ E(XY) - EX -EY
Y T T Nar X Vary | J(EX? — (EX)%)(EY? _ (EY )

und somit gilt fiir die linearen Funktionale

Tl(F):/xdF(x), TQ(F):/:U2dF(x), Tlg(G):/:zrde(x,y),

_ T1o(Fxy) — Ti(Fx) - Ti(Fy)
T Tx) - (GE0)P) (L) — (L))

Oxy bekommt man, in dem man Fx und Fy in 77, 15 und 719 durch Fn,X und me
ersetzt:

A A A

bxy = Tio(Fnxy) — Ti(Fnx) - Ti(Fny) '
\/ (Tg(ﬁn,x) = (Tl(FmX))Q) (Tg(ﬁn,y) = (Tl(ﬁn,y)f)

3.4 Methoden zur Gewinnung von Punktschatzern

Sei (X1, ..., X,) eine Stichprobe von unabhingigen identisch verteilten Zufallsvariablen X; mit
Verteilungsfunktion F' € {Fp : 6 € ©}, © C R™ (Parametrisches Modell). Sei die Parametrisie-
rung 0 — Fy unterscheidbar, d.h. Fy # Fy <= 0 + 0'.

Zielstellung: Konstruiere einen Schétzer é(Xl, e, X)) fiir 0 = (61,...,0m).

3.4.1 Momentenschatzer

Aus der Wahrscheinlichkeitsrechung (Satz 4.8) folgt, dass unter gewissen Voraussetzungen (z.B.
Gleichverteilung auf einem kompakten Intervall) an die Verteilung F' diese Verteilung aus der
Kenntnis von Momenten EX*, k& € N wiedergewonnen werden kann. Auf dieser Idee der
Schitzung von F' aus den Momenten basiert die von Karl Pearson am Ende des XIX. Jh.
vorgeschlagene Momentenmethode.

Annahme: Es existiert ein 7 > m, so dass Ey|X;|" < oo. Seien die Momente EgXF = gx(6),
k=1,...,r als Funktionen des Parametervektors 6 = (61,...,60,,) € © gegeben.

Momenten-Gleichungssystem: i, = gp(0), k =1,...,r, wobei fi = %22:1 Xk die k-ten
empirischen Momente sind.

Definition 3.4.1
Falls das obige Gleichungssystem eindeutig losbar bzgl. 6 ist, so heifit die Losung 6(X71, ..., X,)
Momentenschdtzer (M-Schdtzer) von 6.

Lemma 3.4.1
Falls die Funktion g = (g1,...,9) : © — C C R" eineindeutig und ihre Inverse ¢! : C — ©
stetig ist, dann ist der M-Schétzer 6(X,..., X, ) von 6§ stark konsistent.

Beweis Es gilt 0(X1,...,X,) = ¢ (i, ..., fiy) fj> 0, weil i fj> a(0), k=1,...,r
n oo n o

(starke Konsistenz der empirischen Momente) und ¢! stetig. O
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Bemerkung 3.4.1

1. Unter gewissen Regularitdtsbedingungen an Fjy ist der M-Schéatzer é(Xl, oo, Xy,) fir 0
asymptotisch normalverteilt:

A d
\/E(Q(Xl,...,Xn) —9) —5 N(0,3),
wobei N(0,Y) die multivariate Normalverteilung mit Kovarianzmatrix

S =GEYYDGT istmit Y =(X,X% ... X7, x<Xx;,

und

2. Andere Eigenschaften gelten fiir M-Schétzer im Allgemeinen nicht. Zum Beispiel sind
nicht alle M-Schétzer erwartungstreu (vgl. Beispiel 3.4.1, 1)).

3. Manchmal sind » > m Gleichungen im Momentensystem notwendig, um einen M-Schétzer
zu bekommen. Dies ist zum Beispiel dann der Fall, wenn manche Funktionen g; = const
sind, d.h. sie enthalten keine Information iiber 6 (vgl. Beispiel 3.4.1, 2)).

Beispiel 3.4.1

1. Normalverteilung: X; 4 X, i=1,...,n, X ~ N(u,o02); Gesucht ist ein M-Schitzer
fiir p und o2, also § = (p, 0?). Es gilt

gl(;u'v 02) =EpX = wy
g2(n,0%) = EgX? = Varg X + (EgX)* = 0”4 1i°.

Somit ergibt sich das Gleichungssystem

% ;L:lXi::ua
LY XP =yt 4ot

n

Damit folgt

=
I
[
Il
§><:\

-
I
A

2 A2_ln 2_72_171 2 _ y2

@
I
—

(- %) =" Ls2.

(S}
N
I
Sl= 3= 3
(]

-

s
I
—_

Das heit, das die M-Schitzer g = X,,, 62 = ”—;15’% sind. Dabei ist 62 nicht erwar-

tungstreu:
n—1 4

n—1
. o-.

Ep62 = - FyS2 =
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2. Gleichverteilung: X; 4 X, i=1,...,n, X ~ U[-6,6], 6 > 0. Gesucht ist ein
Momentenschétzer fiir 6. Es gilt
g1(0) =EpX =0,

g2(0) = FyX? = Varg X = 0 - = = .

Damit ergibt sich das Gleichungssystem

n

1 n 2 _ 62
n i:lXiii'

{1 1 Xi=0 unbrauchbar,

Es folgt, dass 6 = V237 X2 der Momentenschitzer fiir ¢ ist. Wir haben somit 2
Gleichungen fiir die Schétzung eines einzigen Parameters 6 benotigt, d.h. r =2 > m = 1.
3.4.2 Maximum-Likelihood-Schatzer

Diese wurden von Carl Friedrich Gauss (Anfang des XIX. Jh.) und Sir Ronald Fisher (1922)
entdeckt. Seien entweder alle Verteilungen aus der parametrischen Familie {F}p : § € O} diskret
oder alle absolut stetig.

Definition 3.4.2

1. Falls die Stichprobenvariablen X;, i = 1,...,n absolut stetig verteilt mit Dichte fp(x)
sind, dann heif3t

L(xl,...,:nn,ﬁ):Hfg(xi), (x1,...,2,) €ER", €O
i=1
die Likelihood-Funktion der Stichprobe (z1,...,x,).
2. Falls die Stichprobenvariablen X;, ¢ = 1,...,n diskret verteilt mit Zahldichte py(xz) =
Py(X; =x), x € C sind (C ist der Wertebereich von X), dann heifit
L(:L‘l,...,fL‘n,Q):Hpe(ZL‘i), (1,...,2p) €C", H€0O
i=1

die Likelihood-Funktion der Stichprobe (z1,...,x,).
Nach dieser Definition gilt im
e diskreten Fall L(x1,...,2p,0) =Pg(X1 =21,..., X, = x,)

e absolut stetigen Fall

L(z1,. 20, 0)Az1 - - Az = fix, o x0),0(T15 - 20) Az - Ay,
~Py(Xy € [z1, x1+ Axy],..., Xy € [xn, Ty + Axy]), Az; =0, i=1,...,n.
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Nun wird ein Schétzer fiir 6 so gewéhlt, dass die Wahrscheinlichkeit
Po(X1 =21,....,Xpn=xp,) baw. Py(X; € [z, 2 +Ax], i=1,...,n)
maximal wird. =— Maximum-Likelihoodmethode:

Definition 3.4.3

Sei das Maximierungsproblem L(z1,...,z,,0) — maxpco eindeutig 16sbar. Dann heifit
O(x1,...,xn) = argmax L(z1, ..., &, 0)
SS]

der Mazimum-Likelihood-Schétzer von 6 (ML-Schatzer).
Bemerkung 3.4.2

1. In relativ wenigen Féllen ist ein ML-Schétzer g fiir 6 explizit auffindbar. In diesen Féllen
wird meistens der konstante Faktor von L(xy,...,z,,0) weggeworfen und vom Rest der
Logarithmus gebildet:

log L(x1,...,2p,0) (die sog. Loglikelihood-Funktion).
Dadurch wird

H fo(x;) bzw. Hpg(;ci)
i=1 i=1
zu einer Summe

S log fo(w:) baw. Y logps(as),
=1 =1

die leichter bzgl. 6 zu differenzieren ist. Danach betrachtet man

Olog L(x1,...,x,,0)
00;

=0, j=1....m.

Dies ist die notwendige Bedingung eines Extremums von log L (und somit von L, weil
log ). Falls dieses System eindeutig l6sbar ist, und die Losung eine Maximum-Stelle ist,
dann wird sie zum ML-Schatzer 0(X1, ..., X,,) erklart.

2. In den meisten praxisrelevanten Fallen sind ML-Schétzer jedoch nur numerisch auffindbar.

Beispiel 3.4.2
1. Bernoulli- Verteilung: X; 4 X, i=1,...,n, X ~ Bernoulli(p), fir ein p € [0,1]. Da

¥ — 1, mit Wkt. p
0, sonst
mit Zahldichte
p@(x> :px<1_p)1iw7 HARS {071}7
ist die Likelihood-Funktion der Stichprobe (X1,...,X,) gegeben durch

- €T; —x; "z n=S " x; def.
L(w1,. o, 0) = [[ 9™ (1 = p) !5 = pleiza (1 = p)" "2 ™ = h(p)
=1
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a) Falls 370 2, =0 (&= 11 =22 = ... = 2, = 0), es folgt h(p) = (1-p)" — max,e(o,y
bei p = 0. Dann ist der ML-Schétzer p(0,...,0) = 0.
b) Falls 371"y, = n (&= 71 = 22 = ... = 2, = 1), es folgt h(p) = p" — max,¢|o ]

bei p = 1. Dann ist der ML-Schétzer p(1,1,...,1) = 1.
c) Falls 0 < Y7y x; < n, dann gilt

log L(z1,...,%n,p) = nZylogp +n(l — z,)log(l —p) =n-g(p).

Da g(p) — —oo und

p—0,1

_ 1— 7 = 7 -1
09(p) _ Zn In py=TnytTnTl
op D 1-p P 1—-p

= 1=-p)Tp+ (@ —1p=0 = p=2a,,

folgt aufgrund der Stetigkeit von g, dass g genau ein Extremum argmax, g(p) = 7n
besitzt.

Der ML-Schiitzer ist also gegeben durch p(X7,...,X,) = X,.

2. Gleichverteilung: X ~ U[0,0], 6 > 0, (Xi,...,X,,) unabhingig identisch verteilt,
gesucht ist ein ML-Schétzer fiir 6. Es gilt

Ifx,(x)=1/6-I(x € [0,0]), i=1,...,n.
Somit ist die Likelihood-Funktion durch

1/6)™ < oy <
,zn,9)2{< /0) ’ 0_$17 y L _9

L(xq,..
(@1 0, sonst

_jaje)r, falls min{zy,...,2,} >0, max{zi,...,z,} <0
0, sonst
=g0@), 6>0
gegeben. Damit folgt = arg maxy( g(0) = max{ri,...,rn} = 2(), wodurch der ML-

N
9(9)

A\

ol X(n) 0

Abb. 3.6: Hlustration der Funktion g.

Schitzer durch 6(X1, ..., X,) = X(n) gegeben ist.

Nun wollen wir zeigen, dass ML-Schétzer unter gewissen Voraussetzungen schwach konsistent
und asymptotisch normalverteilt sind.
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Definition 3.4.4

Sei
(2,0) { fo(x), im absolut stetigen Fall,
€T =

po(x), im diskreten Fall

die Likelihood-Funktion von z. Fiir 6,6 € © und X < X, Py(L(X,0") = 0) = 0 definieren
wir die Information (Abstand) H(Py,Py) von Kullback-Leibler im absolut stetigen Fall als

H(Py,Py) = Eglog L(X,0) — Eglog L(X,§) /l L(z,0)dx.

(z, 9’ '
Fiir den Fall Pg(L(X,6) = 0) > 0 setzen wir H (Pp,Py) = co. Im diskreten Fall betrachte statt
des Integrals die Summe iiber die nicht trivialen pg(z).

Wir werden gleich zeigen, dass H(-, -) die Eigenschaften H(Py,Pp) = 0 <= 6 = 6’ und
H(Py,Pyr) >0 V6,0 € O besitzt. Es ist allerdings offensichtlich, dass H(Py, Py/) nicht sym-
metrisch bzgl.  und ¢’ ist. Somit ist H (-, -) keine Metrik.

Lemma 3.4.2
Es gilt

1. H(Py, Py ) ist wohldefiniert und > 0.
2. Falls H(Py,Py) = 0, dann gilt 6 = 6.

Beweis Wir betrachten zum Beispiel den Fall absolut stetiger Py, 6 € © (diskreter Fall folgt
analog).

1. Definieren wir

‘o) { Hed) | falls L(z, @) > 0
T) = ,

1, sonst.

Betrachten wir den Fall Py(L(X,6") = 0) = 0, so folgt Pg(L(X,6’) > 0) = 1. Ansonsten
ist H(Pg,Ppr) = 0o > 0, also positiv und wohldefiniert. Dann folgt mit Wahrscheinlichkeit
1, dass L(z,0) = f(x) - L(x,0"). Sei g(x) =1 —x + zlogx, x > 0. Man kann zeigen,
dass g konvex mit g(z) > 0 ist. Tatséchlich, es gilt

d(@)=-1+logz+1=logz,q"(z) =1/ >0.

Somit besitzt g genau eine Nullstelle bei x = 1, die gleichzeitig ihr Minimum ist. Betrach-
ten wir g(f(X)), X ~ L(z,¢). Dann gilt

0<Egg(f(X))=1—Egf(X)+Eg (f(X )logf(X))

a;@ L(z,0) , B ,
/L Y dae +/L 9, og gy L) dx = H(By.BY).

Somit gilt H(Pg,Pyg:) > 0, was zu zeigen war.

2. Falls H(Py,Py) =0 = Epg(f(X)) =0, g(f(X)) > 0. Somit folgt #'-fast sicher
9g(f(X) =0 = f(X) 0ts. 1, damit entweder L(z,0") = 0 oder L(z,0) = L(z,0’) fur
alle x und daher Py = Py.
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O]

Satz 3.4.1 (Schwache Konsistenz von ML-Schitzern):
Sei m = 1 und O ein offenes Intervall aus R. Sei L(x1,...,2n,0) unimodal, d.h. fiir § ML-
Schétzer fiir 6 gilt

VO < O(z1,...,20) = L(x1,...,2,,0) ist steigend
V0> 0(zy,...,2,) = L(z1,...,2,,0) ist fallend

(d.h. es existiert genau ein maxgee L(x1, ..., 2y, 0)). Dann gilt é(Xl, e Xn) % 0.
n 0
Beweis Es ist zu zeigen, dass
Pg(‘@(Xl,...,Xn)—H’ >g) — 0, £>0. (3.4.1)

Wiéhlen wir beliebiges ¢ > 0 @ 6+ e € O. Dann gilt H(Pg,Pprc) > 6 > 0, wegen der
Unterscheidbarkeit der Parametrisierung von Py und Lemma 3.4.2. Betrachten wir {|0—6| < ¢}.
Um (3.4.1) zu zeigen, ist es hinreichend, eine untere Schranke fiir Py(|0—6| < &) zu konstruieren,
die fir n — oo gegen 1 konvergiert. Es gilt

N Unimod
{0-0l<e} O {L(X1,..., Xn,0— &) < L(X1,..., X0, 0) > L(X1, .., X, 0 + )}

{ L(Xy,.. Xn,0) }6>0=>e"‘5>1{ L(Xy,..o X 6) na}
= &
L(X1,..., X, 0x¢) L(X1,..., Xp,0£¢)
{1 L(X1,...,Xn,0)
—log
n L(Xy,...,Xp,0+¢

)>5}:A+ﬂA,

wobei

| L(Xy..... X
Ai:{nlog (X, 9))>5}.

L(X1,..., Xp,0te
Somit gilt also
Py (10— 0] <) > Py(Ar NA) =Py(Ay) + Po(A_) — Py(Ay UA).

Wenn wir zeigen konnen, dass

nh—>Holo Pyp(As) =1, (3.4.2)
dann folgt daraus

1> nh—>H<}o]P>9(A+ U A_) > nh_{ngIP’g(Ai) =1 = nll_)H;QP,g(A+ U A_) =1
und

1> lim Py (-6 <e)>1+1-1=1,
womit folgt, dass
lim Py (|0 —60] > <) <1- lim Py (|0 - 0] <) =0,

n—o0

=1

dh. 6§ L5 0.

n—oo

Jetzt zeigen wir, dass Py(A4) — 1 (fiir Py(A_) ist es analog).
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1. Sei H(Py,Pyye) < 00. Sei

L(x,0)
f(x) =14 L(z,0+¢)’
1, sonst.

falls L(xz,0 4+¢) >0,

Dann folgt aus Definition 3.4.4, dass Pg(L(X1,0 4+ ¢) > 0) = 1. Weiter gilt

1 L(X1,.. ., Xn,0) 1 L(X,0) 1

21 _ _ARLY) 2N og (X

n B L(X1, ..., Xn. 01 ¢) ngogL(Xi,0+a) ngogf( )
L(z,0)

n%)o Eglog f(X1) = /L(%Q) -log dx = H(Pg, Po4e) >0 >0

L(x,0+¢)
nach dem starken Gesetz der grofen Zahlen, weil log f(X1) € L'(Q, F,P) wegen

Eglog f(X1) = H(Py,Ppic) <o = P(Ay) Al E

2. Sei H(Py,Pyp;c) = oo und Py(L(X1,0 4+ €) = 0) = 0, dann folgt

fs. L(x,0)
L(z,0 +¢)

bzgl. der Verteilung Px,. Es gilt logmin{f(X1),c} € LY(Q, F,P) fiir alle ¢ > 0. Somit
folgt wie in Punkt 1:

1 & s
=" logmin{f(Xy), ¢} = Bylogmin{f(X1),c} € (0,00) — H(Py,Pp.) = o0
=1
und damit

Ay D {iZlogmin{f(Xi),c} > 5}
i=1

n—oo

= P(Ay) >P (izn:logmin{f(Xi),c} > 5) — 1.
i=1

3. Sei H(Py,Ppy.) = oo und Py(L(X1,0 +¢) =0) =a > 0, dann folgt

L(X1,..., Xp,0) ) 1 L(X1,..., Xn,6)
P, =1 = =1-P(-1 < 00
9(n B IL(X1, .. X0t O G & (X1, Xm0+ o) )

n—oo

- 1—P<ﬁ{L(Xi,0+s) > 0}) KLY (1) — 1

Insgesamt also P(A) — L
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Definition 3.4.5
Sei X = (X1,...,X,) eine Zufallsstichprobe von unabhéngigen identisch verteilten Zufallsva-
riablen X; ~ Fyp, 6 € ©. Sei L(x, #) die Likelihood-Funktion von X;. Dann heiit der Ausdruck

1(0) = Ey (aae log L(X1, 9))2 . 0e€® (3.4.3)

die Fisher-Information der Stichprobe (X7,...,X,).

Es wird in Zukunft vorausgesetzt, dass 0 < I(f) < oo. Wir stellen nun einige Bedingungen
auf, die flir die asymptotische Normalverteiltheit von ML-Schétzern notwendig sind.

1. ©® C R ist ein offenes Intervall (m = 1).
2. Es gelte Py # Py genau dann, wenn 6 = 6’

3. Die Familie {Py, 0 € O}, 6 € © bestehe nur aus diskreten oder nur aus absolut stetigen
Verteilungen, also nicht aus Mischungen von diskreten und absolut stetigen Verteilungen.

4. B =supp L(z,0) = {z € R: L(z,0) > 0} hingt nicht von § € O ab. Dabei heifit supp
(von englisch ,support®) der , Tréger” einer Funktion f und ist definiert als

suppf = {z € R: f(x) # 0}
und die Likelihood-Funktion L(z, ) ist durch

p(z,0), im diskreten Fall,

3.4.4
f(x,0), im absolut stetigen Fall ( )

L(z,0) = {

gegeben, wobei p(x,0) bzw. f(z,0) die Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. Dichte von Py
ist.

5. Die Abbildung L(z, 0) ist dreimal stetig differenzierbar und es gilt
dk
~ ok

Da das Integral iiber die Dichte L(z,0) gleich 1 ist, ist die Ableitung gleich 0. Dabei sind
im diskreten Fall die Integrale durch Summen zu ersetzen.

k
0 /L(m,@)dx:/ a—L(az,@)dm, k=1,2,0€0.
B B 00k

6. Fiir alle 0y € O existiert eine Konstante dg, > 0 und eine messbare Funktion gy, : B —
[0,00), so dass

93 log L(x,0)

963 §990($)a VI’GB, |9_60| <5907

wobei Ego 960 (Xl) < 00.

Bemerkung 3.4.3
Es gilt folgende Relation:

n-1(8) = Vary <§910gL(X1,...,Xn,«9)) ,
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wobei

L(X1,..., Xn,0) =[] L(X:,0) (3.4.5)
=1

die Likelihood-Funktion der Stichprobe (X7, ..., X)) ist mit L(X;,6) nach (3.4.4).

Beweis Es gilt

0 0 & L L(Xy,0)
log L(X1, ..., Xp,0) = == > log L(X;,0) = Z log L(X;,0) =) ="~
00 — ~ L(X;,0)

89 i=1
Ferner
0 L'(X;,0) " L'(X,0) 5)
Eg(aelogL(Xl,... ) ZE@LX,,@ E:I/BL X0 -L(X,0)dz = 0.
Insgesamt gilt also
vr<81 L(X Xe))vr nal L(X,,0)
arg 90 og TyeeoyNnp, — vary 89 og iy
Xi uEbhg'zn:Var glo L(X;,0) Xiiient'n-\/ar 2lo L(X1,0)
- s 0 90 g X vert. 6 90 g 1,
) 2
:n-Eg( logL(Xl,O)) —n-1(0).
00
O
Satz 3.4.2

Sei (X1,...,X,) eine Stichprobe von Zufallsvariablen, fiir die die Bedingungen 1) bis 6) erfiillt
sind und 0 < I(f) < oo, 6 € O. Falls (Xy,...,X,,) ein schwach konsistenter ML-Schétzer
fiir 0 ist, dann ist 0(X1, ..., X,) asymptotisch normalverteilt:

n-1(0) (0(X1,.. ., X,) = 0) =5 ¥ ~ N(0,1).

n—oo

Beweis Fiihren wir die Bezeichnung [,,(0) = log L(X1,...,X,,0), 0 € © ein. Sei
*)(g) = =1,2,3.
190 = S0, k=123

Ist § ein ML-Schiitzer, so folgt i () = 0. Schreiben wir die Taylor-Entwicklung von 17(11)(@) in
der Umgebung von 6 auf:

(3) g+
0= 100) = 100) + (0 - 0)- 1 (0)+ (0 — 0 - )

2 )
wobei 6* zwischen 6 und 6 liegt. Dabei ist
1)
N R l(3) (0*) R o
2 n _ (1 _ Vn
—w—mGw@+w—m : —&Mm=>nw—m—_ﬁ@_@_eww)
n 2n

Falls wir zeigen konnen, dass
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beschrinkt ist, das heif3t

Je>0: lim Py (
n—oo

dann konvergiert der Ausdruck

126
Q(n ) njo 0, weil

(3) (px
b (07) < gg(X1) integrierbar

6-0)-

und somit gilt
1M
9 1

N Tn d N =
\/7;(9 0) _1512)(9) B (é B Q)M njo S~ N (07 1(9)>

n 2n

nach dem Satz von Shutsky. Damit folgt v/ny/T(@)(0 — 0) — ¥ ~ N(0,1)

1. Es gilt
1) " 2log L(Xi,0) 4 0
= i= ! Y ~ XZ
NG NG oo 1 0 Var@(ae ( ’9))
=1(0)

nach dem zentralen Grenzwertsatz, weil %log L(X;,0) unabhéngig identisch verteilte

Zufallsvariablen mit Erwartungswert 0 (siehe Bemerkung 3.4.3) sind

(20 (x, 9))2 — L(X;,0) - L®(X;,0)

2
—ll@) :—fz logL (X;,0) = lzn:
n 00* oG (L(Xi.0))°
1 " (LW(X;,0) B lz":L@)(Xiv@)
n =1 L(Xi, 9) n i1 L(Xi, 9)

() 2 @)
s, , (W) By (W) = 1(6) — 0 = I(9)

n—oo

nach dem Gesetz der groflen Zahlen, wobei
(*) o

und @ ) )
L ()(1, 0) N 0 5) d / B
Eq (L( 0) ) (%QL( ,0)dx = 202 L(z,0)dx=0.
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A

3.0 5, 0, weil 6 schwach konsistent ist. Zeigen wir, dass

TL—)OO
(3) (g
b (6 )(9—9) 50
n n—oo

Aus én%O 0 folgt fiir alle & > 0

P(l0-0/<e) — 1.

n—oo

Damit folgt, dass mit asymptotisch grofer Wahrscheinlichkeit |§ — ] < &, & > 0 gilt,
welches aus der Bedingung 6) folgt. Damit gilt, dass fir alle 6 : |0 — 0| < §

17’1
gﬁz

=1

(U0

n

f.s.
de i) =2 BEygo(Xy) < oo

893 logL X;,0)

<g0(X:)

So folgt, dass eine Konstante ¢ > 0 existiert, sodass

(3) g* (3) o
Py <|ln (") < c) — 1 und somit (6 )(9—9) 0.
n n—00 n—oo

Der Beweis ist beendet.

3.4.3 Bayes-Schatzer

Sei (X7i,...,X,) eine Zufallsstichprobe, wobei X; unabhéngige identisch verteilte Zufallsvaria-
blen mit Verteilungsfunktion Fy 6 € © sind. Sei Fp entweder eine diskrete oder eine absolut
stetige Verteilung. Sei aber auch 6 eine Zufallsvariable § mit Verteilung Q(+) auf dem Messraum
(0, Be), die entweder diskret mit Zahldichte ¢(-) oder absolut stetig mit Dichte ¢(-) ist. Nach
wie vor werden beide Fille gemeinsam betrachtet, dabei entsprechen sich die Summation und
Integration im diskreten bzw. absolut stetigen Fall.

Definition 3.4.6 .
Die Verteilung Q(-) heiBt a-priori-Verteilung des Parameters 6 (von ) (a-priori bedeutet hier
wvor dem Experiment (X,...,X,)%).

Definition 3.4.7 .
Die a-posteriori- Verteilung des Parameters 6 (von 6) ist gegeben durch die (Zahl-)Dichte
PO =0|X,=x1,...,X, =x,), fallsdie Verteilung Q diskret ist,

0,X,...,X,) =
4x1,.... X ( 1 n) {féxl Xﬂ(@, Tlyeeey Tn), falls die Verteilung @ absolut stetig ist.

Dabei ist

PO=0|X,=x1,..., X, =1,) =
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die Bayesche Formel, bzw.

foxi.x)Onmn)  L(xy,...,20,0) - q(0)
fxiox, (@1, .0, 2) Jo L(z1,...,20,01) - q(01)db,’

f§|X1,...,Xn (07 Ty, .. 7xn) =

mit L(xq,...,xy,,0) nach (3.4.5).

Definition 3.4.8
Eine Verlustfunktion V : ©% — R, ist eine ©2?-messbare Funktion.

Verlustfunktionen spielen in unseren Betrachtungen folgende Rolle: E*V(é, a) stellt den er-
warteten Verlust (mittleres Risiko) dar, der bei der Schétzung des Parameters 6 durch a ent-
steht. Dabei stellt E, den Erwartungswert beziiglich der a-posteriori- Verteilung von 6 dar.
Es sind offensichtlich die konkreten Stichprobenwerte x1,...,x, in die a-posteriori-Verteilung
eingegangen, deshalb ist E*V(é, a) eine Funktion von a und 1, ..., x,:

E*V(9~7 a) = So(xlv s ,xn,a) :

Definition 3.4.9
FEin Schétzer 6 heifit Bayes-Schdtzer des Parameters 6, falls

A

O(z1,...,2,) = argminE,V (8, a) (3.4.6)
a
existiert und eindeutig ist.
Bemerkung 3.4.4
1. Manchmal gilt § ¢ O, was mit der Existenz des Minimums von ¢(z1,..., 2y, a) auf © zu

tun hat.

2. Der Name ,,Bayesscher Ansatz* stammt von dem englischen Mathematiker Thomas Bayes
(1702-1761), der die Bayessche Formel

 P(AIB) - F(B)
FBIA) = = B(aB;) B (5,) (34.7)

nur ideenhaft eingefiihrt hat. Der eigentliche Entdecker der Formel (3.4.7) ist Pierre-
Simon Laplace (1749-1827) (Ende des XVIII. Jahrhunderts). Diese Formel wurde bei der
Herleitung der a-posteriori- Verteilung von 6 implizit benutzt.

3. Die Vorgehensweise in Definition 3.4.9 ist in konkreten praxisrelevanten Féllen meistens
nur numerisch moglich. Es gibt sehr wenige Beispiele fiir analytische Lésungen des in
(3.4.6) gestellten Minimierungsproblems.

Beispiel 3.4.3 (Quadratische Verlustfunktion):
Ist V((91,92) = (91 — 92)2, So ist

argmin (¢(z1,...,T,,a)) = argmin (E*(G - a)z) = argmin (E*§2 — 20,0 + a2) =FE.0
a a a

und daher der Bayes-Schdtzer é(xl, ..., xy) fiir @ durch E.f gegeben.
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Beispiel 3.4.4 (Bernoulli-Verteilung):
Sei (X1,...,X,) eine unabhéngig identisch verteilte Stichprobe von X; ~ Bernoulli(p), p €
(0,1). Weiter sei die a-priori-Verteilung

p ~ Beta(a, f), «,8 >0, mit Zdhldichte ¢(p) = B) I(p € 0,1]),

die a-posteriori-Verteilung von p ist dann gleich

P =a,. ., Xn = 20) - 4(p)
fOl ]P)m (Xl =T1,...,Xp = xn) ) Q(pl)dpl

Es ist immer moglich die a-posteriori-Verteilung nicht beziiglich des Vektors (X7i,...,X,),
sondern beziiglich einer Funktion g(X7i,...,X,), zu berechnen (Komplexititsreduktion).

Hier ist Y = g(X1,...,Xn) = Y iv; X; die Gesamtanzahl aller Erfolge in n Experimenten,
wobei

q* (p) = ff)|X1::E1,...,Xn=£En (p)

X {1 , mit Wahrscheinlichkeit p,
i =

0, sonst.

Daher gilt fiir die a-posteriori-Verteilung bzgl. Y:

_ B =k -ap)
fol Py, (Y = k)q(p1) dpr
yeBin(np). (pF(L=p)"*- (B(a,8)) - p* (1 —p)7!

falls f= " 1 _ k4B
e ng?ﬁ) Jo PEFOTHL = pr)n kAL dpy

_ pk+a71(1 _p)n*k+ﬁfl
Bk+an—k+p3) "’

q (p) = f;ﬁ\Y:k(p)

p e [0,1].

Daher ist die a-posteriori-Verteilung von p unter der Bedingung ¥ = k durch
Beta(k + a,n — k + )

gegeben.
Fir den Bayes-Schdtzer gilt:

f01 kara(l _ p)nfk+ﬁfl dp
B(k+a,n—k+p5)

1
ﬁ(xl,...,m:E*p:/O pq*(p)dp =

_Blk+a+1ln—k+p3) kt+a  Ylizita  a+n,
 Blk+an—k+p) 7 a+p+n  a+B+n  a+B4+n’
Interpretation:
n — a+ « _ ~
p(Xq,...,. X)) =—X . =c-X - Eqpr0
p( 1, 5 n) OZ+B+TL n+a—|—5—|—n Oé‘i‘ﬁ C1 n T C2 apr¥ ,
—_—— —_———

=:C] =Cc2

wobei ¢1 + ¢ = 1 ist. Dies heifft, dass die Bayessche Methode einen Mittelweg zwischen dem
Schéitzer Eqpf) (in Abwesenheit der Information tiber die Stichprobe (Xi,...,X5)) und dem
M-Schétzer X,, (in Abwesenheit der a-priori-Information iiber die Verteilung von p) fiir p ein-
schlégt.
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3.4.4 Resampling-Methoden zur Gewinnung von Punktschatzern

Sei (X1,...,X,) eine Stichprobe im parametrischen Modell. Gesucht ist ein Schétzer 0 fiir
den Parameter §. Um diesen Schétzer zu konstruieren, werden bei Resampling-Methoden neue
Stichproben (X7, ..., X}) durch das unabhéngige Ziehen mit Zuriicklegen aus der alten Stich-
probe (X1, ..., X,) generiert und auf ihrer Basis Mittelwerte, Stichprobenvarianzen und andere
Schétzer gebildet. Dabei ist die Dimension m des Parameterraums © beliebig.

Wir werden im Folgenden die Resampling-Methoden

1. Jackknife (dt. ,Taschenmesser®, weist auf Mittel, die jedem immer zur Hand sein sollten)
2. Bootstrap (engl. ,self-sufficient”, dt. ,,mit eigenen Ressourcen®)

betrachten.

1. Jackknife-Methoden zur Schdtzung der Varianz bzw. der Verzerrung von Schétzern:

Als einfithrendes Beispiel betrachten wir § = EX = p bzw. § = Var X = o2 und ihre
(erwartungstreue) Schiitzer i = X,, bzw. 62 = S2.
Wie wir bereits wissen, gilt
2
1 -3
Varﬂza—, Var62:<,uﬁl—n 0'4> .
n n

n—1

Nun ist ein Schétzer fiir die Varianz von i bzw. 62 gesucht. Dazu verwenden wir die
Plug-in Methode

— S?2 — 1 -3
Var i = —2 | VM&%:QA—”%),
n n n—1

wobei fiy das vierte zentrierte empirische Moment ist.

Im Allgemeinen sind jedoch keine Formeln von Var 6 bekannt. Hier kommt nun die Jack-
knife-Methode zum Einsatz:

e Sei X|; die Stichprobe (X1,..., X;—1, Xit1,..., Xy), i=1,...,n. Falls
é(Xla"'aXn) :Spn(le"'aXn)7

so bilden wir

1
n

Oy = o1 (X))

n

no - ~ de 1 _ 2
Z@Z], Var]n G)df r Z(@[ﬂ—e[]) .

Definition 3.4.10 -
Der Schitzer 0) bzw. Var;,(0) heifit Jackknife-Schitzer fiir den Erwartungswert

bzw. die Varianz des Schitzers 6 von 6.

Beispiel 3.4.5 B
Seif=p, 60=p=X,,sogilt

1
QOn(Iﬂl,...,ﬂfn) = *szﬁ
nia
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womit folgt, dass

n n - 1 .
M_ 1(—XZ-+ZX]-):”_1X”—”_1X¢, Vi=1,...,n,
J#z j=1
A n - 1 " n-X, X, n—1_ —
=—> Oy= Xp————7=) X;= — = X, =X
n; b= =1 n(n—l); ‘n—-1 n-1 n-1"" "

Daher ist ein Jackknife-Schétzer fiir p gleich X,.

Konstruieren wir nun einen Jackknife-Schdtzer der Varianz:

— o on—1¢ n o 1 ~\? n-1 2
Varjn(0) = n Z(n—an_ Xi_X) B Z(n—l XZ))

i=1 =1

n—1 <& _ 1
- Z(XZ - Xﬂ)z = ESTZL7

n(n —1)? =
wobei dies genau der Plug-in Schétzer der Varianz von ji ist.

o Jackknife-Schdtzer fiir die Verzerrung eines Schdtzers
Sei é(Xl, ..., X,) ein Schétzer fiir §. Der Bias von 0 ist Egf — 0 = Bias(é).
Definition 3.4.11 .
Ein Jackknife-Schitzer der Verzerrung (Bias) von 6 ist durch
Bias;j, (0) = (n — 1)(6;; — 0)
gegeben.

An folgenden Beispielen wird klar, dass der oben beschriebene Vorgang zur Verrin-
gerung der Verzerrung beitragt:

Der Schdtzer 3 e -
0 = 0 — Bias;,(0) = nf — (n — 1)0, (3.4.8)

hat in der Regel einen kleineren Bias als 0. Dabei ist wiederum

A

_ 1A A .
Oy = o1 (Xpy) wmd Oy =~ 0y mit O(X1,..o, Xn) = on(X1,.., Xn) -

Beispiel 3.4.6

a) Ist § = EX; = p, so ist 6 = X, ein unverzerrter Schitzer fiir . Was ist der
Bias-korrigierte Schétzer fi? (Dieser sollte schliefilich nicht schlechter werden!)
Es gilt 5[.] = X,,, daher ist der Bias-Schiitzer von Jackknife ]igsjn(é) = (n—
1)(X,, — X,,) = 0 und somit 6 =60 —0=X,. Wir haben also gesehen, dass die
Jackknife-Methode die unverzerrten Schétzer (zumindest in diesem Beispiel)
richtig behandelt, indem sie keinen zusétzlichen Bias einbaut.

b) 0 =02 = VarXi,~é =62 = 15" (X;— X,)? ein verzerrter M-Schétzer der
Varianz. Was ist 0 in diesem Fall?
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U'bungsaufgabe~ 3.4.1 B

Zeigen Sie, dass § = S2 = ﬁ S (X - Xp)? = %52 ein erwartungstreuer
Schétzer der Varianz ist. Somit wird der Bias von ¢2 durch die Anwendung der
Jackknife-Methode vollstandig beseitigt.

Beweisidee: Zeigen Sie hierzu zunéchst, dass

ST (A 1 = =
BlaSjn(g) = —m (X’L — Xn)2 .
i=1

(2

Bemerkung 3.4.5

Die Beispiele 3.4.6 a), b), in denen sich der Jackknife-Schétzer analytisch bestimmen
lief3, sind eher eine Ausnahme als die Regel. In den meisten Féllen erfolgt die Bias-
Reduktion mit Hilfe der Monte-Carlo-Methoden auf Basis der Formel (3.4.8).

2. Bootstrap-Schatzer:

Die Bootstrap-Methode besteht in dem Erzeugen einer neuen Stichprobe (X7,...,X}),
die aus einer approximativen Verteilung F der Stichprobenvariablen X;, i = 1,...,n
gewonnen wird. Seien E, und Var, die wahrscheinlichkeitstheoretischen Gréfien, die auf
dem Verteilungsgesetz P, der neuen Stichprobe (X7,...,X) beruhen. Dabei gibt es
folgende Moglichkeiten, F zu konstruieren:
i) F(x) = F,(z) die empirische Verteilungsfunktion von X;, falls X; unabéngig iden-
tisch verteilt sind.
ii) F' ist ein parametrischer Schétzer von F', der parametrischen Verteilungsfunktion
von X;. Das heifit, falls X; ~ Fy, i =1,...,n firein # € © und 4 = 9(X1, o Xn)
ein Schitzer fiir § ist, so setzen wir F' = Fj (Plug-in Methode).

Definition 3.4.12
Ein Bootstrap-Schdtzer fiir den Erwartungswert (bzw. Bias oder Varianz) von Schétzer

A

0(X1,...,Xy,) ist gegeben durch

a) %t(é) =E.0(X*, ..., X").

b) Biaspeot(0) = Epoott — 6.

¢) Varpo:(A) = Var, (A(X7,..., X))
Beispiel 3.4.7

Sei § = u = EX; und F' = F}, die empirische Verteilungsfunktion. Wie generiert man eine
Stichprobe X7,..., X}, wobei X ~ F,?

A

F,, gewichtet jede Beobachtung z; der urspriinglichen Stichprobe mit dem Gewicht 1/n,
deshalb gentigt es, einen der Eintrége (z1,...,%,) auszuwéhlen (mit Wahrscheinlichkeit
1/n, Urnenmodell ,,Ziehen mit Zuriicklegen“), um X iy J=1,...,n zu generieren.

Bootstrap-Schitzer fir den Erwartungswert von ji = Xp:
X udiv. 1

~ 1 .
Epootft = E. (n ZXj) — nE.(X}) = /a:an(x) =
=1

n

Somit folgt Pﬁgsbootﬂ = 0.

SRS

\//f;'boot(,a) = Var, <
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ein Plug-in Schitzer fiir VarX,, = o2 /n.

Monte-Carlo-Methoden zur numerischen Berechnung von Bootstrap-Schétzern:

Was kann man tun, wenn keine expliziten Formeln fiir z.B. \//'a\rBOOt(é) vorliegen (der
Regelfall in der Statistik)?

Generiere M unabhéngige Stichproben (X7,..., X ), i = 1,..., M nach der Regel i)
oder ii) mit Hilfe der Monte-Carlo-Simulation. Dann berechne

M
A i} , A | .
0;=0(X5,...,X5,), i=1,...,M undsetze Epppif ~ i ;01

Ahnlich gewinnt man approximative Bootstrap-Schétzer fiir Biasd und Var 6:

= a1 H e
Blasboot0 ~ IEboote - 0; Varbootg ~ M—1 ; (01 - IEboote)

Mehr sogar, man kann die Verteilungsfunktion von X;; durch die empirische Verteilungs-
funktion bestimmen:

n
Z X*gx reR.

3\*—‘

M
F boot Z

Ferner lassen sich mit Hilfe von oben genannten Methoden Bootstrap-Konfidenzintervalle
fiir 6 ableiten:

Dafiir lassen sich Quantile Fefl(oq) und ﬁ'efl(ag) der Verteilung von 0(X%, ..., X) aus
der Stichporbe (1, ...,60,) empirisch bestimmen. Damit gilt

P(E M an) <OXT, ., X0) < Eilao)) m1—a1—ap = 1—a,
wobei a = a1 + a» klein ist. Beachte dabei, dass man hofft, dass X sehr dhnlich verteilt

ist wie X; und somit

A A

P(Fé_l(al)ge(Xla-'an)S (;_1(042)>’~“41—041—a2=1—04

gilt.

3.5 Weitere Giiteeigenschaften von Punktschatzern

3.5.1 Ungleichung von Cramér-Rao

Sei (X1,...,X,) eine Stichprobe von unabhéngigen identisch verteilten Zufallsvariablen X; mit
Verteilungsfunktion Fy, 0 € ©. Sei é(X 1,--.,Xp) ein Schéatzer fiir 6. Falls 0 erwartungstreu ist,
dann misst man die Giite eines anderen erwartungstreuen Schétzers 6 von @ am Wert seiner
Varianz. Das bedeutet, falls Vargf < Varg é, dann ist der Schitzer 6 besser. Wir werden uns
nun mit der Frage befassen, ob immer wieder neue, bessere Schétzer 6 mit immer kleinerer
Varianz konstruiert werden konnen. Die Antwort hierauf ist unter gewissen Voraussetzungen
negativ. Die untere Schranke der Varianz Varg  hierzu liefert der Satz von Cramér-Rao.
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Sei L(z,0) die Likelihood-Funktion von X;, d.h.

Py(z), im diskreten Fall,
fo(x), 1im stetigen Fall

L(x,0) = {

und L(z1,...,2n,0) = [[i=q L(x;,0) die Likelihood-Funktion von der gesamten Stichprobe
(X1,...,X,). Es gelten die Bedingungen 1) bis 5), die fiir die asymptotische Normalverteiltheit
von ML-Schétzern auf Seite 80 gestellt wurden, wobei die Bedingung 5) fiir & = 1 gilt.

Satz 3.5.1 (Ungleichung von Cramér-Rao):
Sei (X1, ...,Xy) ein Schétzer fiir # mit den folgenden Eigenschaften:

1. Bgf2(Xy,...,Xp) <oo VHeO.
2. Fir alle 0 € O existiert

d ) cte ) DY n
—EQQ(XL--',X”) — {fR fR é(l'l, , T )

gL(r1,...,2n,0)d2y ... dv,, im stetigen Fall,
o gy 01, ,xn)%L(xl, cey T, 0), im diskr. Fall.

Dann gilt

Varg 0(X1,..., X,) >

wobei I(0) die Fisher-Information aus (3.4.3) ist.

Beweis Fihren wir die Funktion

0
wo(x1,...,2pn) = %logL(xl,...,a:n,H)
ein. In Bemerkung 3.4.3 haben wir bewiesen, dass
Eopo(X1,...,Xn) =0, Vargpe(Xi,...,X,) =n-1(0).

Wenden wir die Ungleichung von Cauchy-Schwarz auf Covg(wg(X1, ..., X,),0(X1, ..., X,)) an:

A

Covg (cp.g(X1, LX), 00X, .,Xn)) — &, (gpg(Xl, LX) 0(X, .,Xn)) —0

S \/Varg SOQ(XL s 7Xn)\/var9 é(Xlu R 7X’fl>

Somit folgt

=:A
~ 2
VB X > (Bo (wo(X1,. - X0) - 0(X1, ., X)) ) 12
I LX) > = .
o b Varg oo(X1,...,Xn) n-1(0)

Es bleibt zu zeigen, dass

d ~
A= —FEp0(Xq,...,X}).
de 0 ( 1, ) )
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Wir zeigen die Aussage fiir den absolut stetigen Fall (im diskreten Fall sind die Integrale durch
Summen zu ersetzen):

A

A:/aaalogL(xla..-yxnae)- (xl,-.-,xn)-L(l’l,...’l‘nje)dxl“.dxn

0 A Vor. 2) d A
:/%L(xl,...,xn,e)'G(xl,...,xn)d:vl...dxn = )@EQG(XM...,X”).

O

Folgerung 3.5.1
Falls 6 ein erwartungstreuer Schéatzer fiir 6 ist und die Voraussetzungen des Satzes 3.5.1 erfiillt
sind, so gilt

N 1
0(X1,....,Xn) > .
V&I‘g ( 1, ) ) = - 1(9)
Beweis Wende die Ungleichung von Cramér-Rao an 6 mit
d A d
— (Eg0(Xyq,.... X)) =—0=1
d0 < 0 9( 1, ) )) d@e
an. O

An folgenden Beispielen werden wir sehen, dass der Schétzer X,, des Erwartungswertes p in
der Klasse aller Schéitzer fiir u, die die Voraussetzungen des Satzes 3.5.1 erfiillen, die kleinste
Varianz besitzt. Somit ist X, der beste erwartungstreue Schétzer in dieser Klasse fiir mindestens
zwei parametrische Familien von Verteilungen:

e Normalverteilung und

e Poisson-Verteilung.

Beispiel 3.5.1

1. X; ~ N(u,0%), i = X, als Schitzer fiir p. Dabei ist fi erwartungstreu mit Varj =
o2 /n. Zeigen wir, dass die Cramér-Rao-Schranke fiir die Varianz eines erwartungstreuen
Schiitzers 6 fiir v ebenso gleich 02 /n ist. Priifen wir zunichst die Voraussetzungen des
Satzes 3.5.1:

Zeigen wir, dass

0= dCL/RL(x,M) dx—/RaauL(x,y) dr mit Lz, p) = e

aeLlep) = B2 i

0 B X —p\
/R%L(a:,u)dxﬂi< 3 )0.

Zeigen wir weiterhin die Giiltikeit der Bedingung 2) des Satzes 3.5.1:

_ n o —p\2
—EXn:—(/,L):lél/ ($1+...+xn)a<H ! e_%( o ))dxl...dl’n.
n Jrn TR

Induktion bzgl. n:
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e Induktionsanfang n = 1:

0 x(r — p) 1 9 9 Var, X
/RxwL(x,y)dx—AﬂL(x,u)dx == (E#X —p ) =5 = 1.
e Induktionshypothese: Fiir n gilt
0
/ (x1+ ...+ ) - aL(azl,...,xn,u)dm’l...dmn =n.
e Induktionsschritt n — n + 1:
0 ?
A= (x1+ ...+ xpy1)=— L(z1,...,Tps1,p) doy...depy; =n+1.
Rn+1 a'u
:L(ml»"'7$n7“)'L($7’L+1»/"’)
Dabei gilt fir A:
0
A= (14 ... +x) - | =—L(x1, .- 2n, ) - L(pg1, 1) + Lxy, ..oy Ty )
Rn+1 8,[1,

0 0
) WL(wnH’M)) dry...dxpdr,1 + /Rn+1 Tpal ((auL(xl, ey Ty )

0
cL(xpg1, 1) + L(x1, .y Ty ) - 8ML(aanrl,,u)> dry ...dx,dr, 1

:n-/RL(an,u)dan%—/Rn(:L‘l—|—...+xn)-L(ml,...,xn,u)dml...dwn-

=1

0
'/(BTL(%H»M) dﬂ?nﬂ"‘/ Tn1 L(Tpg1, 1) AT g1
" R

=0

0 0
. / —L(x1,...,xn, p)dzy ... day, +/ Tpp1 = L(pp1, 1) dTpiq -
n R 8H

_d _d
=L, X=Fpu=1

Nachdem alle Voraussetzungen erfiillt sind, berechnen wir die Schranke

1
n-I(p)

2
mit I(p) =E, (88“ log L(X, ,u)> .

Es gilt

0 o (. 5 l(z—p 2 2@ T p
a'ulogl'/(:zc,,u)—alu( log V2710 2( . )) ———(-1) = ——,
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woraus folgt, dass

1 2 1 02 1 n
I(M):;EM(X—M) Zg'Vaqu=;=§ — n-I(,u):?,
Insgesamt gilt also
A 1 o2 _
Varue > 12 = ; = VarMXn
g

fiir einen beliebigen erwartungstreuen Schétzer 0 fiir 1, der die Voraussetzungen des Satzes
3.5.1 erfiillt.

2. Das zweite Beispiel sei folgende Ubungsaufgabe:

Ubungsaufgabe 3.5.1
Seien X; ~ Poisson(\), i=1,...,n. Zeigen Sie, dass die Schranke von Cramér-Rao

ist. Dies bedeutet, dass auch hier X,, der beste erwartungstreue Schitzer ist, der die
Voraussetzungen des Satzes 3.5.1 erfiillt.

An Hand des néchsten Beispiels wollen wir zeigen, dass die Konstruktion von Schétzern mit
einer Varianz, die kleiner als die Cramér-Rao-Schranke ist, moglich ist, falls die Voraussetzungen
von Satz 3.5.1 nicht erfiillt sind.

Beispiel 3.5.2
Seien X; ~ U[0,0], & > 0. Dann ist die Bedingung ,suppfp(x) = [0, 0] unabhéngig von 6
verletzt und auch eine weitere Bedingung;:

0 o1\’ 1 1

Sei § ein erwartungstreuer Schitzer fiir 8, so wiirde nach der Ungleichung von Cramér-Rao
folgen, dass Vargf > (n - I(0))~!, wobei

1(0) :IE<§910gL(X,0)>2 :/06; (;mg <;>>2 dr — ;/09 dz - (_;)2 _ %

Damit hatten wir
2

Vargéz —.
n

Betrachten wir

N 1 1
0(X1,...,Xp) = n;il— max{X1,..., X, } = n

Zeigen wir, dass

Eg0(X1,...,X,) =60 und Varg0(Xy,...,X,) < —.
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Berechnen wir dazu EgX 61)7 k € N. Es gilt

g, z€[0,0],
FX(n>(x) =Fx.(z)=11, z>6,
0, z<0,
n—1

P (@) = P, () = 20— T € [0,6]),
1

0  nz"
I%X@V:A:ﬁ A= o

Damit folgt

n+1-E9X(n):n+1- no —9.

Eyd =
0 n n+1

das heifit,  ist erwartungstreu. Weiterhin gilt

. n+1\2 n+1\2 no? n2p?
= . X, = . _
Varg 6 ( n ) Varg X () < > <n+2 (n+1)2

n
_ (n+1)2 ' n(n+1)2 —n?(n+2) 02
n? (n+2)(n+1)2
92 5 5 92
- Mmtl-n?—2m)=—
n(n+2)(n et " ") n(n +2)
und somit
2 2
Varg 0 = 97 < 9—
nn+2) n

3.5.2 Bedingte Erwartung

Seien X und Y zwei Zufallsvariablen, wobei Y eine absolut stetige Verteilung besitzt. Dann
folgt P(Y =y) =0 Vy € R. Deshalb kann die bedingte Wahrscheinlichkeit P(X € B|Y = y)
auf dem gewohnlichen Wege

P(X € B,Y =y)

P(X € BlY =y) = P =)

nicht definiert werden. Aus der Praxis ist aber eine Reihe von Fragestellungen bekannt (z.B.
Bayessche Analyse), in denen Wahrscheinlichkeiten P(X € B|Y = y) ausgewertet werden miis-
sen. Deswegen werden wir eine neue Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit geben, die
solche Situationen beriicksichtigt. Diese Definition erfolgt durch die Definition der bedingten
Erwartung.

Schema:

1. Es wird die bedingte Erwartung von der Zufallsvariablen X bzgl. der o-Algebra B als
Zufallsvariable E(X |B) eingefiihrt, wobei B eine Teil-o-Algebra von F und (2, F,P) der
Wabhrscheinlichkeitsraum ist.
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2. Die bedingte Erwartung von X unter der Bedingung Y wird als E(X|Y) = E(X|oy)
eingefiihrt, wobei oy die von Y erzeugte o-Algebra ist.

3. P(X € B|Y =y) wird als Zufallsvariable E(I(X € B)|Y) auf der Menge
{weQ: Y(w) =y} eingefiihrt.

Gehen wir nun dieses Schema im Detail durch:

1. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und B eine Teil-o-Algebra von F, d.h. B C F.

Definition 3.5.1

Der bedingte Erwartungswert einer Zufallsvariablen X definiert auf dem Wahrscheinlich-
keitsraum (2, F,P) beziiglich einer o-Algebra B C F ist in dem Fall E|X| < oo als eine
B-messbare Zufallsvariable Y definiert, die die Eigenschaft

/ Y (w) P(dw) = / XP(dw), VBeB
B B
besitzt. Dabei wird die Bezeichnung Y = E(X|B) verwendet.

Warum existiert diese Zufallsvariable Y7

e Zerlegen wir X in den positiven X, und negativen X_ Anteil X = X, — X_
und beweisen die Existenz von E(X|B). Danach setzen wir E(X|B) = E(X4|B) —
E(X_|B).

e Somit geniigt es zu zeigen, dass der Erwartungswert E(X|B) einer nicht negativen
Zufallsvariablen X > 0 fast sicher existiert.

e Sei Q(B) = [ X(w)P(dw). Man kann zeigen, dass Q(-) ein Mafl auf (2, F) ist.
Dabei folgt aus P(B) = 0 die Gleichheit Q(B) = 0 fiir B € Bg (bzw. B € B). Somit
ist @ absolut stetig bzgl. P. Weiter existiert nach dem Satz von Radon-Nikodym
eine Dichte Y (w), die messbar bzgl. B ist und fiir die

QB) = [ Y@PA) = V() =E(X|B)

gilt.

Bemerkung 3.5.1

Aus der obigen Beweisskizze wird ersichtlich, dass Y(w) = E(X|B) nur P-fast sicher
definiert ist. Somit kann man mehrere Versionen von Y (w) angeben, die sich auf einer
Menge der Wahrscheinlichkeit 0 unterscheiden.

Satz 3.5.2 (Eigenschaften des bedingten Erwartungswertes):

Seien X und Y Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) mit der Ei-
genschaft E| X | < oo, E|Y| < 0o und E|XY| < oo (dies kann noch ein wenig abgeschwécht
werden, ist hier allerdings ausreichend). Seien B, B; und By Teil-o-Algebren von F. Es
gelten folgende Eigenschaften (im fast sicheren Sinne):

a) E(X[{0,Q}) = EX, E(X|F) = X fast sicher.

b) Falls X <Y fast sicher, dann gilt ebenso E(X|B) < E(Y|B) fast sicher.
c) Esgilt E(XY|B) = X - E(Y|B), falls X B-messbar ist.

d) E(c¢|B) = ¢ fiir ¢ = const.
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e) Es gilt E(E(X|BQ)’81) = E(X‘Bl) und E(E(X’Bl)‘[)’g) = E(X‘Bl), falls Bl - BQ.
f) Falls X unabhingig von B ist (d.h., die o-Algebren ox = X !(Bg) und B sind
unabhéngig), dann gilt E(X|B) =
g) E(E(X]B)) = EX.
Ohne Beweis (sieche Beweis in [26]).

Beispiel 3.5.3

Sei B = o({A1,...,An}), wobei {A;,...,A,} eine messbare Zerlegung des Wahrschein-
lichkeitsraumes (2, F,P) ist, d.h. Ujo; Ai = Q, AinA; =0, 4+ j,P(4;) >0,1=1,.

Was ist E(X|B)? Da E(X|B) B-messbar ist, konnen wir die allgemeine Form der Funktlo—
nen ausnutzen, die messbar bzgl. einer endlich erzeugten o-Algebra B = o({A41,...,A,})
sind: E(X (w)|B) = > i kil(w € A;) (ohne Beweis).

Berechnen wir £;: Aus der Definition 3.5.1 folgt fiir B = A;

/IEX\B ) P(dw) = /Zk T(w € A)P(dw) = kj - P(A;)

Ji=1
—/XIP’dw / XP(dw) =E(X -14,)
E(X -1a,)
:}]{'_7’ ]:17,77/
T P(4))
E(X 14,
= E(X(w)|B) ( 4;) falswe 4;, j=1,...,n

T OP(4;)

. Bedingte Erwartung bzgl. einer Zufallsvariablen Y :

Definition 3.5.2

Seien X und Y zwei Zufallsvariablen definiert auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P).
Der bedingte Erwartungswert von X unter der Bedingung Y wird als E(X|Y) = E(X|oy)
eingefiihrt, wobei oy die von Y erzeugte o-Algebra ist: oy = Y ~(Bg).

Lemma 3.5.1

Es existiert eine Borel-messbare Funktion ¢ : R — R, fiir die gilt, dass E(X|Y) = g(Y)
fast sicher (Ohne Beweis).

Daher wird die Schreibweise E(X|Y = y) als g(y) verstanden: E(X|Y = y) = g(y) oder
E(X|Y = y) ist der Wert von E(X|Y") auf der Menge {w € 2 : Y (w) = y}.

. Bedingte Wahrscheinlichkeit bzgl. einer o-Algebra bzw. einer Zufallsvariable.

Definition 3.5.3
Die bedingte Wahrscheinlichkeit von A € F unter der Bedingung B ist gegeben durch
P(A|B) = E(I4|B) fast sicher. Analog dazu definieren wir P(A|Y) = E(I4]Y) fir eine
Zufallsvariable Y.

Bemerkung 3.5.2
Die so definierte Familie von Zufallsvariablen P(-|B) erfiillen (fast sicher) nicht die Eigen-
schaften eines Mafles: Es gilt

0<P(A|B) <1, VAEF fast sicher,
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aber die Eigenschaft der o-Additivitéit

P(J AilB) = Y P(Ai|B)
=1

i=1

fiir disjunkte {A;} héangt von der Version P(:|B) ab. Das bedeutet, es existiert kein M €
F : P(M) = 0, so dass die obige Eigenschaft fiir alle w € M¢ gilt.

3.5.3 Suffizienz

Sei (X1,...,X,) eine Stichprobe von unabhéngigen identisch verteilten Zufallsvariablen X;
mit Verteilungsfunktion Fp, 6 € © C R™. Wenn man von der vollen Information {X; =
x1,..., X, = xp} zum Schétzer é(Xl, ..., X,,) des Parameters 6 iibergeht, dann entsteht durch
die Abbildung

6:R" —» R™, m&n

ein Informationsverlust, weil man normalerweise (X7, ..., X,) nicht aus 0(X1, ..., X,,) zuriick-
rechnen kann. Die sogenannten suffizienten Schitzer minimieren diesen Informationsverlust im
stochastischen Sinne:

Definition 3.5.4

1. Seien Zufallsvariablen Xq,..., X, und é(X 1y...,Xp) diskret verteilt. Ein Schétzer 6 des
Parameters 0 heifit suffizient, falls

Pe(xl:xl,...,Xn:xn|é(X1,...,Xn):t)

nicht von 6 abhéingic fir beliebige x1,...,x, und t aus den Tragern der Zdhldichten von
(X1,...,X,) baw. 0(Xq,...,Xp).

2. Falls X1,..., X, und é(Xl, ..., X,,) absolut stetig verteilt sind, dann heifit der Schétzer
0 suffizient fiir 0, falls die Wahrscheinlichkeit

]P’((Xl,...,Xn)eB|§(X1,...,Xn):t)

fir beliebige B € Bgrn und t € supp f; nicht von ¢ € © abhéngt, wobei f; die Dichte von
0 ist.

Bemerkung 3.5.3
1. Betrachten wir im diskreten Fall die bedingte Likelihood-Funktion
Ly(x1,. .., 70, 0) = Py (X1 =21, Xy =20 |0(X1, ..., X)) :t> :
Aus Definition 3.5.4 folgt, dass wir keinen neuen ML-Schétzer fiir # aus dieser beding-
ten Likelihood Lg(x1,...,z,,0) gewinnen werden konnen, da sie nicht von 6 abhéngt.

Das heifit, der Schétzer 6 enthilt bereits die volle Information iiber 0, die man aus der
Stichprobe (x1,...,z,) gewinnen kann.
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2. Falls g : R™ — R™ eine bijektive Borel-messbare Abbildung und (X1, ..., X,) ein
suffizienter Schétzer von § € © C R™ ist, dann ist der Schétzer ¢(0(X1,...,X,)) auch
ein suffizienter Schétzer fiir 6. Dies wird aus der Tatsache ersichtlich, dass

fwe:g (00X, X0)) =t} ={weQ: 0(X1,....X0) =g~ 'O}, Vt.

Lemma 3.5.2 (Suffizienz):
Seien Zufallsvariablen Xy, ..., X,, und 6(Xy,...,X,,) entweder alle diskret oder absolut stetig
verteilt mit den Likelihood-Funktionen

Po(Xy = z1,..., X, =x,,), im diskreten Fall,
Ixi o xp (@1, .., 2n), im absolut stetigen Fall,

L(':Ula"wmnae) :{

() {Pg(é(Xl, ..., Xp)=t), im diskreten Fall,
g\

L;(t,0) =
f3(t,0), im absolut stetigen Fall.
Seien die Trager um L bzw. L; gegeben durch

suppL = {(x1,...,z,) € R" :  L(z1,...,2,,0) > 0},
suppL; = {t e R :  Ly(t,0) > 0}.

Der Schiitzer 6 ist suffizient fiir 0 genau dann, wenn

7:1:7170)

L(z
(9(x1,...,xn),a) (3.5.1)

nicht von 6 abhéngig ist fiir alle (z1,...,2,) € suppL.

Beweis Wir beweisen lediglich den diskreten Fall:

,—“ Ist @ suffizient, so iiberpriifen wir, ob damit folgt, dass (3.5.1) von € abhéngt fiir alle
(x1,...,2p) € suppL. Es gilt:

Po(X1 =21,...,Xp =2, |0(X1,...,X,) =1t)

Pg(Xl—xl,... n—xn,G(Xl,...,Xn):t)
Po(O(X1,...,X,) =t)
0, falls O(xy, ..., 2,) # t
P" (Xy =21, Xn=cn) falls O(xq, ... zn) =t.

0(X1, s Xn)=0(21,....7n)) ’
Somit héngt (3.5.1) nicht von 6 ab.

,<=" Folgt aus dem 1.Fall durch Betrachtung von hinten.

Beispiel 3.5.4
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1. Bernoulli- Verteilung: Seien X; ~ Bernoulli(p), p € [0,1], ¢ = 1,...,n, p = X,, ein
erwartungstreuer Schétzer fiir p. Wir zeigen nun, dass p suffizient ist. Es gilt

A—X—lixz—ly
b= nEa K=Y

wobei Y ~ Bin(n,p). Es geniigt nach Bemerkung 3.5.3 2) zu zeigen, dass Y ein suffizienter
Schétzer fiir p ist. Nach Lemma 3.5.2 gilt fiir z; € {0,1}, i=1,...,n

n
P(X1 =21y, Xy = @) = [[p7(1 = p)' % = plimi @ (1 — ) 2oima @1
i=1

Definieren wir nun Ly als

n p—
LY(?/,P)=<y>py(1—p)1 v y=20,...,n.

Setzen wir nun statt y die Summe »_7 ; z; ein und betrachten

L(l‘l, .. ,xn,p) pzyzl 551(1 — p)”—Z:;l Zi 1

Ly(3Xr i, p) (s

i=1T1

TR ST o

=17 1)
Dies héngt offensichtlich nicht von p ab, womit folgt, dass Y und somit p suffizient sind.

2. Normalverteilung mit bekannter Varianz: Seien X; ~ N(u,0%), i=1,...,n, c? be-
kannt. So ist i = X, ein erwartungstreuer Schétzer fiir . Zeigen wir nun, dass i suffizient
ist: Betrachten wir

LI 1 (2 —p\?
L(xlw"a:l:nau)znmo_exp(_Q( P ))

RN > N
(2mo2)n/2 P 202

und nach Lemma 2.2.1

= B exp | — Yiy (@i — Tn)? 4+ n(@n — p)?
(2mo2)n/2 557 .

Ferner gilt bekanntermaBen i ~ N(u, 0% /n), und somit

Ly(z, 1) = vn - exp (—Z (x — M>2> )

2mo o
1 Yo (@i—=En)?+n(Zn—p)?
L(wla ce s Ty :u) (2#02)"/2 P <_ 1 207
(T - J/n —n(@n—p)?
Lu(ajny )u) 2:0 - exp ( 252 )

vn L .
:W'GXP _T‘_Q;(xi_xn) )

was von g unabhingig ist. Somit folgt nach Lemma 3.5.2, dass i = X,, ein suffizienter
Schétzer fiir p ist.
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Mit Hilfe des néchsten Satzes von Neyman-Fisher wird es moglich sein zu zeigen, dass bei
unbekannter Varianz der Schitzer (X,,, S2) fiir (u, 0?) suffizient ist.

Satz 3.5.3 (Faktorisierungssatz von Neyman-Fisher):

Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.5.2 ist é(X 1,...,Xp) ein suffizienter Schétzer fiir ¢
genau dann, wenn zwei messbare Funktionen g : R™x© — R und h : R® — R existieren, so dass
folgende Faktorisierung der Likelihood-Funktion L(x1,...,xz,,0) der Stichprobe (Xi,...,X,)
gilt:

L(zy,...,2p,0) :g(é(ml,...,xn),é) “h(x1,...,2n), (x1,...,2,) EsuppLl, 6H€0O.

Beweis Wir beweisen nur den diskreten Fall.
1. Falls § suffizient ist, dann héngt nach Lemma 3.5.2

Lgxlw"axn’e) :h(xlj...,xn)
Ly(0(21,. .. 2n),0)

=g(0(z1,...,w1),0)

nicht von # ab. Somit bekommen wir die Faktorisierung von Neyman-Fisher.

A

2. Sei nun L(x1,...,2pn,0) = g(0(x1,...,2y),0) h(z1,...,zy,) fir alle (z1,...,z,) € suppL,
f € O. Fithren wir eine Menge

A

C={(y1,...,yn) ER™: é(yl,...,yn) zé(ml,...,xn)} =1 (é(xl,,xn))

ein. So gilt
Po(X1 =1, ., Xp = @n) _ g(0(x1,...,2),0) - h(x1,. .. x,)
L@(@(ml, ooy xn)7 9) Z(y17_._7y,n)ec' ]P)G(Xl =Yi,y--- 7XTL = ?/n)

=Py (0(X1,.... Xn)=0(x1,...,Tn))

g(0(z1,...,2,),0)  h(x1,...,25)
E(yl,...,yn)ec g(e(yla s 7yn), 9) ' h(yla s ayn>
—_———

=0(x1,...,2n)
h($1, e ,a;‘n)
Z(y1,-..7yn)eC h(y1,-..,yn) ’

welches nicht von 6 abhéngt. Daher ist 6 nach Lemma 3.5.2 suffizient.
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Beispiel 3.5.5

1. Poisson-Verteilung: Seien X; ~ Poisson(\), A > 0, A = X, ein erwartungstreuer
Schétzer fiir \. Zeigen wir, dass A suffizient ist. Es gilt fir z; € {0,1,2,...},i=1,...,n

)\)\xi e\ . )\22;1 Zi e~ A \Tn

n
L(xl,...,acn,)\):He_ xi!: 1!y :xll-...-xn!

= g(Zn, \) - h(x1,...,20),

3.5.3 suffizient.

2. Ezponentialverteilung: Seien X; ~ Exp(\), A > 0, A= X1 ein Momentenschitzer fiir \,

der zwar nicht erwartungstreu ist, jedoch stark konsistent, denn X, RN EX; = % nach

n—oo
dem starken Gesetz der groflen Zahlen. Zeigen wir, dass \ suffizient ist. Fiir
1 >0,...,z, >0 gilt

L(z1,...,20,N) =[] Ae AT = \Pe A1 T = \memAndn
i=1
= )\”6_% =g (5\,/\) ch(x1,...,my),
—_———
=1

An

wobei g(A\,A) = A%e x und h(zy,...,x,)
suffizient.

1 ist. Somit ist A nach dem Satz 3.5.3

Ubungsaufgabe 3.5.2 -
Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes 3.5.3, dass der Schitzer (X, S2) suffizient fiir (y, 0?) im Falle
der normal und unabhéngig identisch verteilten Stichprobe (X1, ..., X,,), X; ~ N(u,0?) ist.

Bemerkung 3.5.4

Der Vorteil des Satzes von Neyman-Fisher ist, dass man fiir die Uberpriifung der Suffizienzei-
genschaft von 6 die Likelihood-Funktion von 8 nicht explizit zu kennen braucht. Dies ist insbe-
sondere in den Fallen vorteilhaft, in denen der Schatzer 0 kompliziert ist und seine Likelihood-
Funktion nicht analytisch angegeben werden kann (bzw. unbekannt ist).

3.5.4 Volistandigkeit

Definition 3.5.5
Ein Schétzer 0(X1,...,X,,) des Parameters § € © C R™ heifit vollstindig, falls fiir beliebige

A

messbare Funktionen g : R™ — R mit der Eigenschaft Egg(0(X1,...,X,)) =0, 6 ¢€ O folgt

A fs.
g(@(Xl,...,Xn)> =,
Bemerkung 3.5.5
1. Seien g1, g2 : R™ — R Funktionen, fiir die V0 € © gilt

Eo

gi (é(Xl,...,Xn)>’ <00, Eeq (é(Xl,...,Xn)) = Eggs (é(Xl,...,Xn)) ,
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wobei 6 vollsténdig ist. So folgt aus der Definition 3.5.5
g1 (é (Xl, e ,Xn)) = g2 (é(Xl, PPN Xn)>

fast sicher (nehme g = g1 — ¢2).

Fuazit: Die Eigenschaft der Vollstéandigkeit erlaubt aus dem Vergleich der Schétzer gl(é)
und g2(€) im Mittel eine Aussage iiber ihre fast sichere Gleichheit zu machen.

2. Falls § ein vollstandiger Schétzer fiir 6 ist, dann ist auch g(é) ein vollstdndiger Schétzer
fiir 6 fiir eine beliebige messbare Funktion g : R™ — R™.

Beispiel 3.5.6

1. Bernoulli-Verteilung: Seien X; ~ Bernoulli(p), p € [0,1]. Zeigen wir, dass p = X,
vollstéandig ist:

Sei g eine beliebige Funktion R — R. Es geniigt zu zeigen, dass Y = 7' ; X; vollstandig
ist. Es gilt Y ~ Bin(n,p), womit folgt, dass

Epg(Y) = zn: g(k) (Z)p’“(l —p)" "

fiir p € (0,1), also t € (0,00). py(t) ist ein Polynom des Grades n, womit folgt

g(k) (Z) —0 firallek = g(k)=0, k=0,....n = g(Y)=0 P,fast sicher.

Somit ist Y vollstdndig und daher auch p =

2. Gleichverteilung: Sei X; ~ U[0,0], i=1,...,n. Wie wir bereits gezeigt haben, ist der
Schatzer é(X Lyeooy Xp) = "T‘HX (n) €rwartungstreu. Zeigen wir nun, dass er ein vollstandi-
ger Schétzer ist. Es geniigt zu zeigen, dass X (n) = MaXj=1,.n X; vollstdndig ist. Es ist zu
zeigen, dass fiir alle messbaren g : R — R aus Egg(X(;,)) = 0 folgt g(X(,,)) = 0 fast sicher.

n—1

Die Dichte von X, ist nach Beispiel 3.5.2 gegeben durch fx (z) = "G Tp,9 (7).

0= dIE / z)f ddl/e "lg(x)d
a0 09(X 7 X(n> x 2007 J, nx” g(x)dr
1 0 n—1 1 n—1 n n
:—nw/o g(z)nx da:—l—e—nnﬁ 9(0):—5E99(X(n))+59(9)
=0
=29(6)=0, 9>0=g)=0, =>0.

Daher gilt g(X(,)) = 0 fast sicher.
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3.5.5 Bester erwartungstreuer Schatzer

Aus Definition 3.3.7 folgt: Sei (Xi,...,X,) eine Zufallsstrichprobe, X; ~ Fp, 6 € © C R
(m = 1), X; unabhéngig identisch verteilte Zufallsvariablen. Dann heifit (X1, ..., X,) bester
erwartungstreuer Schétzer, falls

Egf*(X1,...,X,) <oo  Egf(Xy,...,X,) =0, 6ecO.

und 4 die minimale Varianz unter allen erwartungstreuen Schétzern besitzt.

Lemma 3.5.3 (Eindeutigkeit der besten erwartungstreuen Schitzer):
Falls 0 ein bester erwartungstreuer Schétzer fiir 8 ist, dann ist er eindeutig bestimmt.

Beweis Sei § = A(X1,...,X,) ein bester erwartungstreuer Schétzer fir § und 6 ein weiterer
bester erwartungstreuer Schatzer fiir . Zeigen wir, dass 6=4.

Ez adverso: Nehmen wir an, dass 6 # 6 ist und betrachten 8* = 1/2(8 +6). Offensichtlich ist
0* erwartungstreu. Untersuchen wir

Vargtd* = iVarg(HA + 9~) = %Vargé + iVargé + %Cove(é, 9~) )

Da é,é beste erwartungstreue Schéitzer sind und mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz

]Cove(é, é)] </ Vargf - Vargd = Vargf gilt, folgt

~ 1 A A
Vargf™ < —Vargf + §Var9c9 = Varg0 .

N =

Da 0 der beste erwartungstreue Schitzer ist folgt Vargd* = Vargf und somit o(f, 9) =1=14
und 6 sind linear abhanglg, d.h. es existieren Konstanten a und b, fiir die gilt 0 = afl +b.
Es folgt a = 1 aus Vargd = a?Varf = Varg und b = 0, weil  und 0 erwartungstreu sind:
0 = Egf = Egf + b = 0 + b. Das bedeutet, dass 6 = 6. O

Lemma 3.5.4
Ein erwartungstreuer Schéitzer 0, dessen zweites Moment endlich ist, ist genau dann der beste

erwartungstreue Schétzer fiir 6, wenn Cove(é, v) =0, 6 € O fir eine beliebige Stichproben-
funktion ¢ : R™ — R mit der Eigenschaft Egp(X1,...,X,) =0, V0e€ 6.

Beweis Wir beweisen den Satz fiir beide Richtungen getrennt:

.= Sei 0 der beste erwartungstreue Schétzer fir 6, (Xi,...,X,) eine Stichprobenfunktion
mit Egp(X1,...,X,) =0, V0 € 0O. So ist zu zeigen, dass Covyg(, p) = Ey(Op) =0,0 €
O gilt.

Definieren wir § = 6 + ap, a € R. Berechnen wir
Vargf = Varg + a*Vargp + 2aCove(§, ©)

fir a € R. Sei g(a) = aQVargap + 2aCovy(ep, 0). Falls Covy(ep,0) # 0, dann existiert ein
a € R mit g(a) < 0. Da @ ein erwartungstreuer Schitzer fiir 6 ist (Egf = Egf + aFgp =
0+ 0 = 0) folgt Vargd > Vargf fiir alle @ € R. Dies ist jedoch ein Widerspruch mit
g(a) < 0 fiir ein a € R. Damit folgt Covg(p,0) =0, 6 € O.
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A

=" Sei 0 erwartunsgtreu, Egf? < 0o, 6 € O, Covg(p,0) =0, 6 € 0O, falls Egp =0, 0€
O. Sei 0 ein anderer erwartungstreuer Schéatzer fiir 8. Zeigen wir, dass Vargf > Vargf. Es

gilt
0=0+(0—-0), Egp=Egd —FEpd=60—-0=0, VOcO.
Somit
Vargf = Vargf + Vargp +2 Covyg(6, ) > Varyl,
>0 =0

woraus folgt, dass 6 der beste Erwartungstreuer Schétzer fiir 0 ist.

Satz 3.5.4 (Lehmann-Scheffé):
Sei 6 ein erwartungstreuer vollstindiger und suffizienter Schétzer fiir 8, Egf? < oo, V6 € O.
Dann ist 6 der beste erwartungstreue Schétzer fir 6.

Beweis Nach Lemma 3.5.4 ist zu zeigen, dass Covy(0, ) = Eg(fp) =0, 6 € O, falls Egp =
0, 0€06.Esist

0 U(é)—_nlessbar ~ ?

Eo(Ap) = Eo(E(dp|d)) Eg(f - Eg(¢l0)) = Eg(8- g(0)) =0,

falls g(f) = 0 fast sicher. Da 0 suffizient ist, ist g(¢) = Eg(p | = t) unabhiingig von 6. Betrachten

A A

wir Egg(#). Wir wollen zeigen, dass Egg(#) =0, 6 € ©. Daraus und aus der Vollstindigkeit
von # wird folgen, dass g(6) = 0 fast sicher fiir alle 6 € ©.

Eog(0) = Eg(Eg(¢|0)) = Egp =0

nach Voraussetzung. Somit folgt Eg(¢f) = 0 und @ ist unkorreliert mit ¢ : Egp =0, 6 € O,
womit folgt, dass nach Lemma 3.5.4 6 der beste erwartungstreue Schétzer ist. O

Satz 3.5.5 }
Sei  ein erwartungstreuer Schitzer fiir 6, Egh? < co, 6 € O. Sei 6 ein vollstandiger und suf-

fizienter Schiitzer fiir 6. Dann ist der Schiitzer 0* = E(0 | ) der beste erwartungstreue Schiitzer
fiir 6.

Beweis 1. Zeigen wir, dass Egf*2 < 0o V6 € ©. Es gilt
B (6°*) =B (E (9] é))2 <Ey (E(02]0)) = Egb? < o0,

da mit der Ungleichung von Jensen fiir bedingte Erwartung gilt

-

.S.

FEX|B)) < E(f(X)|B)
fir jede Zufallsvariable X, o-Algebra B und konvexe Funktion f.

2. Zeigen wir, dass 6* erwartungstreu ist: Egf* = Eg(E(A]0)) = E¢f = 0, 6 € O, weil 0
erwartungstreu ist.
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3. Nach Lemma 3.5.4 geniigt es zu zeigen, dass Ey(6*p) = 0 fir 6 € O, falls Egpp = 0,
0 € O.

falls g1(0) =2 0,0 € ©. Zeigen wir, dass Egg1(f) = 0. Es gilt Egg1 () = Eg(E(¢|8)) =

Egp = 0 nach Voraussetzung. Daraus und aus der Vollsténdigkeit von 6 folgt genauso wie

im Beweis des Satzes 3.5.4, dass g1(0) = 0 fast sicher.
O

Lemma 3.5.5 (Ungleichung von Blackwell-Rao):

Sei 6 ein erwartungstreuer Schétzer fir 6, Eyf? < oo .0 € ©. Sei 0 ein suffizienter Schitzer fiir
0. Dann besitzt der erwartungstreue Schétzer 6* := E(f | 0) eine Varianz, die kleiner oder gleich
als Vargé ist.

Beweis Siehe Beweis des Satzes 3.5.5. Dabei folgt die Erwartungstreue von 8* aus Beweispunkt
2) des Satzes 3.5.5 und Vargf* = Eg0*2? — 0% < EgH% — % = Varpf aus Beweispunkt 1) des Satzes
3.5.5. 0

Bemerkung 3.5.6
Die Suffizienz 8 kommt im Beweis des Lemmas 3.5.5 explizit nicht vor. Dennoch ist sie notwen-
dig, damit der Schétzer 8* = E(6|6) = g(#) nicht von § abhéngt.

Folgerung 3.5.2
Falls € ein vollsténdiger und suffizienter Schétzer fiir 6 ist und falls eine Funktion g : R — R

A A

existiert, dass Egg(f) =6 V60 € O, dann ist g(f) der beste erwartungstreue Schétzer fiir 6.

Beweis ¢(0) = E(g(0) | §), welcher nach Satz 3.5.5 der beste erwartungstreue Schitzer ist. [



4 Konfidenzintervalle

4.1 Einfithrung

Konfidenz- oder Vertrauensintervalle wurden bereits in Kapitel 3 exemplarisch behandelt (vgl.
Folgerung 3.3.2 und Bemerkung 3.3.4). In diesem Kapitel werden wir eine formale Definiti-
on eines Konfidenzintervalles angeben, um Vertrauensintervalle in gréflerer Tiefe studieren zu
konnen. Dabei werden sowohl Fin- als auch Zweistichprobenprobleme behandelt.

Rufen wir uns die Annahmen eines parametrischen Modells in Erinnerung: es sei eine Stich-
probe (Xi,...,X,) von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen mit X; ~ Fp ge-
geben, wobei Fy eine Verteilungsfunktion aus einer parametrischen Familie von Verteilungen
{Fy:0 € 0O}, ©CR ist.

Die Punktschétzer von 6 liefern jeweils einen Wert flir den Parametervektor. Es wére al-
lerdings auch vorteilhaft, die Genauigkeit solcher Schatzansdtze zu nennen, das heifit, einen
Bereich anzugeben, in dem 6 mit hoher Wahrscheinlichkeit 1 — « liegt. Dabei heifit o Irrtums-
wahrscheinlichkeit; iibliche Werte fir « sind o = 0,01;0, 05; 0, 1. Die Wahrscheinlichkeit 1 —
daB @ fiir m = 1 im vorgegebenen Konfidenzintervall liegt, heiBt dann Uberdeckungswahrschein-
lichkeit oder Konfidenzniveau und soll dann entsprechend hoch ausfallen, z.B. 0,99;0,95;0, 9.

Definition 4.1.1
Es sei 1 — a ein Konfidenzniveau und 6 : R* - R = RU{+oc}, § : R” — R zwei Stichproben-
funktionen mit der Eigenschaft

0(z1,...20) < 0(z1,..., 1) V(x1,...7,) €R™
Falls
1. P (ae [Q(Xl,...,Xn),?(Xl,...Xn)D >1—a, #cO
2. jnf Py (ee [Q(Xl,...,Xn),@(Xl,...,Xn)D —1-a
3. lim P (ee {Q(Xl,...,Xn),9(X1,...,Xn)D:1—a, 0co

dann heifit [ = {Q(Xl, oo Xn),0(Xq, .. Xn)} ein
1. Konfidenzintervall
2. minimales Konfidenzintervall

3. asymptotisches Konfidenzintervall

zum Konfidenzniveau 1—a. Dabei heifit lo( X1, ... X,,) = 0(Xq,... X,)—0(X1, ... X,,) die Linge
des Konfidenzintervalls. Es ist erwiinscht, moglichst kleine Konfidenzintervalle (mit minimaler
Lénge) bei groBem Konfidenzniveau fiir 6 zu konstruieren.

106
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Wie bereits bei den Beispielen von Kapitel 3 ersichtlich ist, folgt die Konstruktion eines
Konfidenzintervalls einem bestimmten Muster, das wir jetzt genauer studieren werden:

1. Finde eine Statistik 7'(X7,. .., X,,0), die
e vom Parameter 6 abhangt und
e cine bekannte (Priif-) Verteilung F' besitzt (moglicherweise asymptotisch fiir n —

00).

2. Bestimme die Quantile F~1(a;) und F~1(1 — ay) von der Verteilung F fiir Niveaus o
und 1 — aw, sodal aq + as = a.

3. Lése (falls moglich) die Ungleichung F~1(a1) < T(Xq,...,X,,0) < F71(1 — ag) bzgl. 6
auf. Das entsprechende Ergebnis I = [T~Y(F~(aq)), T-H(F (1 — a2))] (im Falle einer
monoton in # steigenden Statistik 7T") ist ein Konfidenzintervall fiir § zum Niveau 1 — a,
denn es gilt

Py (0 € 1) =Pp (T, (FHar) <O < THF (1 - a)))
Py (F_l(al) < Ty(X1,...,Xn,0) < F71(1— ag))
= F(F (1 - a2)) = F(F ()

:1—a2—a1
=1—afur alle 8 € ©.

Fiir asymptotische Konfidenzintervalle soll iiberall noch nh—>120 geschrieben werden:
liﬁm Py(d € I) = ... = 1 — . Hierbei ist T, ' die Inverse von T(X7,..., X,,0) beziiglich 6.
n—oo
Grafisch kann dies auf Abb. 4.1 veranschaulicht werden.

Definition 4.1.2

1. Falls a; = ay = /2, dann heiit das Konfidenzintervall I = [T~ (F~1($)), T Y(F~*(1 - 2))]
symmetrisch.

2. Falls a1 =0 (bzw. (X1,...,X,,) = —00), dann heifit das Konfidenzintervall
(—oo, 0(X,... ,Xn)} einseitig. Das selbe gilt fiir ag = 0 (bzw. 0(X1,...,X,) = +00)
und das Vertrauensintervall [0(X1, ..., Xy), +00).

In der Zukunft werden wir oft, ohne Beschrinkung der Allgemeinheit, symmetrische Konfi-
denzintervalle konstruieren, obwohl man auch ein allgemeineres, nicht-symmetrisches Intervall
leicht angeben kann.

Bemerkung 4.1.1

Man sieht leicht, daf§ der Algorithmus zur Konstruktion eines Vertrauensbereiches sich sehr dem
eines statistischen Tests &hnelt. Im letzten Fall heifit (X1, ..., X,,) Teststatistik. Im Allgemei-
nen kann man fir jedes Konfidenzintervall einen entsprechenden statistischen Test angeben,
aber nicht umgekehrt. In der Vorlesung Stochastik III werden wir einige Beispiele dieser Uber-
tragung ,,Konfidenzintervall — Test“ sehen.
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.

Fﬁl((ll) F71(1 —a2)

Abb. 4.1: asymptotisches Konfidenzintervall

4.2 Ein-Stichproben-Probleme

In diesem Abschnitt werden wir einige Beispiele von Vertrauensbereichen fiir Parameter einiger
bekannter Verteilungen nach dem oben genannten Schema konstruieren. Dabei werden wir
immer mit einer Stichprobe (X7i,..., X, ) wie in Abschnitt 4.1 arbeiten.

4.2.1 Normalverteilung

Es seien X71,..., X, unabhingig, identisch verteilt, mit X; ~ N(u,o?).

Konfidenzintervalle fiir den Erwartungswert u

e bei bekannter Varianz 0> Wenn wir annehmen, dafl 02 bekannt ist, so ermédglicht uns
der Satz 3.3.1, 4., ein exaktes Konfidenzintervall fiir p zum Niveau 1 — a zu berechnen.
Denn es gilt X,, ~ N (u1,02%/n) und somit

X, —
T(X1, Xa, ) = V=" PO N(@,1)

Es seien z,, und z1_,, Quantile der N(0,1)-Verteilung, a; + a2 = o und 1 — « das
vorgegebene Konfidenzniveau.

Dann gilt

l-—a= P(Zoq < T(Xlu 7XnaM) < Zl—ocz)

X, —
=P (Zal < \/ﬁ i < Zlag)

g

(_Zal :_Zl—al)

= ]P’(Xn—

Zl_OQO'

— Z1—ay0
<pu<X,+ 1\/‘%1 ) .
Somit ist [Q(Xl, LX), 0(X, .,Xn)} mit (X1, ..., Xp) = Xp — 210, % und
0(X1,..., Xpn) = Xn+ 210, ﬁ ein exaktes Konfidenzintervall fiir p zum Niveau 1 — a.
Es hat die Lange [,(X1,...,X,) = ﬁ (Z1—ap + 21—ay)- Bs gilt 1,(X1,...,X,) — 0 fur
n — oo was bedeutet, daf§ bei wachsendem Informationsumfang (n — oco) die Prézision
der Schitzung immer besser wird.

Im Symmetriefall (a; = ag = a/2) gilt 0( X7, ..., X,) = Xn—zl_a/gﬁ, 0(X1,...,X,) =
Yn + 21,04/2% und lu(le PN 7XTL) = 27\/%217&/2.
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Daraus folgt, dafl man bei vorgegebener Linge € > 0 die Anzahl der Beobachtungen n
bestimmen kann, die dann notwendig sind, um die vorgegebene Prézision zu erreichen:

20 2021_a)2\?
%zl_a/g S E<—nN 2 <gja/) (421)
Fir oy = 0 bzw. ap = 0 kann man einseitige Intervalle (—oo, Yn+z1faﬁ] und

[Yn - Z1—aﬁ7 +oo) genauso angeben.

e bei unbekannter Varianz o?: siche Bemerkung 3.3.4.

Dort wurde das Konfidenzintervall |X,, — t”*l’%sn, X, + M%Sn} fiir p zum

Konfidenzniveau 1 — a konstruiert, wobei t,,_; 1_,/2 das (1 — §)-Quantil der t,_;- Ver-
teilung ist.

Wie man sieht, ist sie Lange des Konfidenzintervalls zuféllig: [,,(X7,... X,) = %tn,m,a/%
somit macht es Sinn, mit erwarteter Lange

2
Elu(Xl, e Xn) == %E Sntn_Ll_a/Q

zu arbeiten, um zum Beispiel die Frage nach der notwendigen Anzahl n von Beobachtun-
gen bei vorgegebener Genauigkeit ¢ > 0 (vergleiche Gleichung (4.2.1)) zu beantworten.

Konfidenzintervalle fiir die Varianz o2

e bei bekanntem Erwartungswert p:

~ n Q2
Betrachten wir den Schiitzer S2 = % 21 (X; — p)? fiir 2. Aus Satz 3.3.5, 2. folgt nO_SQ” ~ 2.
1=
a2
Wir setzen T(X1,..., X,,0%) = @ und bekommen
ag
nS,’ nS? n
P2, <—2 §X21— P n_<g?< L)l=1-«
( n,o2 0—2 n, aq X%71_a1 Xn7a2
Somit ist [ QHS’QL , XZS’% } ein Konfidenzintervall fiir o zum Niveau 1 — o, a0 = o + o
n,l—aj n,a
mit der mittleren Linge El 2 = no? <212 - x211>
n,a n,l—aq

e bei unbekanntem Erwartungswert u:

Ahnlich wie oben beschrieben folgt das Konfidenzintervall { (2”‘”53 , (nz—l)s,%] zum Ni-

n—1,1—aq Xn—l,a2
| (n=1)S3
2
[en

veau 1 —a, @ = a1 + a9 aus Satz 3.3.5, 1., wei ~ x2_, fiir die Stichprobenvarianz

n —_\2
S2 = L > (X@- — Xn) . Die erwartete Linge ist El,2 = (n—1)0? < o — )

anl,ag anl,lfocl
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4.2.2 Konfidenzintervalle aus stochastischen Ungleichungen

Eine alternative Methode zur Gewinnung von Konfidenzintervallen besteht in der Anwendung
stochastischer Ungleichungen. So kann man zum Beispiel bei einer Stichprobe (X71,...,X,) von
unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen mit E X; = pu, Var X; = 02 € (0, c0) die
Ungleichung von Tschebyschew benutzen, um ein einfaches, aber grobes Konfidenzintervall fiir
 zu konstruieren:

P(\Yn—,u]>€)gvaryn—a—2:a

2
= fﬁrangilt:l—ag]P’(]Yn—,u\gg)
o

Jna

g2 ne

g — o
—P(-——2_<_X <7
( no n+M_\/na>
— o J— g
=P(X, - —<u<X — .
(” N ”*m)

Das Konfidenzintervall {Yn — \/%, X, + \/%] fiir ;1 bei bekannter Varianz o? ist verteilungs-
unabhéngig, da keinerlei Annahmen iiber die Verteilung von X; gemacht wurden.

Préazisere Konfidenzintervalle kénnen bei der Verwendung folgender Ungleichung von Hoeff-
ding konstruiert werden:

Satz 4.2.1 (Ungleichung von Hoeffding):
Es seien Yi,...,Y, unabhéingige Zufallsvariablen mit EY; = 0,a; < Y; < b; fast sicher, ¢ =
1,...,n. Fir alle ¢ > 0 gilt

n 252
P> Vize|<exp| -5

1=1 (bz - ai)Q

’
it

(ohne Beweis).

Nehmen wir z.B. an, dafl X1, ..., X,, unabhéingige, identisch verteilte Zufallsvariablen sind,
X ~ Bernoulli(p), p € (0,1). Wir wollen ein Konfidenzintervall fir p bestimmen.

Folgerung 4.2.1
Es seien Xi,..., X, unabhingige Bernoulli(p)-verteilte Zufallsvariablen. Dann gilt

P (\Yn —p| > 5) <2727 2> .

Beweis Es gilt

_ 1
n-zlﬁf—/
Y;
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das heiit a; = —p, b;=1—p, bj—a; =1,i=1,...,n, EY; = p— p = 0. Dann gilt:

P, (X0 —pl >¢) <P,

wobei man den Satz 4.2.1 sowohl fiir die Folge {Y;} als auch {—Y;} anwendet. Damit ist die
Behauptung bewiesen. O

Bemerkung 4.2.1
Die Form der Ungleichung von Hoeffding &hnelt sehr der von Dvoretzky-Kiefer-Wolfowitz, Satz
3.3.10.

Nun fixieren wir o > 0 und wiahlen ¢, = 1/% log % Durch Anwendung von Folgerung 4.2.1

mit diesem ¢, erhalten wir P, (]Yn —p| > 5n) < «, somit P, (|Yn —p| < 5n> > 11—« und

darum ist [Yn — ,/% log %7 X, + \/% log %} ein Konfidenzintervall fiir p zum Niveau 1 — a.

4.2.3 Asymptotische Konfidenzintervalle

Die Philosophie der Konstruktion von asymptotischen Konfidenzintervallen ist relativ einfach:
Wir erldutern sie am Beispiel eines asymptotisch normalverteilten Schétzers 0 fiir einen Para-
meter 6.

Sei (X1, ...,X,) eine Stichprobe von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen,
X; ~Fp,0 €© CR.Seif, = é(Xl, ..., X,,) ein Schétzer fiir 6, der asymptotisch normalverteilt
ist. Dann gilt fiir erwartungstreue O

0, — 0
¥ ~ N(0,1),

A

On

wobei &, ein konsistenter Schétzer der asymptotischen Varianz von 6, ist.

. O — 0
nh—>H<}oP0 <Za/2 < 5 < Zla/2>

n

= nhﬁrrolo Py (9 € [én = 21-a/20n, 0, + zl_a/gc}nD =1-oq.

Somit ist |6, — Z1—a/20n, 0, + Z1—a /26',1} ein asymptotisches Konfidenzintervall fiir § zum
Niveau 1 — a.
Diese Vorgehensweise werden wir jetzt anhand von zwei Beispielen klar machen:

¢ Bernoulli-Verteilung:

Seien X; ~ Bernoulli(p)-verteilt, i = 1,...,n. Dann gilt 6 = p, O = Pn = Xn. E, pn =
Pn(l = pp) = X2(1 — X,,) als Plug-In-Schéitzer

n

p, Var, p, = 2B Wir wiihlen 62 = 1
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fiir 02. Dann gilt nach dem zentralen Grenzwertsatz (Satz 7.2.1, WR) und dem Satz von
Slutzky (Satz 6.4.2, 3. WR):

X, —

das heifit p € {Xn = 21-a/2\ @, X, + Z1_a/2\ X"(lnx’l)} stellt ein asymptoti-

sches Konfidenzintervall fiir p zum Niveau 1—« dar. Da aber p € [0, 1] sein soll, betrachtet
man

vn

und
Tj(le s 7XTL) = min {17 Yn + Rl—a/2

Bemerkung 4.2.2
Fin anderes asymptotisches Konfidenzintervall fiir den Parameter p der Bernoulli-Verteilung
bekommt man, wenn man die Aussage des zentralen Grenzwertsatzes

7~}I—>H§o P, (—zla/Q < \/ﬁ% < Zla/2> =1 — a nimmt und die quadratische Unglei-
chung dann beziiglich p auflost.
Ubungsaufgabe 4.2.1

Lésen Sie die Ungleichung auf!

e Poissonverteilung:

Es seien X; ~ Poisson(\), i = 1,...,n, dann gilt § = X\, 6, = A = X,,. Da Ey X; =
Var) X; = A, kann man den zentralen Grenzwertsatz (Satz 7.2.1, WR) anwenden

X, — A
L Y ~ N(0,1),
\f)\ n—00

Da X, stark konsistent fiir \ ist, gilt nach dem Satz von Slutsky (Satz 6.4.2, 4, WR)

vn

X, — A
n 2 4y o N(0,1).

\/i n—00

Daraus folgt ein asymptotisches Konfidenzintervall

- I X, I X,
[Xn ~ Al-af2\ Xn+21-a/2 W

fiir den Parameter A zum Konfidenzniveau 1 — «.

vn
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Bemerkung 4.2.3 1. Ahnlich wie in Bemerkung 4.2.2 angegeben, kann man durch
Auflésen der quadratischen Ungleichung in

' Xn—A
lim Py (\/ﬁ \/X € [_Zl—a/2> Zl—a/2]> =l-a

n—oo

bezuglich \ ein alternatives asymptotisches Konfidenzintervall fiir A angeben.

Ubungsaufgabe 4.2.2
Bitte fiithren Sie diese Berechnungen durch.

2. Da A > 0 ist, kann man die untere Schranke diesbeziiglich korrigieren:

— X,
)\(Xl,...,Xn):maX{O, Xn_zl—a/2 n}

4.3 Zwei-Stichproben-Probleme

In diesem Abschnitt werden Charakteristiken bzw. Parameter von zwei unterschiedlichen Stich-
proben miteinander verglichen, indem man Konfidenzintervalle fiir einfache Funktionen dieser
Parameter konstruiert.

Betrachten wir zwei Zufallsstichproben Y7 = (Xi1,...,X1pn,), Yo = (Xo1,...,X2,,) von
Zufallsvariablen Xji,...X,,, @ = 1,2, die innerhalb der Stichprobe Y; jeweils unabhingig und

identisch verteilt sind, Xj; 4 X;,j=1,...n; ¢ = 1,2 und die Prototyp-Zufallsvariable X; ~
Fy,, 0; € © C R™. Es wird im Allgemeinen nicht gefordert, dal Y7 und Y, unabhéngig sind. Falls
sie voneinander abhéngen, spricht man von verbundenen Stichproben Y7 und Ys. Betrachten wir
eine Funktion g : R?*™ — R von den Parametervektoren ¢; und 3. In diesem Skript werden
dabei meistens die Félle m = 1,2, g(61,02) = 61; — 025, g(61,02) = %j untersucht, wobei
0; = (0in,...,0im), i =1,2.

Unsere Zielstellung wird sein, ein (moglicherweise asymptotisches) Konfidenzintervall fiir
g(01,62) mit Hilfe der Stichprobe (Y1, Y2) zu gewinnen.

Dabei wird die selbe Philosophie wie in Abschnitt 4.1 beschrieben verfolgt. Es wird eine
Statistik T'(Y1, Y2, g(01,62)) gesucht, die eine (moglicherweise asymptotische) Priifverteilung F
besitzt und von g(61, 62) explizit abhéngt.

Durch das Auflosen der Ungleichung F(;ll < T(Y1,Y2,9(01,67)) < Fl_faQ bzgl. g(61,02) be-
kommt man dann ein (moglicherweise asymptotisches) Konfidenzintervall zum Niveau 1 —
a, o=qo1+ as.

4.3.1 Normalverteilte Stichproben

Hier wird angenommen, da X; ~ N(u;,02), i =1,2.

Konfidenzintervall fiir die Differenz ;11 — y2 bei bekannten Varianzen o? und o35 und
unabhangigen Stichproben

Seien Y7 und Ys voneinander unabhiingig und 07,03 bekannt. Wir betrachten die Parame-

_ n;
terfunktion g(p1, pe) = p1 — po. Es seien Xy, = ni > Xij, i = 1,2 die Stichprobenmit-
i j=1
2

tel der Stichproben Y; und Ys. Es gilt Xin, ~ N(ui, %), i = 1,2. Nach Satz 3.3.3, 4)
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sind X1, und Xs,, unabhingig. Dann ist wegen der Faltungsstabilitit der Normalvertei-
J— J— 2 2
lung X1, — Xop, ~ N (Ml — U2, % + %) Nach dem Normieren erhilt man die Statistik

T(Y1,Ya, p1 — po) = % ~ N(0,1). Daraus bekommt man das Konfidenzintervall

nyp o n2

v ¥ of % % ¥ of | 95
Xl’n1 5 5 —_

flir gy — po zum Niveau 1 — .

bei unbekannten Erwartungswerten p; und po

mqw‘wqw

Konfidenzintervall fiir den Quotienten
und unabhangigen Stichproben

Seien Y7 und Ys voneinander unabhéngig. Sei g(o1,02) = Wir konstruieren die Statistik

wqm‘wqw

n; J— 2
T (Yl,Yg, ) folgendermafen: Seien Sfm = n'_l_l Z (Xij - X W) , 1 = 1,2 die Stichprobenva-

1 52
rianzen der Stichproben Y; und Ys. Dann gilt (J# ~ Xn _1,  =1,2 nach Satz 3.3.5.

Da die ani voneinander unabhéngig sind, gilt

no—1 SQn
2 w SQ 2
T(Vv,Y, g1 _ _(n2=Voy _ O, i F, 1 1
) y " 9 - D] 2 n9 ni
03 % Stn, 03

(n1—1)o%

nach der Definition der F' - Verteilung. Daraus ergibt sich das Konfidenzintervall

2 2
Sln1 F Slnl F
S no—1,n1—1,a1> S no—1,n1—1,1—as
2n9 2n9
. 0'2 .
fur ~% zum Niveau 1 — «.
2

Konfidenzintervall fiir die Differenz p; — po der Erwartungswerte bei verbundenen
Stichproben

Dieses Mal seien Y; und Ys verbunden, X; — Xy ~ N (u1 — u2, 02) fiir ein unbekanntes o2 > 0,
ny = ng = n. Da X;;,j = 1,...,n unabhéngig und identisch verteilt sind, gilt Z; = X1; — Xg; ~
N(uy — p2,0%),j=1,...,n

Unser Ziel ist es, ein Konfidenzintervall fiir 17 — p2 zu bekommen. Wenn wir die Stichprobe
(Z1,...,%Zy) betrachten, und Ergebnisse des Abschnittes 4.2.1, 2. anwenden, so erhalten wir
sofort folgendes Konfidenzintervall:
Sn = Shn ]

[Zn tp11-2—= Zn+lp_11-2
n 2

— n n —
fir 11 — p2 zum Niveau 1 — §, wobei Z, = % Z Zj = % Z(le — Xoj) = Xin — Xop,

= niljijl (Zj - 7“)2 - niljzzjl <X1] Xoj = X1n +72”)2
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4.3.2 Poissonverteilte Stichproben

Wir nehmen jetzt an, daf§ die Stichproben Y7 und Y5 unabhéngig sind, und X; ~ Poisson()\;), i =
1, 2. Konstruieren wir asymptotische Konfidenzintervalle fiir g(A1, A2) = A1 — A und g(A1, \2) =

naA2 _ A2 _ni o :
Taine T g P T o = const, wobei ny,ny — oco.

Asymptotisches Konfidenzintervall fiir A\ — )\

Um zu einer Statistik 7'(Y1, Y2, A1 —A2) zu kommen, die asymptotisch (fiir ny,ng — oo) N(0, 1)-
verteilt ist, verwenden wir den zentralen Grenzwertsatz von Ljapunow (vergleiche Satz 7.2.6,
WR).

Lemma 4.3.1
Fiir ny,mg — oo mit 0 < ¢ < ny/ng < ¢y < 0o gilt

Xin, — Xon, — A1+ A2 d

—— — Y ~ N(0,1)
Ay A2
m e
Beweis Fihren wir die Zufallsvariable
_ XM _
\/ﬁ’ k= 1, Lo,
niy/ oyt a,
1 2
Znk = Xok—ny —A

ﬁ, k:n1+1,...,n1+n2
n2 H"r@

ein, wobei n =nj +ng. Es gilt: EZ,,, =0 fiur alle k =1,...,n, und

X o= N k=1,...,n,
n% 71+72 n% 71_|_72
0 < o2, = Var Z,, = o e
nk " A k=ni+1,...,n,

)
2( A1 A2
n2(n1+n2)

somit

n

A A 1

2 1 2

Onk = <n1+n2):1.
; " n% n2 >\1 >\2

Auflerdem gilt fiir 6 > 0 und ny,ne — oo:

n E (| X11 — M [>T E (| Xa1 — Ao|)*T°
lim ZE<‘anD2+5 — lim (| 11 1’ ) (’ 21 2|) =0
n—00 “— ny,n2—00 146 (A Ao (2490)/2 146 (M Ao (246)/2
= e (3 +22) nyt? (G o+ 22)
Somit ist die Ljapunow-Bedingung erfiillt und nach Satz 7.2.6 (WR) gilt
- d
> Zuy = Y ~N(0,1).
k=1 ni1—0o0
ng—0o0
" —
Es gilt aber auch Y Z,;, = X1"17X2"27)‘1+)‘2, somit ist das Lemma bewiesen. O

A A
n=1 ESEES )
1 +"2
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Da Xn, f—s> Ai, © = 1,2 nach dem starken Gesetz der groflen Zahlen, gilt mit Hilfe des Satzes
von Slutsky

Y173— Xon, —:\1 tAh d,
INOES

T(Y1, Yo, Ay — Ao) = Y ~ N(0,1)

Daraus 148t sich sofort das asymptotische Konfidenzintervall fiir Ay — A2 zum Niveau 1 — «
ableiten:

_ _ X Xon, — - I X X
[le — Xon, — Z1-a/2 nllm + TZLQ, Xiny — Xong + 21-0a/2 nllm + ;;2]

naAo
niA1+n2A2

Asymptotisches Konfidenzintervall fiir

Ao Def.

n2de =" p. Es wird ein asymptotisches

Es sei ny/ng = p = const und g(A1, A2) = e = i
Konfidenzintervall fiir p gesucht. Wir fithren die Statistik

52712 - p(sln1 + 52712)

T(Yl, Yo, p) = \/ﬁ(l fﬁ)(slnl + San))

n;
ein, wobei S, = > Xjj, 4= 1,2 und
i=1

SQ?’LQ _ n2X2n2 f.s.
Siny +S2ny 1 X1, + neXop, nn2—0

ﬁ:

ein konsistenter Schéatzer fiir p (wegen des starken Gesetzes der grofien Zahlen) ist. Falls wir zei-
gen konnen, dafl T'(Y1, Ya, p) 4 Yy ~N (0,1), so wird daraus folgendes Konfidenzintervall

n1,N2—00
ableitbar: Aus

SQn2
. Simy +52my P
lim P (_Zla/z < DAmTome (Sin, + S2n2)3/2 < zla/2> =1—-a«

ni—00 vV Slm . SQHQ

ng—0o0

folgt, daf3
[0(¥1, Y), (¥, Vo)
mit
SQn Sln : SQn
O(A\1, \o) = 2 Zl—a : :
( ! 2) Sln1 + SQnQ 1-e/2 (Slnl + San)S
Sgn Sln . S2n
() ’>\ __ Mana + 2 _0so - _—am men2
) = e o T2\ (B + S

ein asymptotisches Konfidenzintervall fiir p zum Niveau 1 — « ist.
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Da 0 < p < 1 sein soll, konnen die Schranken des Intervalls diesbeziiglich korrigiert werden:
0" (Y1,Y2) = max{0, 6(Y1,Y2)},
0" (Y1,Ys) = min{1, 6(Y7,Ys)}.

Nun soll die asymptotische Normalverteiltheit von T'(Y1, Y, p) gezeigt werden. Sie folgt aus
dem Satz von Slutsky und folgendem Lemma:

Lemma 4.3.2
Es gilt:

SQnQ - (Slnl + San) d
—
\/p 1-— Slnl + SQn ) n1—00

Beweis Um die Aussage des Lemmas zu zeigen, verwenden wir einen zentralen Grenzwertsatz
fir Summen von Zufallsvariablen in zufélliger Anzahl (vgl. Satz 7.2.2 (WR)). Fihren wir die

Folge N,, = Sin, + San, von nichtnegativen Zufallsvariablen ein. Die Summe ist monoton
wachsend. Gleichzeitig setzen wir a,, = ni1A1 + naAa. Offensichtlich gilt
& _ Sln1 SQng
(py,  MIAL +N2A2 N1+ N2A2
_ y1n1 Y2112
A+ pA+ X
h} )\1 )\2
ni,n2—00 \1 + p_l)\g PAL + Ao
PA1 A2

B PAL + A2 +P/\1+)\2
AuBlerdem gilt:
P (SQng =k, Slnl + San = m)
P (Slnl + 52n2 = m)
P (52n2 = k, Slnl =m — k‘)
P (Slnl + S2n72 = m)
k

e~ 22 (Aan2)* e~ AL (niA1)™~
7l G0

e—n1AL—npAg (M1ALFN2A2)™
m!
~ i ) Govee)
= (m—k)'k' nlAl —|—n2)\2 nlAl +n2)\2

= (Z)pk(l —p)F

was bedeutet, dal So,, | {N, = m} ~ Bin(m, p). Dann gilt Sy P | {N,, = m} 2 Smomp

V/mp(1-p) mp(1—p)’
wobei S, = in: Z; eine Summe von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen Z; ~
Bernoulli(p) 1?51 Nach Satz 7.2.2 (WR) gilt dann

SN, = Nnp 4

n

an(l - p)

P (Sop, = k | N, = m) =

SZHQ - np i> Y

N(0,1) <~ N T p)

N(0,1).



5 Tests statistischer Hypothesen

In der Vorlesung Stochastik I haben wir schon Beispiele von statistischen Tests kennengelernt,
wie etwa den Kolmogorow-Smirnow-Test (vergleiche Bemerkung 3.3.38, 3), Skript Stochastik
I). Jetzt sollen statistische Signifikanztests formal eingefithrt und ihre Eigenschaften untersucht
werden.

5.1 Allgemeine Philosophie des Testens

Es sei eine Zufallsstichprobe (X7, ..., X,,) von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvaria-
blen X; gegeben, mit Verteilungsfunktion F' € A, wobei A eine Klasse von Verteilungsfunktionen
ist. Es sei (z1, ..., x,) eine konkrete Stichprobe, die als Realisierung von (X7, ..., X)) interpre-
tiert wird. In der Theorie des statistischen Testens werden Hypothesen tiber die Beschaffenheit
der (unbekannten) Verteilungsfunktion F' gestellt und gepriift. Dabei unterscheidet man

| Statistische Tests |

’ parametrische Tests I ’ nichtparametrische Tests I

falls A = {F},0 € O},
wobei © C R™ ist.

Bei parametrischen Tests priift man, ob der Parameter 6 bestimmte Werte annimmt (zum
Beispiel § = 0). Bekannte Beispiele von nichtparametrischen Tests sind Anpassungstests, bei
denen man priift, ob die Verteilungsfunktion F' gleich einer vorgegebenen Funktion Fj ist.

Formalisieren wir zunédchst den Begriff Hypothese. Die Menge A von zuléssigen Verteilungs-
funktionen F' wird in zwei disjunkte Teilmengen Ay und A; zerlegt, Ag U A; = A. Die Aussage

sonst.

,2Man testet die Haupthypothese Hy : F' € Ag gegen die Alternative Hy : F' € Ay,

bedeutet, dafl man an Hand der konkreten Stichprobe (x1,...,z,) versucht, eine Entscheidung
zu féllen, ob die Verteilungsfunktion der Zufallsvariable X; zu Ay oder zu A; gehort. Dies
passiert auf Grund einer statistischen Entscheidungsregel

v :R" —[0,1],

die eine Statistik mit folgender Interpretation ist:
Der Stichprobenraum R"™ wird in drei disjunkte Bereiche Ky, Kg; und K7 unterteilt, sodafl
R" = Ko U Kp1 U K1, wobei

Ky =¢7({0}) ={zeR":p(x)=0},
KEi =¢'({1}) ={zeR":p(x)=1},
Kon =9 1(0,1) ={z€R":0< p(x) <1}

118
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Dementsprechend wird Hy : F' € Ag
e verworfen, falls p(z) =1, also x € K7,
e nicht verworfen, falls p(z) = 0, also x € Kj;

o falls p(z) € (0,1), also z € Ko, wird ¢(z) als Bernoulli-Wahrscheinlichkeit interpretiert,
und es wird eine Zufallsvariable Y ~ Bernoulli(¢(z)) generiert, fir die gilt:

v — 1 — H; wird verworfen
| 0 = Hy wird nicht verworfen

Falls Ko; # 0, wird eine solche Entscheidungsregel randomisiert genannt. Bei Ky = 0, also
R™ = Ky U K7 spricht man dagegen von nicht-randomisierten Tests. Dabei heifit Kg bzw. K3
Annahmebereich bzw. Ablehnungsbereich (kritischer Bereich) von Hy. Ko heifit Randomisie-
rungsbereich.

Bemerkung 5.1.1. 1. Man sagt absichtlich ,Hy wird nicht verworfen®, statt ,Hy wird ak-
zeptiert”, weil die schliefSende Statistik generell keine positiven, sondern nur negative Ent-
scheidungen treffen kann. Dies ist generell ein philosophisches Problem der Fualsifizierbar-
keit von Hypothesen oder wissenschaftlichen Theorien, von denen aber keiner behaupten
kann, daf sie der Wahrheit entsprechen (vergleiche die wissenschaftliche Erkenntnistheo-
rie von Karl Popper (1902-1994)).

2. Die randomisierten Tests sind hauptsichlich von theoretischem Interesse (vergleiche Ab-
schnitt 2.3). In der Prazis werden meistens nichtrandomisierte Regeln verwendet, bei
denen man aus der Stichprobe (x1,...,x,) allein die Entscheidung tiber Hy treffen kann.
Hier gilt p(z) =1k, = (x1,...,2,) € R".

In diesem und in folgendem Abschnitt betrachten wir ausschliellich nichtrandomisierte Tests,
um in Abschnitt 2.3 zu der allgemeinen Situation zuriickzukehren.

Definition 5.1.1
Man sagt, dafl die nicht-randomisierte Testregel ¢ : R™ — {0,1} einen (nichtrandomisierten)
statistischen Test zum Signifikanzniveau o angibt, falls fiir F' € Ay gilt

Pr (p(X1,...,Xy) =1) = P (Hy verwerfen | Hy richtig ) < o

Definition 5.1.2 1. Wenn man H, verwirft, obwohl Hy richtig ist, begeht man den soge-
nannten Fehler 1. Art. Die Wahrscheinlichkeit

an(F):PF((P($1,...,$n):1), F el
heifit die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 1. Art und soll unter dem Niveau « bleiben.

2. Den Fehler 2. Art begeht man, wenn man die falsche Hypothese Hy nicht verwirft. Dabei
ist

Bn(F):PF(QO(xl,,.%n):O), F€A1

die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 2. Art.
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Eine Zusammenfassung aller Moglichkeiten wird in folgender Tabelle festgehalten:

Hy richtig Hy falsch
Hy verwerfen Fehler 1. Art, Wahrschein- | richtige Entscheidung
lichkeit o, (F) <
Hy nicht verwer- | richtige Entscheidung Fehler 2. Art mit Wahr-
fen scheinlichkeit 3, (F)

Dabei sollen «;, und (3, moglichst klein sein, was gegenldufige Tendenzen darstellt, weil beim
Kleinwerden von o die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 2. Art notwendigerweise wéchst.

Definition 5.1.3 1. Die Funktion
Gn(F) =P (o(X1,...,Xn)=1), FeA
heifit Glitefunktion eines Tests .

2. Die Einschrankung von G,, auf Aj heifit Stdirke, Schdrfe oder Macht (englisch power) des
Tests .

Es gilt

Gn(F)=an(F)<a, Fe Ay
Gn(F) =1=pn(F), F e Ay

Beispiel 5.1.1

Parametrische Tests. Wie sieht ein parametrischer Test aus? Der Parameterraum © wird als
Oy U ©1 dargestellt, wobei ©p N O = 0. Es gilt Ag = {Fg 10 € @0}, A = {Fg 10 € @1} Pr
wird zu Py, oy, G, und 3, werden statt auf A auf © definiert.

Welche Hypothesen Hy und H; kommen oft bei parametrischen Tests vor? Zur Einfachheit
betrachten wir den Spezialfall © = R.

Hy: 0=00vs. H :0+ 6y
2. Hy: >0y vs. H : 0 <6
3. Hy: 0 <0y vs. H :0 >0y
4. Hy: 0 € [a,b] vs. Hy : 0 ¢ [a,]]

Im Fall (1) heifit der parametrische Test zweiseitig, in den Féllen (2) und (3) einseitig (rechts-
bzw. linksseitig). In Fall (4) spricht man von der Intervallhypothese H.

Bei einem zweiseitigen bzw. einseitigen Test kann die Giitefunktion wie in Abbildung 5.1 (a)
bzw. 5.1 (b) aussehen,

Bei einem allgemeinen (nicht notwendigerweise parametrischen) Modell kann man die ideale
Giitefunktion wie in Abbildung 5.2 schematisch darstellen.

e Man sieht aus Definition 5.1.2, dem Fehler 1. und 2. Art und der Ablehnungsregel, daf} die
Hypothesen Hy und Hj nicht symmetrisch behandelt werden, denn nur die Wahrschein-
lichkeit des Fehlers 1. Art wird kontrolliert. Dies ist der Grund dafiir, dafl Statistiker die
eigentlich interessierende Hypothese nicht als Hy, sondern als H; formulieren, damit, wenn
man sich fiir H; entscheidet, man mit Sicherheit sagen kann, dafl die Wahrscheinlichkeit
der Fehlentscheidung unter dem Niveau « liegt.
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Abb. 5.1: Giitefunktion

(a) eines zweiseitigen Tests (b) eines einseitigen Tests

Abb. 5.2: Schematische Darstellung der idealen Giitefunktion

|

I Gn (1‘ )
1
Ao 1A
:
|, 2

o Wie wird ein statistischer, nicht randomisierter Test praktisch konstruiert? Die Konstruk-
tion der Ablehnungsregel ¢ dhnelt sich sehr der von Konfidenzintervallen:

1. Finde eine Teststatistik 7' : R™ — R, die unter Hy eine (moglicherweise asymptotisch
fiir n — oo) bestimmte Priifverteilung hat.

2. Definiere By = [ta,,t1—as], WObei to, und t;_,, Quantile der Prifverteilung von T
sind, a1 + a2 = o € [0, 1].

3. Falls T(X1,...,X,) € R\ By = By, setze ¢(X1,...,X,) = 1. Hy wird verworfen.
Ansonsten setze ¢(X1,...,X,) =0.

e Falls die Verteilung von T nur asymptotisch bestimmt werden kann, so heifit ¢ asympto-
tischer Test.

e Sehr oft aber ist auch die asymptotische Verteilung von T nicht bekannt. Dann ver-
wendet man sogenannte Monte-Carlo Tests, in denen dann Quantile t, ndherungswei-
se aus sehr vielen Monte-Carlo-Simulationen von 7' (unter Hyp) bestimmt werden: Falls
t',i = 1,...,m die Werte von T in m unabhingigen Simulationsvorgingen sind, das

heifit ¢ = T(x%,..., 2%), a:z sind unabhingige Realisierungen von X; ~ F' € Ao, j =
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m)

,...,m dann bildet man ihre Ordnungsstatistiken ¢, ... t(™) und setzt

co,n, 1

~ tlleml) o € [0,1], wobei t©) = —occ.
Bemerkung 5.1.2. Man sieht deutlich, dafi aus einem beliebigen Konfidenzintervall
Iy = [[{(X1, ., X), (X, X))

zum Niveau 1 — « fiir einen Parameter 8 € R ein Test fiir 6 konstruierbar ist. Die Hypothese
Hy:0 =06y vs. Hy : 0 %+ 0y wird mit folgender Entscheidungsregel getestet:

P(X1,-o, Xp) =1, falls 0 ¢ [I{°(X0,..., Xp), I0(X1,.., X))
Das Signifikanzniveau des Tests ist «.

Beispiel 5.1.2
Normalverteilung, Test des Erwartungswertes bei bekannter Varianz. Es seien

X17--'7XTLNN(/'L70_2>

mit bekannter Varianz o2. Ein Konfidenzintervall fiir  ist

— Zl—a/2 0 — Z1—a/2 0O
I = (X, X)), (X, X)) = | X — “7\/% X, + ‘”7\/%
(vergleiche Stochastik I, 4.2.1) Hy wird verworfen, falls | — X ,,| > % In der Testsprache

bedeutet es, dass

o1, xn) =1((z1,...2,) € K1),

wobei

gZ1—
Kl:{(“"“’x") € R™: [po — Tn| > \1/??/2}

der Ablehnungsbereich ist. Fiir die Teststatistik 7'(Xy, ..., X,) gilt:

X, —
T(Xl,...,Xn):%wa(o,1) | unter Hy,

an(p) = a.

Berechnen wir nun die Giitefunktion (vergleiche Abbildung 5.3).

B = Fl-a/2\ B > 0Z1—a/2
Gl =By (I = Tl > 5202 ) = 1= (|, = o] < T2
Szl—a/2>

X _ _
:1—P#<|\/’7L n M+M MO\/’E
o o
1 — fo X — 1t — fo
=1-P, <—Z1—a/2— Vv < y/n=" < Z1_a/2 — \/ﬁ>

g g g
=1-9 (Zl—a/z A _O_MO \/ﬁ> + ¢ <_Zl—a/2 Sy —U,uo \/ﬁ)
= <_Zl—a/2 + B2 \/ﬁ) + @ <—Z1—a/2 - _UMO \/ﬁ> .

g
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Abb. 5.3: Giitefunktion fiir den zweiseitigen Test des Erwartungswertes einer Normalverteilung
bei bekannter Varianz

Gr(pt)
af———==

1
0 Ho H

Die ,Ja-Nein “- Entscheidung des Testens wird oft als zu grob empfunden. Deswegen ver-
sucht man, ein feineres Mafl der Vertraglichkeit der Daten mit den Hypothesen Hy und H;
zu bestimmen. Dies ist der sogenannte p-Wert, der von den meisten Statistik-Softwarepaketen
ausgegeben wird.

Definition 5.1.4
Es sei (z1,...,x,) die konkrete Stichprobe von Daten, die als Realisierung von (Xy,...,X,)
interpretiert wird und 7'(X7y,..., X, ) die Teststatistik, mit deren Hilfe die Entscheidungsregel
o konstruiert wurde. Der p-Wert des statistischen Tests ¢ ist das kleinste Signifikanzniveau,
zu dem der Wert ¢t = T'(z1,...,x,) zur Verwerfung der Hypothese Hy fiihrt.

Im Beispiel eines einseitigen Tests mit dem Ablehnungsbereich B; = (¢, 00) sagt man grob,
daf

p=,P(T(Xy,...,X,) >t| Hy)
wobei die Anfiihrungszeichen bedeuten, dafi dies keine klassische, sondern eine bedingte Wahr-

scheinlichkeit ist, die spéter prazise angegeben wird.

Bei der Verwendung des p-Wertes verdndert sich die Ablehnungsregel: die Hypothese Hy
wird zum Signifikanzniveau o abgelehnt, falls @ > p. Frither hat man die Signifikanz der
Testentscheidung (Ablehnung von Hj) an Hand folgender Tabelle festgesetzt:

p-Wert Interpretation
p < 0,001 sehr stark signifikant
0,001 <p<0,01 stark signifikant
0,01 <p<0,05 schwach signifikant
0,06 <p nicht signifikant

Da aber heute der p-Wert an sich verwendet werden kann, kann der Anwender der Tests bei
vorgegebenem p-Wert selbst entscheiden, zu welchem Niveau er seine Tests durchfithren will.

Bemerkung 5.1.3. 1. Das Signifikanzniveau darf nicht in Abhdngigkeit von p festgelegt
werden. Dies wiirde die allgemeine Testphilosophie zerstoren!

2. Der p-Wert ist keine Wahrscheinlichkeit, sondern eine Zufallsvariable, denn er hdngt von
(X1,...,X,) ab. Der Ausdruck p = P(T(X1,...,X,) >t | Ho), der in Definition 5.1.}
fiir den p-Wert eines einseitigen Tests mit Teststatistik T gegeben wurde, soll demnach
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als tiberschreitungswahrscheinlichkeit interpretiert werden, dafl bei Wiederholung des Zu-
fallsexperiments unter Hy der Wert t = T(x1,...,xy) oder extremere Werte in Richtung
der Hypothese Hi betrachtet werden:

p=P(T(X1,..., X)) >T(z1,...,z,) | Ho),

wobei (X1,..., X)) 4 (X1,...,Xy). Falls wir von einer konkreten Realisierung (z1, ..., xy)
zur Zufallsstichprobe (X1, ..., X,) tubergehen, erhalten wir

p=pXi,...,X,) =P (T(Xy,...,X]) >T(Xy,...,X,) | Ho)
Fiir andere Hypothesen Hy wird der p-Wert auch eine andere Form haben. Zum Beispiel
fiir
a) einen symmetrischen zweiseitigen Test ist
BO = [_tl—a/% tl—a/Z]
der Akzeptanzbereich fiir Hy.
=p=P(T(X1,....,X})| >t| Ho), t =T(Xq,...Xp)

b) einen linksseitigen Test mit By = [tq, 00| gilt

p=P(T(X],..., X)) <tHpy), t=T(Xy,...,Xp,)

¢) Das Verhalten des p-Wertes kann folgendermajSen untersucht werden:

Lemma 5.1.1

Falls die Verteilungsfunktion F' von X; stetig und streng monoton steigend ist (die
Verteilung von 7' ist absolut stetig mit zum Beispiel stetiger Dichte), dann ist p ~
Ulo, 1].

Beweis Wir zeigen es am speziellen Beispiel des rechtsseitigen Tests.
P(p<alHo)=P(Fr(T(Xy,....Xn) < | Ho)
=P (Fp(T(X1,..., X)) >1—a| Hy)
=PU>1-a)=1-(1-a)=a, ac]0,1],
da Fr(T(Xy,...,Xn)) LU~ Ul0, 1] und Fr absolut stetig ist. O

Ubung 5.1.1. Zeigen Sie, daf fiir eine beliebige Zufallsvariable X mit absolut ste-
tiger Verteilung und streng monoton steigender Verteilungsfunktion Fx gilt:

Fx(X) ~UJ0,1]

Falls die Verteilung von T diskret ist, mit dem Wertebereich {t1,...,ty}, ti < t;
fiir i < j, so ist auch die Verteilung von p diskret, somit gilt nicht p ~ UJ0,1]. In
diesem Fall ist Fr(x) eine Treppenfunktion, die die Gerade y = u in den Punkten

k
u= Y P(T(X1,...,Xn) =t), k=1...n berihrt (vgl. Abbildung 5.4).
i=1
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Abb. 5.4: Verteilung von p fiir diskrete T

Definition 5.1.5 1. Falls die Macht G, (-) eines Tests ¢ zum Niveau « die Ungleichung
Gn(F) >a, Fel
erfillt, dann heifit der Test unverfilscht.

2. Es seien ¢ und ¢* zwei Tests zum Niveau o mit Giitefunktionen G, (-) und G (). Man
sagt, dafl der Test ¢ besser als ¢* ist, falls er eine groBlere Macht besitzt:

Gn(F)> G (F) VYF el
3. Der Test ¢ heifit konsistent, falls G,,(F) — 1 fiir alle F' € Ay.

Bemerkung 5.1.4. 1. Die einseitigen Tests haben oft eine grifiere Macht als ihre zweisei-
tigen Versionen.

Beispiel 5.1.3
Betrachten wir zum Beispiel den Gauf-Test des Erwartungswertes der Normalverteilung
bei bekannter Varianz. Beim zweiseitigen Test

Ho:p=po vs. Hy:p# po.

erhalten wir die Giutefunktion
— Mo K= o
Gn(p) =@ <—21a/2 + \/ﬁu UH ) + @ (—Zla/2 —Vn - ) .

Beim einseitigen Test ¢* der Hypothesen

Hy < povs. Hi :p> o
ist seine Giitefunktion gleich
% — Mo
Gil) =@ (~s1a -+ Vi)

Beide Tests sind offensichtlich konsistent, denn G, (p) e b G} () o b Dabei ist ¢*
besser als ¢. Beide Tests sind unverfélscht (vergleiche Abbildung 5.5).
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Abb. 5.5: Giitefunktionen eines ein- bzw. zweiseitigen Tests der Erwartungswertes einer
Normalverteilung

0 10 Jz

2. Beim Testen einer Intervallhypothese Hy : 6 € [a,b] vs. Hy : 0 ¢ [a,b] zum Niveau o kann
man wie folgt vorgehen: Teste

a) H§ : 0 > a vs. Hf : 0 < a zum Niveau o/2.

b) HY: 0 <bwvs. H?:0 > b zum Niveau a/2.
Hy wird nicht abgelehnt, falls H§ und Hg nicht abgelehnt werden. Die Wahrscheinlichkeit
des Fehlers 1. Art ist hier a. Die Macht dieses Tests ist im Allgemeinen schlecht.

3. Je mehr Parameter fir der Aufbau der Teststatistik T geschdtzt werden miissen, desto
kleiner wird in der Regel die Macht.

5.2 Nichtrandomisierte Tests

5.2.1 Parametrische Signifikanztests

In diesem Abschnitt geben wir Beispiele einiger Tests, die meistens aus den entsprechenden
Konfidenzintervallen fiir die Parameter von Verteilungen entstehen. Deshalb werden wir sie nur
kurz behandeln.

1. Tests fiir die Parameter der Normalverteilung N(u, o?)

a) Test von u bei unbekannter Varianz
e Hypothesen: Hy : = po vs. Hy : p #+ po.
o Teststatistik:

T(X1,..., Xn) =22 H0 o0 | Hy
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e Entscheidungsregel:

(p(Xl, .. ,Xn) =1, falls ‘T(Xl, .. ,Xn)‘ > tn—l,l—oa/2'

b) Test von o2 bei bekanntem p

e Hypothesen: Hy : 02 = 03 vs. Hy : 0% # 03.

o Teststatistik:

T(X1,...,X,) = —2~x2 | Hy

~ n
mit 52 = 1 Zl(XZ — )2
1=

Entscheidungsregel:
P(X1,- o, X)) = 1, falls T(X, . X0) € (X3 00 X2 1 —ays]

Gitefunktion:

2 03 2 0(2)
=1-Fe Xn1-a/2 2 +Fy2 Xn,a/2072

c) Test von o2 bei unbekanntem u

e Hypothesen: Hy : 02 = 02 vs. Hy : 02 # 03.

o Teststatistik:

n—1)52
T(Xl,...7Xn) = (0_2)n NX%fl ‘H()v
0

n — \2

wobei 2 = 13 57 (X~ X) .
i=1
e Entscheidungsregel:

P(X1,. o, Xp) = 1, falls T(X1, ., Xn) & (X2 1.a/2 Xomt1-ay2]

Ubung 5.2.1. i. Finden Sie Gy(-) fiir die einseitige Version der obigen Tests.
1. Zeigen Sie, dafi diese einseitigen Tests unverfdlscht sind, die zweiseitigen
aber nicht.
2. Asymptotische Tests

Bei asymptotischen Tests ist die Verteilung der Teststatistik nur nédherungsweise (fir
groe n) bekannt. Ebenso asymptotisch wird das Konfidenzniveau « erreicht. IThre Kon-
struktion basiert meistens auf Verwendung der Grenzwertsétze.

Die allgemeine Vorgehensweise wird im sogenannten Wald-Test (genannt nach dem Sta-
tistiker Abraham Wald (1902-1980)) fixiert:
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e Sei (X1,...,X,) eine Zufallsstichprobe, X; seien unabhéngig und identisch verteilt
firi=1,...,n, mit X; ~ Fp, 0 € © CR.
o Wir testen Hy : 0 = 0y vs. Hy : 0 # 0. Es sei b, = é(Xl, ..., Xp) ein erwartungs-
treuer, asymptotisch normalverteilter Schétzer fir 6.
én - 00

A

On n—oo

4 Yy ~N(0,1) | Hy,

wobei 62 ein konsistenter Schitzer fiir die Varianz von 6,, sei.

Die Teststatistik ist
0n(X1,...,X5) — 0

A

On

T(Xy,...,X,) =

e Die Entscheidungsregel lautet: Ho wird abgelehnt, wenn [T'(X1, ..., Xp)| > 21_q/2,
wobei z1_,/9 = ®~1(1 — a/2). Diese Entscheidungsregel soll nur bei groen n ver-
wendet werden. Die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 1. Art ist asymptotisch gleich «,
denn P(|T(X1,...,Xn)| > 2z1_a/2 | Ho) =« wegen der asymptotischen Normal-

verteilung von T.

Die Giitefunktion des Tests ist asymptotisch gleich

Oy — 0 Oy — 0
lim Gn(e) =1-9 (Zl_a/g + 00_ ) + & (_zl—a/Z + 0 ) ’

n—oo o

2

wobei 67 2

P
— O0°.
n—00

Spezialfille des Wald-Tests sind asymptotische Tests der Erwartungswerte bei einer
Poisson- oder Bernoulliverteilten Stichprobe.

Beispiel 5.2.1 a) Bernoulliverteilung

Es seien X; ~ Bernoulli(p), p € [0, 1] unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvaria-
blen.

e Hypothesen: Hy: p=pg vs. Hy : p # Po-
o Teststatistik:

sonst.

P falls X, 0,1,
T(Xy,...,Xn) = { \/>\/Xn T falls Xn #

Unter Hy gilt: T(X1,...,X,) —5 ¥V ~ N(0,1).
b) Poissonverteilung
Es seien X; ~ Poisson(A), A > 0 unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen.
e Hypothesen: Hy: A = Ao vs. H : A # Ao

o Teststatistik:
\/EL\/%, falls X, > 0,

0, sonst.

T(Xl,...,Xn):{
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Unter Hy gilt: T(X1,...,X,) % Y ~N(0,1)

n—'oo
3. Zwei-Stichproben-Probleme
Gegeben seien zwei Zufallsstichproben
Y1 = (X1, Xiny), Yo = (Xo1,...,Xon,), n=max{ni,na}.
X;; seien unabhéangig fir j = 1,...,n;, X35 ~ Fp,, 1 = 1,2.
a) Test der Gleichheit zweier Erwartungswerte bei normalverteilten Stich-
proben
e bei bekannten Varianzen

Es seien X;j ~ N(ui,02),i=1,2, 7 =1,...,n. Dabei seien 7,03 bekannt, X;;
seien unabhéngig voneinander fiir alle i, j.

Die Hypothesen sind Hy : pu1 = pe vs. Hy : pu1 # pe. Wir betrachten die

Teststatistik:
Xin, —Xo
TN, Yy) = S
g g.

Unter Hy gilt: T(Y7,Y2) ~ N(0,1). Als Entscheidungsregel gilt: Hy wird abge-
lehnt, falls [T'(Y1, Y2)| > 21_q/2-

e bei unbekannten (jedoch gleichen) Varianzen

Es seien X;j ~ N(u;,02),i= 1,2, j = 1,...,n. Dabei seien 07,03 unbekannt,

0? = 02 und X;; seien unabhangig voneinander fiir alle 7, j.

Die Hypothesen sind: Hy : g1 = po vs. Hy : p1 # po. Wir betrachten die

Teststatistik
T, vy = Fr = e [T
Snins ni + ng
wobei
9 1 ! NG R N2

Man kann zeigen, dal unter Hy gilt: T'(Y1,Y2) ~ t5, 4n,—2. Die Entscheidungs-
regel lautet: Hy ablehnen, falls |T'(Y1,Y2)| >t 4ny—2,1-a/2-

b) Test der Gleichheit von Erwartungswerten bei verbundenen Stichproben
Es seien Y1 = (XH, e 7X1n) und Y2 = (Xgl, e ,Xgn), ny =ng =n,
Zj=X1j — Xoj ~ N(u1 — pg,0%), 5 =1,...,n

unabhéngig und identisch verteilt mit u; = E X;;, ¢« = 1,2. Die Hypothesen sind:
Hy : p1 = po vs. Hy : p1 # po bei unbekannter Varianz o2. Als Teststatistik
verwenden wir

[N

T(Zy,...,2,) = /n
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wobei
s2—- LS (z-2.)"

”_1j:1

Unter Hy gilt dann: T(Zy,...,Z,) ~ tn—1. Die Entscheidungsregel lautet: Hy wird
abgelehnt, falls [T'(z1, ..., 2n)| > tp_1,1-a/2-

Test der Gleichheit von Varianzen bei unabhingigen Gaufischen Stich-
proben

Es seien Y7 = (X11,...,Xin,) und Yy = (Xo1,..., Xo,,) unabhingig und identisch
verteilt mit X;; ~ N (pi, a?), wobei p; und 0'7;2 beide unbekannt sind. Die Hypothesen
sind: Hp : 03 = 03 vs. Hy : 0? & o2. Als Teststatistik verwenden wir
S2
T(Y17 Y2) = S§n2 )

Inq

wobei
1 & - \2 .
1 Z(XU —sz> , 1= 1,2.
j=1
Unter Hy gilt: T'(Y1,Y2) ~ Fpy—1n,—1. Die Entscheidungsregel lautet: Hy wird ab-
gelehnt7 falls T(Yla Yé) ¢ {an—l,nl—l,a/% an—l,nl—l,l—a/Q} .

2 _
Sini -

n;

d) Asymptotische Zwei-Stichproben-Tests

e bei Bernoulli-verteilten Stichproben
Es gilt X;; ~ Bernoulli(p;), j = 1,...,n;, i = 1,2. Die Hypothesen sind Hy :
p1 = p2 vs. Hy : p1 # pa. Als Teststatistik verwenden wir
(Ylnl - 72712)(1 - H(Ylm = 0772712 = 0))
\/Xlnl (l_ylnl) + Y271,2(1_Y2n2)

ni n2

T(Y1,Ys) =

Unter Hy gilt: T'(Y1, Y2) i)_) Y ~ N(0,1). Die Entscheidungsregel lautet: Hy
ni,n9—00

wird verworfen, falls |T'(Y1, Y2)[ > 21_o/2. Dies ist ein Test zum asymptotischen
Signifikanzniveau a.

e bei Poisson-verteilten Stichproben

Es seien Xj; unabhéngig, X;; ~ Poisson();), ¢ = 1,2. Die Hypothesen sind:
Hp: A\ = Ao vs. Hy : A1 # Ag. Als Teststatistik verwenden wir:

Xin, — X
T(Y1,Ys) = =2
Xln X2n
nll _|_ n22

Die Entscheidungsregel lautet: Hy ablehnen, falls [T'(Y1,Y2)| > 21_q/2. Dies ist
ein Test zum asymptotischen Niveau a.

Bemerkung 5.2.1. Asymptotische Tests diirfen nur fir grofie Stichprobenumfinge ver-
wendet werden. Bei ihrer Verwendung fiir kleine Stichproben kann das asymptotische Si-
gnifikanzniveau nicht garantiert werden.
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5.3 Randomisierte Tests

In diesem Abschnitt werden wir klassische Ergebnisse von Neyman-Pearson iiber die besten
Tests prasentieren. Dabei werden randomisierte Tests eine wichtige Rolle spielen.

5.3.1 Grundlagen

Gegeben sei eine Zufallsstichprobe (X7i,...,X,) von unabhingigen und identisch verteilten
Zufallsvariablen X; mit konkreter Auspriagung (z1,...,x,). Sei unser Stichprobenraum (B, B)
entweder (R™, Bgn) oder ( 878N3)7 je nachdem, ob die Stichprobenvariablen X;, i =1,...,n
absolut stetig oder diskret verteilt sind.

Hier wird zur Einfachheit im Falle einer diskret verteilten Zufallsvariable X; ihr diskreter
Wertebereich mit Ny = NU {0} gleichgesetzt. Der Wertebereich sei mit einem Maf3 u versehen,
wobei

] Lebesgue-Maf auf R, falls B = R",
o= Zshlma$ auf Ng,  falls B = N2

Dementsprechend gilt

g(z)dx, im absolut stetigen Fall,
J R i
> weNy 9(w), im diskreten Fall.

Es sei zusétzlich X; ~ Fy, 0 € © CR™, i = 1,...,n (parametrisches Modell). Fiir © = ©gU0O1,
©p N O = P formulieren wir die Hypothesen Hy : § € ©q vs. Hy : § € ©1, die mit Hilfe eines
randomisierten Tests

]‘7 xEKlv
p(r) =1 v€(0,1), v€ Kn r=(x1,...,2y),
07 .’EeKQ

getestet werden.
Im Falle z € Ky wird mit Hilfe einer Zufallsvariable Y ~ Bernoulli(¢(x)) entschieden, ob
Hj verworfen wird (Y = 1) oder nicht (Y = 0).

Definition 5.3.1 1. Die Gritefunktion eines randomisierten Tests ¢ sei

Gn(0) = Gp(p,0) =Ego(X1,...,Xy), 0 € 6.

2. Der Test ¢ hat das Signifikanzniveau o € [0, 1], falls Gy (p,0) < o, V0 € Oy ist. Die Zahl

sup Gn(()@v 9)
[US(SH

wird Umfang des Tests ¢ genannt. Offensichtlich ist der Umfang eines Niveau-a-Tests
kleiner gleich a.

3. Sei ¥(a) die Menge aller Tests zum Niveau a. Der Test ¢1 € V(«) ist (gleichmdfig)
besser als Test o € ¥(a), falls Gy (p1,0) > Gp(p2,0), 6 € O1, also falls p; eine groBere
Macht besitzt.
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4. Ein Test ¢* € ¥(a) ist (gleichmdfig) bester Test in ¥(«), falls

Gn(©*,0) > Gn(p,0), fir alle Tests ¢ € U(a), 6 € O5.

Bemerkung 5.3.1. 1. Definition 5.3.1 1) ist eine offensichtliche Verallgemeinerung der
Definition 5.1.3 der Giitefunktion eines nicht-randomisierten Tests . Namlich, fir o(z) =
I(z € K1) gilt:
Gu(p,0) = Eg (X1, ..., Xn)
=Py ((Xl, . ,Xn) S Kl)
= Py (Ho ablehnen), 8 € O.

2. FEin bester Test o* in V(«) existiert nicht immer, sondern nur unter gewissen Vorausset-
zungen an Py, 09, 01 und ¥(«).

5.3.2 Neyman-Pearson-Tests bei einfachen Hypothesen

In diesem Abschnitt betrachten wir einfache Hypothesen
HO 1 0= 90 VS. H1 0= 91 (5.3.1)

wobei 6y,0, € ©, 61 75 0.

Dementsprechend sind Og = {6p}, ©1 = {01 }. Wir setzen voraus, da8 Fy, eine Dichte g;(z)
beziiglich ;1 besitzt, ¢ = 0, 1. Fiihren wir einige abkiirzende Bezeichnungen Py = Py, P1 = Py, ,
Eo = Eg,, E1 = Eg, ein. Sei fi(z) = [[j- 9i(zj), = (21,...,2n), ¢ = 0,1 die Dichte der
Stichprobe unter Hy bzw. Hj.

Definition 5.3.2
Ein Neyman-Pearson-Test (NP-Test) der einfachen Hypothesen in (5.3.1) ist gegeben durch
die Regel

1, falls fi(e) > K fo(a),

o(x) =pr(r) =< ~, falls fi(x) =K fo(z), (5.3.2)
0, falls fi(z) < K fo(z)

fir Konstanten K > 0 und v € [0, 1].

Bemerkung 5.3.2. 1. Manchmal werden K = K(x) und v = v(z) als Funktionen von x
und nicht als Konstanten betrachtet.

2. Der Ablehnungsbereich des Neyman-Pearson-Tests i ist
K= {l’ € B: fl(.%') > Kfo(.%)}
3. Der Umfang des Neyman-Pearson-Tests px ist

EO SOK(le - ,Xn) = ]P)o(fl(Xl, - ,Xn) > KfQ(Xl, .. Xn))
+’)/]P)()(f1(X1, N ,Xn) = Kfo(Xl, .. ,Xn))
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4. Die Definition 5.3.2 kann man dquivalent folgendermafen geben: Wir definieren eine
Teststatistik

T = Mo 2B folz) >0,
oo, z€DB: fo(r)=0

Dann wird der neue Test

1, fallsT(z) > K,
¢k (x) =4 7, fallsT(z) = K,
0, fallsT(x)< K

eingefihrt, der fir Py- und Pi- fast alle x € B dquivalent zu @y, ist. In der Tat gilt
vr(x) = ¢k (x)Vr € B\C, wobei C ={x € B: fo(x) = fi(z) = 0} das Py- bzw. P1-Mafs
Null besitzt.

In der neuen Formulierung ist der Umfang von ¢ bzw. P gleich

E()@K :Po(T(Xl,,Xn) >K)+’7]P)0(T(X1,,Xn) :K)

Satz 5.3.1
Optimalitatssatz

Es sei g ein Neyman-Pearson-Test fiir ein X' > 0 und v € [0, 1]. Dann ist ¢ der beste Test
zum Niveau a = Eg ¢ seines Umfangs.

Beweis Sei ¢ € U(a), also Eg (p(X1,...,X,)) < a. Um zu zeigen, dal px besser als ¢
ist, geniigt es bei einfachen Hypothesen Hy und H; zu zeigen, dal E; ox(Xi,...,X,) >
Eq p(X1,...,X,). Wir fithren dazu die folgenden Mengen ein:

T ={r € B:px(x)>p()}

M~ ={z € B:pg(r) <p(x)}

M= ={z € B:pg(x) = p(z)}

Es gilt offensichtlich x € M = ¢g(z) > 0= fi(x) > K fo(x),
rEM = i) <1l= fi(z) < Kfo(x) und B=MTUM UM".

Als Folgerung erhalten wir

Ei (px(X1,...,Xn) —o(X1,...,Xp)) = /B(wK(x) — () f1 (@) p(dz)
- (/M+ Jr/ - +/M=> (pr(z) — p(x)) f1(z)p(dx)
= /M+ (o () — p(z)) K fo(x)p(dr)

+/ (pr (@) = (2)K fo(x)p(d)
M

= B(@K(w) — () K fo(z)p(dz)
= K [Eoor(X1,..., Xn) —Eoo(X1,..., Xn)]

weil beide Tests das Niveau a haben. Damit ist die Behauptung bewiesen. O
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Bemerkung 5.3.3. 1. Da im Beweis v nicht vorkommt, wird derselbe Beweis im Falle von
~v(x) # const gelten.

2. Aus dem Beweis folgt die Giiltigkeit der Ungleichung

|, (erl@) = ¢@) (f2(x) = K fol@) u(dz) = 0

im Fualle des konstanten K, bzw.

B (pr(X, o Xa) = (X1, X)) 2 [ (0c(@) = 0(@) K (@) fo(@)u(da)

im allgemeinen Full.

Satz 5.3.2
(Fundamentallemma von Neyman-Pearson)

1. Zu einem beliebigen o € (0,1) gibt es einen Neyman-Pearson-Test ¢ mit Umfang «, der
dann nach Satz 5.3.1 der beste Niveau-a-Test ist.

2. Ist ¢ ebenfalls bester Test zum Niveau «, so gilt ¢(x) = ¢ (z) fiir p-fast alle z € KgU K3
={zx € B: fi(x) # K fo(z)} und px aus Teil 1).

Beweis 1. Fiir pg(z) gilt

1, fallsxe Ky ={z: fi(z) > K- fo(z)},
or(z)=4¢ v, fallsx € Ko ={z: fi(z) =K fo(z)},
0, fallsze Ko={z: fi(z) < K- fo(x)}.

Der Umfang von @ ist
Py (T(Xl, e ,Xn) > K) + Py (T(Xl, ce ,Xn) = K) = q, (533)
wobei

fi(x1,...,.xn)
T(xy,...,2,) = { otz Lalls folxi,...,zn) >0,
00, sonst.

Nun suchen wir ein K > 0 und ein v € [0,1], sodaB Gleichung (5.3.3) stimmt. Es sei
Fo(z) = Po(T(X1,...,Xn) < z), 2 € R die Verteilungsfunktion von 7. Da T > 0
ist, gilt Fy(z) = 0, falls 2 < 0. AuBerdem ist Po(T(X1,...,X,) < oo) = 1, das heift
F~Ya) € [0,00), a € (0,1). Die Gleichung (5.3.3) kann dann folgendermaBen umge-
schrieben werden:

1— Fy(K) +~ (FO(K) - FO(K—)) = a, (5.3.4)
wobei Fy(K—) = x_l};{n_o Fy(x).
Sei K = Fy '(1 — ), dann gilt:
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a) Falls K ein Stetigkeitspunkt von Fj ist, ist Gleichung (5.3.4) erfiillt fiir alle v € [0, 1],
zum Beispiel v = 0.

b) Falls K kein Stetigkeitspunkt von Fy ist, dann ist Fo(K) — Fo(K—) > 0, woraus
folgt

_ Oz—l—l—p()(K)
7T R(K) - Ro(K-)

= es gibt einen Neyman-Pearson-Test zum Niveau a.

2. Wir definieren M7 = {z € B : ¢(z) # ¢ (x)}. Es muss gezeigt werden, daB
i ((KoU Ky nM?) =0
Dazu betrachten wir

Eip(X1,...,Xpn) —E1pr(X1,...,Xn) =0 (¢ und ¢k sind beste Tests)
Eop(X1,...,Xn) —Eopr(X1,...,Xn) <0 (¢ und ¢k sind a-Tests

mit Umfang von ¢x = )

=>/ (¢ — oK) (fi — K - fo) p(dz) > 0.
B

In Bemerkung 5.3.3 wurde bewiesen, dafl

/B((P —or)(fi = K- fo)du <0

:>/(<P—<PK)(f1—K'fo)d/i:():/(@—cpx)(ﬁ—Kfo)du.
B

M#* 0 (Ko U K1)

Es gilt u(M7% N (Ko U K1) = 0, falls der Integrand (¢x — ¢)(f1 — K fo) > 0 auf M7 ist.
Wir zeigen, daf

(px — ) (f1 — K fo) > 0 fiir w € M7 (5.3.5)
ist. Es gilt
Ji1—=Kfo>0=¢ox —¢ >0,
1= Kfo<0=pr —¢ <0,
weil

fi(z) > K fo(z) = px(z) =1

und mit p(z) < 1 = pr(z) — p(x) > 0 auf M7,
fi(z) < K fo(z) = ¢k(x) =0

und mit p(z) > 0 = pr(z) — p(x) < 0 auf M7,

Daraus folgt die Giiltigkeit der Ungleichung (5.3.5) und somit
i ((Ko UKy nM7) = 0.
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Bemerkung 5.3.4. Fulls ¢ und @i beste a-Tests sind, dann sind sie Py- bzw. Py- fast sicher
gleich.

Beispiel 5.3.1 (Neyman-Pearson-Test fiir den Parameter der Poissonverteilung):
Es sei (Xi,...,X,) eine Zufallsstichprobe mit X; ~ Poisson(\), A > 0, wobei X; unabhéngig
und identisch verteilt sind fiir i = 1,...,n. Wir testen die Hypothesen Hy : A = \g vs. H] : A =
A1. Dabei ist

n n x; ;:1 z;
fil@) = filar,.. . wn) = [ gilxy) = [T e U V'
j ;! (21! )

fiir ¢ = 0, 1. Die Neyman-Pearson-Teststatistik ist

Jo(z)

fi(®) _ —n(A1—=Xo) . Yo
T(;m,...,mn):{ e MM (N [ Ag)~i=177 . falls 2y, ..., 2, € N,
0, sonst.

Die Neyman-Pearson-Entscheidungsregel lautet

1, falls T(z1,...,2,) > K,
or(x1, ... xn) =% v, falls T(xy1,...,z,) = K,
0, falls T(xy,...,z,) < K.

Wir wéihlen K > 0, v € [0, 1], soda8l ¢ den Umfang « hat. Dazu lésen wir
o = Po(T(Xl, ... ,Xn) > K) —i—’yPo(T(Xl, e ,Xn) = K)
beziiglich v und K auf.

Po(T(Xl,...,Xn) > K) = PQ(IOgT(Xl,...,Xn) > logK)

n )\ n
=P (—n(Al—Ao)—FZXj-log (AD >logK> =P, (ZXj >A)

Jj=1

wobei A := {logK R )\O)J )

log :\\—(1)
falls zum Beispiel A1 > Ag. Im Falle \; < Ag dndert sich das > auf < in der Wahrscheinlichkeit.
Wegen der Faltungsstabilitdt der Poissonverteilung ist unter Hy

n
z X; ~ Poisson(n)\p),
j=1

also wahlen wir K als minimale, nichtnegative Zahl, fiir die gilt: Pq ( ;‘:1 X > A) < a, und
setzen
a—Po(3 7 Xj > A)
B>y X; = 4)
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wobei
n A ()\On)‘j
]PO ZXJ>A :1—267)\0”#,
i=1 =0 J:
)A

Py ZXj =A]= ern()‘(j;
=1 ‘

Somit haben wir die Parameter K und = gefunden und damit einen Neyman-Pearson-Test @5
konstruiert.

5.3.3 Einseitige Neyman-Pearson-Tests

Bisher betrachteten wir Neyman-Pearson-Tests fiir einfache Hypothesen der Form H; : 0 =
0;, i = 0,1. In diesem Abschnitt wollen wir einseitige Neyman-Pearson-Tests einfithren, fiir
Hypothesen der Form Hy : 0 < 6y vs. Hy : 6 > 0.

Zunéchst konstruieren wir einen Test fiir diese Hypothesen: Sei (X1, ..., X,) eine Zufallss-
tichprobe, X; seien unabhéngig und identisch verteilt mit

X,~FyeAN={Fy:0 €0},
wobei © C R offen ist und A eindeutig parametrisiert, das heifit
0#9/:>F9§£F9/.

Ferner besitze Fy eine Dichte gy beziiglich des Lebesgue-Mafles (bzw. Z&éhlmaBes) auf R (bzw.
Np). Dann ist

fG(x): ng(xj)ﬂ x:(xlv”‘?a:n)
j=1

eine Dichte von (X7, ..., X)) beziiglich u auf B.

Definition 5.3.3

Eine Verteilung auf B mit Dichte fy gehort zur Klasse von Verteilungen mit monotonen Dich-
tekoeffizienten in T, falls es fiir alle < ' eine Funktion h : R x ©%2 — R U 0o, die monoton
wachsend in ¢ € R ist und eine Statistik 7" : B — R gibt, mit der Eigenschaft

for(x)
fo(z)

= h(T(w)a 0, 0/)7

wobei
h(T(x),0,0") = cc fiir alle z € B: fy(z) =0, fo(z) > 0.
Der Fall fo(z) = fo(x) = 0 tritt mit Po- bzw. Pg/-Wahrscheinlichkeit 0 auf.

Definition 5.3.4
Es sei Qg eine Verteilung auf (B, B) mit der Dichte fy bzgl. . Qg gehort zur einparametrischen
Ezponentialklasse (§ € © C R offen), falls die Dichte folgende Form hat:

fo(x) =exp{c(0) - T(x)+a(0)}-U(z), == (x1,...,2,) € B,

wobei ¢(f) eine monoton steigende Funktion ist, und Varg T'(X1y,...,X,) >0, § € ©.
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Lemma 5.3.1
Verteilungen aus der einparametrischen Exponentialfamilie besitzen einen monotonen Dichte-
koeffizienten.

Beweis Es sei (Qy aus der einparametrischen Exponentialfamilie mit der Dichte

fo(x) =exp{c(d) T(x)+a(d)}-1l(x).
Fir 0 < 0 ist dann

for(2)
fo(x)

= exp {(c(0) - ¢(9)) - T(x) + a(0) — a(0) }

monoton beziiglich T, weil ¢(6') — ¢(0) > 0 wegen der Monotonie von ¢(). Also besitzt fy einen
monotonen Dichtekoeffizienten. O

Beispiel 5.3.2 1. Normalverteilte Stichprobenvariablen

Es seien X; ~ N(p, 08), 1 =1,...,n, unabhingige, identisch verteile Zufallsvariablen, mit
unbekanntem Parameter p und bekannter Varianz of (Hier wird p fiir die Bezeichnung
des Erwartungswertes von X; und nicht des Mafles auf R verwendet. (wie frither)). Die
Dichte des Zufallsvektors X = (Xi,...,X,)" ist gleich

n n 1 7(12-—5)2
fu(@) = [T gu(@:) = 1 e 0
i=1 i=1 /2703
1 1 )
= Xpl ——s T; —
(2mod)n/2 p{ 20¢ ;( i h) }
1 1 i 2 i N
= Xpl ——s i — T n
(2mad)n/2 P 203 = Mizl iH
)
x
:exp(ﬂ.ix_ﬂ2n> p _izlz
o =" 208/ (2mod)? 203
- T —~

I(z)
Also gehért N (u, 02) zur einparametrischen Exponentialklasse mit c(u) = £ und T'(z) =
0

n
Z ZTj.
=1

2. Binomialverteilte Stichprobenvariablen

Es seien X; ~ Bin(k, p) unabhéngig und identisch verteilt, i = 1,...,n. Der Parameter p
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sei unbekannt. Die Zahldichte des Zufallsvektors X = (X1,..., X,)" ist
fplz) =P, (X;=ax;,i=1,...,n)

n z”: T, _ »\nk n
:H<gﬁmfm““=wl-“@z'ﬂ<w

—1 \ i @ =1 \%i
- (1 —p); 1
n no /.
—oo{(Sa) toe (25) +o-tos -} T (1),
Z;,_/ — a(p) L,_/
T(x) c(p) l(x)

also gehort Bin(n, p) zur einparametrischen Exponentialklasse mit

c(p) = log (11;)

und
T(l‘) = Z €Ty
i=1

Lemma 5.3.2
Falls ¢ der Neyman-Pearson-Test der Hypothesen Hy : 8 = 0y vs. Hy : 0 = 0, ist, dann gilt:

p({z € B fi(z) # K fo(z)}) > 0.

KoUK,

Beweis Wegen 0 # 01 und der eindeutigen Parametrisierung gilt fo # f1 auf einer Menge mit
p-Maf > 0.
Nun sei u(KoU K1) = 0. Daraus folgt, da8 fi(z) = K - fo(z) p-fast sicher. Das heifit

1= [ h@ye =k | fa)de,

woraus folgt, dal K = 1 und fi(z) = fo(x) p-fast sicher, was aber ein Widerspruch zur

eindeutigen Parametrisierung ist. O
Im Folgenden sei (Xi,...,X,) eine Stichprobe von unabhéngigen, identisch verteilten Zu-
fallsvariablen mit X; ~ Dichte g9, i =1,...,n und

n

(X1,...,X,) ~ Dichte fy(z) = Hgg(a:i)
i=1

aus der Klasse der Verteilungen mit monotonen Dichtekoeffizienten und einer Statistik 7'( Xy, ..., Xp).
Wir betrachten die Hypothesen Hy : 0 < 0y vs. Hy : 8 > 6y und den Neyman-Pearson-Test:

1, falls T(z) > K*,
Or-(x) = ¢ ~*, falls T(x) = K¥, (5.3.6)
0, fallsT(x) < K*

fir K* € R und v* € [0, 1]. Die Giitefunktion von ¢j.. bei 6y ist
Gn(00) = Eo k- =Po (T'(X1,...,Xn) > K*) + 9" Po (T'(X1, ..., Xpn) = K7)



140 5 Tests statistischer Hypothesen

Satz 5.3.3 1. Falls o = Eg 9%~ > 0, dann ist der soeben definierte Neyman-Pearson-Test
ein bester Test der einseitigen Hypothesen Hy vs. H1 zum Niveau a.

2. Zu jedem Konfidenzniveau a € (0, 1) gibt es ein K* € R und v* € [0, 1], sodal ¢j. ein
bester Test zum Umfang « ist.

3. Die Giitefunktion G, () von @7 () ist monoton wachsend in 6. Falls 0 < G,(6) < 1,
dann ist sie sogar streng monoton wachsend.

Beweis 1. Wahle 6; > 6y und betrachte die einfachen Hypothesen H|, : § = 6y und H] :
0 = 0. Sei

L, fi(z) > K fo(x),
or(z) =4 v filz) = K fo(z),
0, fi(z) <K fo(z)

der Neyman-Pearson-Test fir H), H] mit K > 0. Da fy den monotonen Dichtekoeffizien-
ten mit Statistik 1" besitzt,

fi(x)
fo(z)

= h(T(l’), 90, 91),

existiert ein K > 0, so dass

{x @)/ folx) Zg } c {T(x) Zg } mit K = h(K*, 60, 01).

@K ist ein bester Neyman-Pearson-Test zum Niveau a = Eqpr = Eg ¢j~. Aus a > 0
folgt K < 00, denn aus K = oo wiirde folgen

A X))
(X1, Xn) _°°>
=Py (fl(Xla . ,Xn) > O,fo(Xl, e ,Xn) = 0)

= [ 1(51@) > 0. fo(x) = 0) - fo(a)u(dz) = 0.

0<a=Eopi <Py (T(X,..., Xa) 2 K7) < o (

Fiir den Test ¢j;. aus (5.3.6) gilt dann

1, falls f1(x)/fo(x) >
" (x) = 7"(@), falls fi(x)/fo(x) =
0, falls f1(x)/fo(z) < K

wobei v*(z) € {7*,0,1}. Daraus folgt, daB ¢7. ein bester Neyman-Pearson-Test ist fiir
HY|, vs. H] (vergleiche Bemerkung 5.3.2, 1.) und Bemerkung 5.3.3) fiir beliebige 6; > 6.
Deshalb ist ¢j;. ein bester Neyman-Pearson-Test fur Hy : 6 = 6y vs. H{ : 0 > 0 ist.

Die selbe Behauptung erhalten wir aus dem Teil 3. des Satzes fiir Hy : 6 < 6y vs. Hy :
0 > 6y, weil dann G, (0) < G,,(6p) = « fur alle 6 < 6.

2. Siehe Beweis zu Satz 5.3.2, 1.).
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3. Wir miissen zeigen, dal G,,(6) monoton ist. Dazu wihlen wir 6; < 02 und zeigen, dafi o =
Gn(61) < Gn(02). Wir betrachten die neuen, einfachen Hypothesen H{ : § = 0 vs. H :
0 = 0y. Der Test @7 kann genauso wie in 1. als Neyman-Pearson-Test dargestellt werden
(fiir die Hypothesen H{j und HY'), der ein bester Test zum Niveau « ist. Betrachten wir
einen weiteren konstanten Test ¢(x) = ;. Dann ist oy = Eg, ¢ < Ey, ¢ = Gn(62).
Daraus folgt, dal G, (01) < Gp(62).

Nun zeigen wir, daf8 fir Gy,(6) € (0,1) gilt: Gn(61) < Gp(f2). Wir nehmen an, daf
a1 = Gp(01) = G (02) und 6 < 05 fiir € (0,1). Es folgt, dal ¢(x) = a; auch ein bester
Test fir Hy und H{ ist. Aus Satz 5.3.2, 2.) folgt

p({z € B :p(x) # ¢i-(2)}) = 0 auf Ko U K1 = {fi(z) # K fo(x)},
——

=1

was ein Widerspruch zur Bauart des Tests ¢+ ist, der auf KoUK nicht gleich a7 € (0, 1)
sein kann.

O]

Bemerkung 5.3.5. 1. Der Satz 5.3.3 ist genauso auf Neyman-Pearson-Tests der einseiti-
gen Hypothesen

Hy:0>0p vs. H : 0 <6
anwendbar, mit dem entsprechenden Unterschied

60— —0
Tw— —-T

Somit existiert der beste a-Test auch in diesem Fall.

2. Man kann zeigen, daf$ die Gitefunktion G, (pj~,0) des besten Neyman-Pearson-Tests auf
©p = (—o00,6y) folgende Minimalititseigenschaft besitzt:

Gn(@?{*ae) < Gn(@,e) VQD S \I/(O[), 0 < 6y

Beispiel 5.3.3

Wir betrachten eine normalverteilte Stichprobe (X7, ..., X;) von unabhéngigen und identisch
verteilten Zufallsvariablen X;, wobei X; ~ N (u, 08) und 0(2] sei bekannt. Es werden die Hypo-
thesen

Ho:p < po vs. Hy:pp > po,

getestet. Aus Beispiel 5.1.2 kennen wir die Testgrofle

X, —
T(X1,...,Xn) = /oo HO

0o

wobei unter Hy gilt: T'(X1,...,X,) ~ N(0,1). Hy wird verworfen, falls

T(X1,...,X,) > 21-a, wobei a€ (0,1).
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Wir zeigen jetzt, dafl dieser Test der beste Neyman-Pearson-Test zum Niveau « ist. Aus
Beispiel 5.3.2 ist bekannt, dal die Dichte f, von (Xi,...,X,) aus der einparametrischen Ex-
ponentialklasse ist, mit

T(X1,....Xn) =)_X;.

=1
Dann gehért f, von (x1,...,x,) zur einparametrischen Exponentialklasse auch beziiglich der
Statistik
X, —
T(X1,...,Xp) = vnont—F
o0

Es gilt namlich

n 2
[ (1’
fulx) exp( 52 ;x 203) (x)
N o
éwy  p o alw
_ p/n o Tp—p pPn
= exp ( VR +20(2))-l(x).
—— ———

c(p) T a(p)

Die Statistik 7" kann also in der Konstruktion des Neyman-Pearson-Tests (Gleichung (5.3.6))
verwendet werden:

1, falls T(x) > z1_q,
er+«(x) =< 0, fallsT(z)=zi_q,
0, fallsT(z) < zi—q

(mit K* = z1_ und 7v* = 0). Nach Satz 5.3.3 ist dieser Test der beste Neyman-Pearson-Test
zum Niveau « fiir unsere Hypothesen:

Gn(@K*,HO) =Py (T(Xl, . ,Xn) > Zlfa) +0- Py (T(Xl, ceey Xn) < Zlfa)
=1-P(z1q)=1-(1—0a)=qa.
5.3.4 Unverfalschte zweiseitige Tests

Es sei (X71,...,X,) eine Stichprobe von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen
mit der Dichte

Es wird ein zweiseitiger Test der Hypothesen
H0:9:(90VS. H1:97é6?0

betrachtet. Fiir alle o € (0,1) kann es jedoch keinen besten Test ¢ zum Niveau « fir Hy vs.
H; geben. Denn, nehmen wir an, ¢ wire der beste Test zum Niveau « fiir Hy vs. Hy, dann
ware ¢ der beste Test fiir die Hypothesen



b Tests statistischer Hypothesen 143

1. H,:0 =20y vs. Hi : 0> 09
2. Hy :0 =06y vs. H : 0 < 6.
Dann ist nach Satz 5.3.3, 3. die Giitefunktion
1. Gp(p,0) < a auf 6 < g, bzw.
2. Gn(p,0) > a auf 6 < 6y,

was ein Widerspruch ist!
Darum werden wir die Klasse aller moglichen Tests auf unverfélschte Tests (Definition 5.1.5)
eingrenzen. Der Test ¢ ist unverfilscht genau dann, wenn

Gn(p,0) < o fiir 0 € ©
Gn(p,0) > a fiir € ©,

Beispiel 5.3.4 1. ¢(x) = « ist unverfilscht.

2. Der zweiseitige GauB-Test ist unverfilscht, vergleiche Beispiel 5.1.2: Gy, (¢, ) > « fir alle
neR.

Im Folgenden seien X; unabhéngig und identisch verteilt. Die Dichte fp von (Xi,...,X,)
gehore zur einparametrischen Exponentialklasse:

fola) = exp{c(0) - T(x) + a(0)} - I(x), (5.3.7)
wobei ¢(f) und a(f) stetig differenzierbar auf © sein sollen, mit
d(0)>0 und VargT(Xy,...,X,) >0

fir alle 6 € ©. Sei fo(x) stetig in (z,©) auf B x ©.

Ubungsaufgabe 5.3.1
Zeigen Sie, daf} folgende Relation gilt:

d'(0) = —c' (0)Eg T(X1, ..., Xn).

Lemma 5.3.3
Es sei ¢ ein unverféilschter Test zum Niveau « fiir

Hy: 0 =0y vs. Hy : 0 = 0.
Dann gilt:
l. = EO (p(Xl, - ,Xn) = Gn((p700)

2. EO [T(Xl,,Xn)go(Xl,,Xn)] = Oé'EoT(Xl,...,Xn)
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Beweis 1. Die Gutefunktion von ¢ ist

Gul.0) = [ 0@ fo(@ulde)

Da fp aus der einparametrischen Exponentialklasse ist, ist G, (¢, 0) differenzierbar (unter
dem Integral) beztiglich . Wegen der Unverfilschtheit von ¢ gilt

Gn(<p790) < «, Gn(QO, 9) > «, 0 # 90

und daraus folgt G,(¢,0p) = a und 6y ist ein Minimumpunkt von G,. Somit ist 1)
bewiesen.

2. Da 6y der Minimumpunkt von G, ist, gilt

0=Gllnto) = [ (@) @T(@) +d'(80) fo(a)n(da)
= C,(eo) -Eo [QO(Xl, R Xn)T(Xl, - ,Xn)] + a’(&) . Gn((p, 00)

= C,(eo) . EO [(,D(Xl, ey Xn)T(Xl, N ,Xn)] + Oé(ll(eo)

(ﬁbun§5-3-1) Cl(eo) (Eo(p-T)—aEgT)

Daraus folgt Ey (¢T') = alEg T und damit ist das Lemma bewiesen.

Wir definieren jetzt die modifizierten Neyman-Pearson-Tests fiir einfache Hypothesen
H(]IQ:Q[)VS.H{ZGZHM 017490.
Fir \, K € R, v : B — [0, 1] definieren wir

1, falls f1(x)
)

oxa(z) =14 v(z), falls fi(x
0, falls f1(x)

wobei T'(x) die Statistik aus der Darstellung (5.3.7) ist.

Es sei U(a) die Klasse aller Tests, die Aussagen 1) und 2) des Lemmas 5.3.3 erfiillen. Aus
Lemma 5.3.3 folgt dann, dafl die Menge der unverfilschten Tests zum Niveau « eine Teilmenge
von ¥(a) ist.

Satz 5.3.4
Der modifizierte Neyman-Pearson-Test ¢  ist der beste a-Test in U(a) fiir Hypothesen Hy
vs. H| zum Niveau a = Eg ¢ », falls px \ € ¥(a).

> (K +AT'(x)) fo(x),
= (K + XT'(2)) fo(2), (5.3.8)
< (K +AT()) fo(x),

Beweis Es ist zu zeigen, daB Ey g ) > E ¢ fiir alle ¢ € ¥(a), baw. E, (prr—p) > 0. Es gilt

E1 (prca = #) = [ (prca(@) = (@) i(@)p(de)

(Bem. 5.3.3, 2.))

27 [ (@aeal@) = (@) (K + XT(@)) fo(w)(da)
B

:K(EOSOK,)\_EOQO) +)\(Eo (prx-T)—Eq (SO‘T))
@ =« Eo T EoT
= - alig =g

=0,

weil p, o\ € U(a). O



b Tests statistischer Hypothesen 145

Wir definieren folgende Entscheidungsregel, die spéater zum Testen der zweiseitigen Hypothe-
sen

H0:9:60VS.H1:07E00

verwendet wird:

1, falls T(z) ¢ (01,02)
) m, fallsT(z) =
pelw) = Y2, falls T'(z) = (5.3.9)
0, fallsT(x) e (cl, c2),

fir ¢; < c2 € R, 71,7 € [0,1] und die Statistik T'(x), x = (z1,...,2,) € B, die in der Dichte
(5.3.7) vorkommt. Zeigen wir, da ¢, sich als modifizierter Neyman-Pearson-Test schreiben
lasst.

Fir die Dichte

fo(@) = exp{c(0)T(z) + a(0)} - I(z)
wird (wie immer) vorausgesetzt, daf [(z) > 0, ¢(xz) > 0 und o/(z) existiert fir § € ©.

Lemma 5.3.4

Es sei (X1,...,X,) eine Stichprobe von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen
mit gemeinsamer Dichte fp(x),z € B, die zur einparametrischen Exponentialfamilie gehort.
Sei T'(z) die dazugehorige Statistik, die im Exponenten der Dichte fy vorkommt. Fiir beliebige
reelle Zahlen ¢; < ¢g, 71,72 € [0, 1] und Parameterwerte 6y, 601 € O : 0y + 01 1aBt sich der Test
@ aus (5.3.9) als modifizierter Neyman-Pearson-Test ¢ » aus (5.3.8) mit gegebenen K, X € R,
v(z) € [0,1] schreiben.

Beweis Falls wir die Bezeichnung
verwenden, dann gilt

H(z)
fo(z)

xp { (c(01) — c(60)) T(x) + a(61) — alth) }.
—_— —

c a

und somit
{reB: fi(x) > (K + \'(x)) fo(x)} ={z € B:exp(cT'(z)+a) > K+ \T(z)}.

Finden wir solche K und A aus R, fiir die die Gerade K+ ¢, t € R die konvexe Kurve exp{ct+a}
genau an den Stellen ¢; und ¢z schneidet (falls ¢; # ¢2) bzw. an der Stelle t = ¢; beriihrt (falls
¢1 = ¢3). Dies ist immer moglich, siche Abbildung 5.6.

Ferner setzen wir v(x) = ~; fir {x € B : T(x) = ¢;}. Insgesamt gilt dann

{z:exp(cT(x)+a)> K+ \T'(z)} ={x:T(z) ¢ [c1,c2]}
und
{z:exp(cT'(x)+a) < K+ XT'(z)} ={x:T(z) € (c1,¢2)}-

Damit ist das Lemma bewiesen. O
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Abb. 5.6:

y = (>ct+u

=K+ X\t

Bemerkung 5.3.6. 1. Die Umkehrung des Lemmas stimmt nicht, denn bei vorgegebenen
Kurven y = K + At und y = exp{ct + a} muss es die Schnittpunkte ¢y und cy nicht
unbedingt geben. So kann die Gerade vollstindig unter der Kurve y = exp{ct + a} liegen.

2. Der Test . macht von den Werten 60y und 01 nicht explizit Gebrauch. Dies unterscheidet
ihn vom Test pg x, fir den die Dichten fo und fi1 gebraucht werden.

Jetzt sind wir bereit, den Hauptsatz tiber zweiseitige Tests zum Priifen der Hypothesen
H0:0:90VS. H1297£90

zu formulieren und zu beweisen.

Satz 5.3.5

(Hauptsatz tiber zweiseitige Tests)

Unter den Voraussetzungen des Lemmas 5.3.4 sei ¢, ein Test aus (5.3.9), fir den ¢, € U(a)
gilt. Dann ist ¢, bester unverfilschter Test zum Niveau a (und dadurch bester Test in ¥(a))
der Hypothesen

Hy:0 =06y vs. H : 6 0,.

Beweis Wihlen wir ein beliebiges 0; € ©, 6 # 6. Nach Lemma 5.3.4 ist ¢, ein modifizierter
Neyman-Pearson-Test ¢ » fiir eine spezielle Wahl von K und A € R. ¢k  ist aber nach Satz
5.3.4 bester Test in W(«) fiir Hy : = 6y vs. H} : § = 6;. Da ¢, nicht von 6; abhéngt, ist es
bester Test in W(a) fiir Hy : 6 # 6y. Da unverfilschte Niveau-a-Tests in ¥(«) liegen, miissen
wir nur zeigen, dafl ¢, unverfilscht ist. Da . der beste Test ist, ist er nicht schlechter als der
konstante unverfilschte Test ¢ = «, das heifit

Gn(@c: 6) > Gn(@ae) = Q, 0 7/: 90-

Somit ist auch ¢, unverfilscht. Der Beweis ist beendet. O
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Bemerkung 5.3.7. Wir haben gezeigt, dafi ¢, der beste Test seines Umfangs ist. Es wdre
jedoch noch zu zeigen, dajf$ fir beliebiges o € (0,1) Konstanten c1,c2,v1,72 gefunden werden,
fir die Egp. = a gilt. Da der Beweis schwierig ist, wird er hier ausgelassen. Im folgenden
Beispiel jedoch wird es klar, wie die Parameter ci,ca,71,v2 zu wdhlen sind.

Beispiel 5.3.5 (Zweiseitiger Gauf3-Test):

Im Beispiel 5.1.2 haben wir folgenden Test des Erwartungswertes einer normalverteilten Stich-
probe (Xi,...,X,) mit unabhingigen und identisch verteilten X; und X; ~ N(u,03) bei
bekannten Varianzen o betrachtet. Getestet werden die Hypothesen

Hy:p=po vs. Hy o # po.

Der Test ¢(x) lautet

p(a) =T (r €R™: [T@)] > 21-072)

wobei

Zeigen wir, dal ¢ der beste Test zum Niveau a in ¥(a) (und somit bester unverfalschter Test)
ist. Nach Satz 5.3.5 miissen wir lediglich priifen, dafi ¢ als ¢, mit (5.3.9) dargestellt werden
kann, weil die n-dimensionale Normalverteilung mit Dichte f, (siehe Beispiel 5.3.3) zu der
einparametrischen Exponentialfamilie mit Statistik

T(x) = yno

o]

gehort. Setzen wir ¢1 = 21_q/2, C2 = —21_q/2, 71 = 72 = 0. Damit ist

B _ )1, falls [T(2)] > z1-q/9,
p(x) = @e(x) = { 0, falls |T(z)] < 21_q/2-

und die Behauptung ist bewiesen, weil aus der in Beispiel 5.1.2 ermittelten Gutefunktion
Gn(p,0) von ¢ ersichtlich ist, da8 ¢ ein unverfélschter Test zum Niveau a ist (und somit
p € V().

Bemerkung 5.3.8. Bisher haben wir immer vorausgesetzt, dafl nur ein Parameter der Ver-
teilung der Stichprobe (Xi,...,X,) unbekannt ist, um die Theorie des Abschnittes 1.3 tber
die besten (Neyman-Pearson-) Tests im Fall der einparametrischen Exponentialfamilie auf-
stellen zu konnen. Um jedoch den Fall weiterer unbekannten Parameter betrachten zu konnen
(wie im Beispiel der zweiseitigen Tests des Erwartungswertes der normalverteilten Stichprobe
bei unbekannter Varianz (der sog. t-Test, vergleiche Abschnitt 1.2.1, 1 (a)), bedarf es einer
tiefergehenderen Theorie, die aus Zeitgrinden in dieser Vorlesung nicht behandelt wird. Der
interessierte Leser findet das Material dann im Buch [? ].
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5.4 Anpassungstests

Sei eine Stichprobe von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen (Xi,...,X,) ge-
geben mit X; ~ F (Verteilungsfunktion) fir ¢« = 1,...,n. Bei den Anpassungstests wird die
Hypothese

H()iF:F()VS.HltF#FQ

iiberpriift, wobei Fy eine vorgegebene Verteilungsfunktion ist.
Einen Test aus dieser Klasse haben wir bereits in der Vorlesung Stochastik I kennengelernt:
den Kolmogorow-Smirnov-Test (vergleiche Bemerkung 3.3.8. 3), Vorlesungsskript Stochastik I).
Jetzt werden weitere nichtparametrische Anpassungstests eingefiihrt. Der erste ist der y?-
Anpassungs-test von K. Pearson.

5.4.1 y*-Anpassungstest

Der Test von Kolmogorov-Smirnov basierte auf dem Abstand

D,, =sup | Fy(z) — Fy() |
r€ER

zwischen der empirischen Verteilungsfunktion der Stichprobe (X1, ..., X},) und der Verteilungs-
funktion Fy. In der Praxis jedoch erscheint dieser Test zu feinfiihlig, denn er ist zu sensibel
gegeniiber UnregelméaBigkeiten in den Stichproben und verwirft Hy zu oft. Einen Ausweg aus
dieser Situation stellt die Vergroberung der Haupthypothese Hy dar, auf welcher der folgende
x2-Anpassungstest beruht.

Man zerlegt den Wertebereich der Stichprobenvariablen X; in r Klassen (aj,b;], j =1,...,r
mit der Eigenschaft

—co<a; <by=ay<by=...=a, <b <o0.
Anstelle von Xj;,7 = 1,...,n betrachten wir die sogenannten Klassenstirken Z;, j = 1,...,r,
wobei
Z]:#{ZGJ<XZ§()],1SZSH}
Lemma 5.4.1
Der Zufallsvektor Z = (Z,...,Z,)" ist multinomialverteilt mit Parametervektor
b= (plv s ,Prfl)T € [Oa 1]T_1’

wobei

r—1
pj =Pla; < X1 <bj) = F(bj) — F(a;), j=1,...,r—=1, p,= 1—ij.

j=1

Schreibweise:

Z ~ M’r‘—l(n7p)
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Beweis Es ist zu zeigen, daf fiir alle Zahlen kq, ...k, € Ng mit k1 + ...+ k. = n gilt:

n!

. k .
P(Zi:ki,z:l,...,r):mpll-..upff. (5.4.1)
Da X; unabhéngig und identisch verteilt sind, gilt
n
P(Xj S (aij,bij],jzl,...,n) = HIP’(aij < X3 sz]> :p’fl -...-pfr,

j=1

falls die Folge von Intervallen (a;;, b;;]j=1,...n das Intervall (a;, b;] k; Mal enthélt, i = 1,...,7.
Die Formel (5.4.1) ergibt sich aus dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit als Summe {iber die
Permutationen von Folgen (a;;, b;;|j=1,. n dieser Art. O

Im Sinne des Lemmas 5.4.1 werden neue Hypothesen iiber die Beschaffenheit von F' gepriift.
Ho :p=po vs. Hi :p + po,

wobei p = (py, ..., pr,l)T der Parametervektor der Multinomialverteilung von Z ist, und pg =

r—1
(po1, - - - ,po,r_l)T € (0,1)" ! mit Zl po; < 1. In diesem Fall ist
1=

Ao ={F € A:F(bj)— Fla;)=poj, j=1,...,r—1},

Ay = A\ Ag, wobei A die Menge aller Verteilungsfunktionen ist. Um Hy vs. Hj zu testen, fithren
wir die Pearson-Teststatistik

o) - 32 G

=1 npoj

ein, wobei = (x1,...,2,) eine konkrete Stichprobe der Daten ist und z;, j = 1,...,r ihre
Klassenstéarken sind.
Unter Hy gilt

IEZj:npoj, jzl,...,r,

somit soll Hy abgelehnt werden, falls 7,,(X) ungewohnlich grofe Werte annimmt.
Im nichsten Satz zeigen wir, dal T'(X1, ..., X,,) asymptotisch (fiir n — 0o) x2_,-verteilt ist,
was zu folgendem Anpassungstest (y2-Anpassungstest) fiihrt:

Hy wird verworfen, falls T,,(x1, ..., z,) > Xz—l,l—a-

Dieser Test ist nach seinem Entdecker Karl Pearson (1857-1936) benannt worden.

Satz 5.4.1
Unter Hy gilt

nli_)II;OPpO (Tn(Xl, ey Xp) > X%—l,l—a) =a,ac(0,1),

das heiit, der x?-Pearson-Test ist ein asymptotischer Test zum Niveau o.
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Beweis Fiihren wir die Bezeichnung Z,,; = Z;(X1, ..., X,,) der Klassenstérken ein, die aus der
Stichprobe (X1, ..., X,,) entstehen. Nach Lemma 5.4.1 ist

Zn = (Zniy..oy Zny) ~ My_1(n,py) unter Hy.

Insbesondere soll E Z,,; = npy; und

npo; 1—p0 5 22]7
COV(Zm"ZnJ'):{ —nZ]?(EiPOjv ’ i3]

fir alle 4,5 = 1,...,r gelten. Da
n
anzzﬂ(aj<Xi§bj)7 jZl,...,’F,
=1

ist Z, = (Zn1,..., Znyr—1) eine Summe von n unabhéngigen und identisch verteilten Zufalls-
vektoren Y; € R"~! mit Koordinaten Y;; = I(a; < X; < b;), j = 1,...,r — 1. Daher gilt nach
dem multivariaten Grenzwertsatz (der in Lemma 5.4.2 bewiesen wird), dafl

n
> Y, —nEY;
Zn,—EZ =
n n = =l L, Y ~ N(0, K),
\/ﬁ \/ﬁ n—00
mit N(0, K) eine (r — 1)-dimensionale multivariate Normalverteilung (vergleiche Vorlesungs-

skript WR, Beispiel 3.4.1. 3.) mit Erwartungswertvektor Null und Kovarianzmatrix K = (01-2]-),
wobei

7 =

o2 = _pin0j7 l % ja
" poi(1 —poj), i=J

fiir i,j = 1,...,7 — 1 ist. Diese Matrix K ist invertierbar mit K1 = A = (a;;),

1 . .
ﬁv Z#]v

Qi = Is

v 141 i=j
Poi por’ :

AuBlerdem ist K (als Kovarianzmatrix) symmetrisch und positiv definit. Aus der linearen
Algebra ist bekannt, daB es eine invertierbare (r — 1) x (r — 1)-Matrix A'/? gibt, mit der
Eigenschaft A = A/2(AY2)T. Daraus folgt,

K=A"1= ((Al/Q)T)—l . (Al/Q)—l'
Wenn wir (AY?)T auf Z/, anwenden, so bekommen wir

(Al/Q)T ) Z1/1 i> (A1/2)T Y,

n—oo

wobei

(AYT .Y ~ N (0’ (AV2)T . K-A1/2) =N (0,Z,-1)
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nach der Eigenschaft der multivariaten Normalverteilung, die im Kapitel 2, Satz 7?7 behandelt
wird. Des Weiteren wurde hier der Stetigkeitssatz aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung benutzt,

daf

d d
Yo 53 Y = efn) =2 ¢(Y)
fiir beliebige Zufallsvektoren {Y,}, Y € R™ und stetige Abbildungen ¢ : R — R. Diesen Satz
haben wir in WR fiir Zufallsvariablen bewiesen (Satz 6.4.3, Vorlesungsskript WR). Die erneute
Anwendung des Stetigkeitssatzes ergibt

2 4
(@)Tz | L Y =R~ X

Zeigen wir, daf
2
Tn(Xla s 7Xn) = ‘(A1/2)TZ7/’L :

Es gilt:
2
ATz [ = (AT Z) T (AT z) =z AVR (AT 71 = 7T Az,
A
r—1 r—1r—1
1 /Z n Z, Z,
B (B ) R () ()
=1 Poj \m Por ;21 j=1
r—1 r—1 2
_ (an np()j) n <an >
- Z — — Poj
i=1 npo; Por \;53\ 1
_ = (anfnpo]) n <an >2
= — — Por
j=1 npoj Por \ T
" (Z npo;)?
= Z ( Tb] poj) = Tn<X1a aXn)a
j=1 npo;j
weil
r—1
Z an =n ZTLT‘7
j=1

r—1
Zp()j =1—por.
j=1

O

Lemma 5.4.2 (Multivariater zentraler Grenzwertsatz):
Sei {Y}, }nen eine Folge von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvektoren, mit EY; =
und Kovarianzmatrix K. Dann gilt

n
Yi—np
i=1 d
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Beweis Sei Y; = (Yj1,...,Yjn)". Nach dem Stetigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen
ist die Konvergenz (5.4.2) dquivalent zu

pult) =3, 9(t) tER™, (543
wobei
. L Y. — nu;
SDn(t)—IEe”S"—IEexp{ Zt 1yt \/ﬁ’” “J}

die charakteristische Funktion vom Zufallsvektor

n

2 Yi—np

Sn — =1

NG

und
o(t) = et KL/2

die charakteristische Funktion der N (0, K)-Verteilung ist. Die Funktion ¢, (¢) kann in der Form

m

n Zt]( IUJ)
on(t) =E exp zlel— . ot=(t,....tm) ER™

=1

umgeschrieben werden, wobei fiir die Zufallsvariable
m
= Z tj(Yy
j=1

gilt:

VarL; = E Zt )(Yik—p )i | =t'Kt, i€N.
k,j=1

Falls ¢ Kt = 0, dann gilt L; = 0 fast sicher, fiir alle i € N. Hieraus folgt ¢, (t) = ¢(t) = 1, also
gilt die Konvergenz 5.4.2.
Falls jedoch t" Kt > 0, dann kann ¢, (t) als charakteristische Funktion der Zufallsvariablen

n
> Li/vn
i=1
an Stelle 1, und ¢(t) als charakteristische Funktion der eindimensionalen Normalverteilung

N(0,t" Kt) an Stelle 1 interpretiert werden. Aus dem zentralen Grenzwertsatz fiir eindimen-
sionale Zufallsvariablen (vergleiche Satz 7.2.1, Vorlesungsskript WR) gilt

.
Z\/ﬁn_mLNN(Ot Kt)
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und somit

on(t) = oo Li/\/ﬁ)(l) =2 wr(l) = @(b).
Somit ist die Konvergenz (5.4.2) bewiesen. O
Bemerkung 5.4.1. 1. Die im letzten Beweis verwendete Methode der Reduktion einer mehr-

dimensionalen Konvergenz auf den eindimensionalen Fall mit Hilfe von Linearkombina-
tionen von Zufallsvariablen trigt den Namen von Cramér- Wold.

2. Der x?-Pearson-Test ist asymptotisch, also fiir grofie Stichprobenumfinge, anzuwenden.
Aber welches n ist grof$ genug? Als ,,Faustregel® gilt: npo; soll gréfier gleich a sein, a €
(2,00). Fir eine grifiere Klassenanzahl v > 10 kann sogar a = 1 verwendet werden. Wir
zeigen jetzt, daf der x?-Anpassungstest konsistent ist.

Lemma 5.4.3
Der y?-Pearson-Test ist konsistent, das heit

Vp € [O, 1]T_1a p 74 bo gllt nlL)Holo ]P)p (Tn(Xla s 7XTL) > X',Q“—l,l—a) =1

Beweis Unter H; gilt

n
> Ia; < X; < by)
i=1 fs

an/n = - nﬁo E]I(aj <X; < bj)

=p;

nach dem starken Gesetz der grofien Zahlen. Wir wéahlen j so, da8 p; # po;. Es gilt

7 . — )2 7. 2
To(Xy.... X,) > Zni = 100)” Zn(’”—poj) fa o
npoj n n—o0
~n(p;j—po;)*
Somit ist auch
f.s
IPP (Tn(le : 7Xn> > Xzfl,lfa) nﬁo 1
O
5.4.2 Y?-Anpassungstest von Pearson-Fisher
Es sei (X1,...,X,) eine Stichprobe von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen
X;,1=1,...,n. Wir wollen testen, ob die Verteilungsfunktion F’ von X; zu einer parametrischen
Familie
A={Fp:0€0}, OCR™
gehort. Seien die Zahlen a;, b;, i = 1,...,r vorgegeben mit der Eigenschaft

—o<a<bi=aa<b=...=a,<b. <
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und

Zj:#{Xi,’izl,...,n:CLj<Xi§bj}, jg=1...,7
Z=(Z1,....2Z)".

Nach Lemma 5.4.1 gilt: Z ~ M,_1(n,p),p = (po,...,pr—1)" € [0,1]""L. Unter der Hypothese
Hy: F € Ap gilt: p=p(60), 0 € © C R™. Wir vergrobern die Hypothese Hy und wollen folgende
neue Hypothese testen:

Hy:pe{p®):0€0} vs. H :p ¢ {pf):0c0O}.
Um dieses Hypothesenpaar zu testen, wird der y2-Pearson-Fisher-Test wie folgt aufgebaut:

1. Ein (schwach konsistenter) Maximum-Likelihood-Schétzer 6,, = 6(X1, ..., X,,) fiir 0 wird
gefunden: 6, n%oo 6. Dabei muB {0, }nen asymptotisch normalverteilt sein.

2. Es wird der Plug-In-Schiitzer p(f,,) fiir p(d) gebildet.

3. Die Testgrofle

A\ 2
~ r ( L] _np](a)) P
2
Tn(Xl,..., np](e) njonNermfl

J=1
unter Hy und gewissen Voraussetzungen.

4. Hy wird verworfen, falls Tn(Xl, LX) > Xg_m_m_a. Dies ist ein asymptotischer Test
zum Niveau a.

Bemerkung 5.4.2. 1. Bei einem x?-Pearson-Fisher- Test wird vorausgesetzt, daff die Funk-
tion p(0) explizit bekannt ist, 6 jedoch unbekannt. Das bedeutet, daf$ fir jede Klasse von
Verteilungen Ao die Funktion p(-) berechnet werden soll.

2. Warum kann T, die Hypothese Hy von Hy unterscheiden? Nach dem Gesetz der grofien
Zahlen gilt

1 1 X P
s~ pi0n) =+ Zug — p3(6) ~ (23(0) ~ i (®)) 2 0.
—_————
Lo 50
falls 6, schwach konsistent ist und p;(-) eine stetige Funktion fir alle j =1,...,r ist.

Das heifit, unter Hy soll Tn(Xl, ..., X, relativ kleine Werte annehmen. Fine signifikante
Abweichung von diesem Verhalten soll zur Ablehnung von Hy fiihren, vergleiche Punkt 4.

Fir die Verteilung Fy von X; gelten folgende Regularitdtsvoraussetzungen (vergleiche Satz
3.4.2, Vorlesungsskript Stochastik I).

1. Die Verteilungsfunktion Fy ist entweder diskret oder absolut stetig fiir alle 6 € ©.

2. Die Parametrisierung ist eindeutig, das heifit: 6 # 0, < Fy + Fy,.
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3. Der Tréger der Likelihood-Funktion

L(z,0) = Py(X1 ==x), im Falle von diskreten Fp,
U fel(w), im absolut stetigen Fall.

SuppL(z,0) = {x € R: L(x,0) > 0} hangt nicht von 6 ab.

4. L(x,0) sei 3 Mal stetig differenzierbar, und es gelte fir £ = 1,...,3 und 41,...,9; €
{1...m}, daB

OFL(x,0 %
<Z) / 00 ( ) 8)91'19 o= 00;, - ...-00;, (Z) /L(%Q)CM =0

i1 "

5. Fiir alle 0y € © gibt es eine Konstante cg, und eine messbare Funktion gp, : SuppL — R,
sodaf
33 log L(x,0)

< _
90;,00;,00;, < 960(x), 10— ol < co,

und
Ego ggO(Xl) < Q.

Wir definieren die Informationsmatriz von Fisher durch

B 0log L(X1,0) 0log L(X1,0)
1(0) = <IE [ 20, 2, " R (5.4.4)

Satz 5.4.2 (asymptotische Normalverteiltheit von konsistenten ML-Schitzern én,
multivariater Fall m > 1):

Es seien Xi,..., X, unabhingig und identisch verteilt mit Likelihood-Funktion L, die den
Regularitatsbedingungen 1-5 geniigt. Sei I(0) positiv definit fiir alle # € © C R™. Sei 6,, =

A

0(X1,...,X,) eine Folge von schwach konsistenten Maximum-Likelihood-Schétzern fiir §. Dann
gilt:

A d _
V0, 0) 5 N(O.17(9)).
Ohne Beweis; siehe den Beweis des Satzes 3.4.2, Vorlesungsskript Stochastik I.

Fiir unsere vergroberte Hypothese Hy : p € {p(#),0 € O} stellen wir folgende, stiickweise
konstante, Likelihood-Funktion auf:

L(z,0) = p;j(0), falls z € (aj, b;].
Dann ist die Likelihood-Funktion der Stichprobe (x1,...,zy) gleich

L(ml, ey Ty, 9) = H p](e)ZJ(ml,,xn)
j=1

= log L(x1,...,2p,0) = ZZj(xl, . Zy) - logp;(0).
j=1

0, = é(azl, ..., xy) = argmaxlog L(x1,...,x,,0)

0cO
" Op;(0 1
:>ZZJ(:E1> 73311) de(z) p](e) :07 Z_la , M
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Aus 377 pj(0) = 1 folgt

" Op;(0) " Zj(x1,...,2,) —np;j(0) Op;(0)
06, 07 J; 0 20,

=0, 2=1,...,m.
j=1

Lemma 5.4.4

Im obigen Fall gilt I(9) = C'T(0) - C (), wobei C(6) eine (r x m)-Matrix mit Elementen

_ Opi(9) 1

cij(0) = 26, Jond) ist.

Beweis

B lalogL(Xl,H) ' 810gL(X1,9)] _ Z dlogp(0) logpy(6) ()

06); 06, =L 06,

. 1 ) 6pk(9) ) 1
= 00 pe(0) 0605 pu(0)
)

- p(©)

denn log L(X1,0) = Zlogpj(é’) I(z € (aj,b4]) .
i=1

Deshalb gilt die Folgerung aus Satz 5.4.2:

Folgerung 5.4.1. Sei 0, = é(Xl, ..., Xp) ein Mazximum-Likelihood-Schdtzer von 6 im vergré-
berten Modell, der schwach konsistent ist und den obigen Reqularititsbedingungen geniigt. Sei
die Informationsmatriz von Fisher I(0) = CT(0) - C(0) fiir alle § € © positiv definit. Dann ist
0 asymptotisch normalverteilt:
A d 71
Vi (6, -0) 5 v~ N (0,171(0))
Satz 5.4.3

Es sei 6,, ein Maximum-Likelihood-Schétzer im vergroberten Modell fiir 0, fiir den alle Voraus-
setzungen der Folgerung 5.4.1 erfiillt sind. Die Teststatistik

r , e (D )2
By = S B ) =)
j=1 np;(On)

ist unter Hy asymptotisch x2_, _;-verteilt:

lim Py (Tn(Xl, LX) > x?«_m_l,l_a) - a.

n—o0

ohne Beweis (siehe [23]).

Aus diesem Satz folgt, daB der y?-Pearson-Fisher-Test ein asymptotischer Test zum Niveau
o ist.
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Beispiel 5.4.1 1. x%-Pearson-Fisher-Test der Normalverteilung

Sei (X1,...,X,) eine Zufallsstichprobe. Es soll gepriift werden, ob X; ~ N(u,c?). Es gilt
0= (u,0%) €0 =RxRy.

Sei (aj, bj]j=1,...r eine beliebige Aufteilung von R in r disjunkte Intervalle. Sei

die Dichte der N(u,o?)-Verteilung.
b
pi(0) =Po(a; < X1 <b) = [ fola)de, j=1,...r
aj

mit den Klassenstarken
Zj = #{Z 1 X, € (aj,bj]}.

Wir suchen den Maximum-Likelihood-Schétzer im vergroberten Modell:

ap(e) bj 0 1 bj r— W _1(z—p\2
J :/aj %fg(x)dx: /a 5 € 3(57*) 4

o Vono? Ja; O
opi(0) b D
b = [ gt

a;

1 b 1 1 1(e—p)\2 1 1e-u\2 T — )2
-/ [_2.(02)3/2@ ) L) <<u>>

11 b 1 b
= _ig/a. f9($)d$+2(02)2/a. (ZU_M)QfG(fU)d"E

Die notwendigen Bedingungen des Maximums sind:

bj
., fxfg(x)dx ,
szifbj —u> Z;=0,
7=1

= J fo(x)de o
b; ] -
L C{(ac — u)fo(z)dz
Pj:lzj » —;Zj = 0.
fo(x)dx Z

a; =n
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Daraus folgen die Maximum-Likelihood-Schétzer /i und &2 fiir p und o2:

Wir konstruieren eine Niherung zu i und &2 fiir 7 — oo. Falls » — oo (und somit auch
n — 00), dann ist b; — a; klein und nach der einfachen Quadraturregel gilt:

bj
/a xfo(x)dx ~ (bj — a;) y; fo(y;),

j
bj
| falw)do = (b~ a5) folwy),
a;
wobei y1 = b1, ¥ = bp_1 = ap,

Daraus folgen fiir die Maximum-Likelihood-Schétzer ji und &2:
T

dvi-Zi=h

j=1

1 ~\2 ~2

- o 7. —

n Z (yj —i)" Zy =57,
- (ﬂ, &2) .

7=1
Der y2-Pearson-Fisher-Test lautet dann: Hy wird abgelehnt, falls

~
~

=
S|

<

52~

A

jél (2 - ”Pj(é))2

T, = = > Xr_31—o
n npj(e) Xr 31—«

2. x%-Pearson-Fisher-Test der Poissonverteilung

Es sei (X1,...,X,) eine Stichprobe von unabhéngigen und identisch verteilen Zufallsva-
riablen. Wir wollen testen, ob X; ~ Poisson(\), A > 0. Es gilt # = XA und © = (0, +0).
Die Vergroberung von © hat die Form

—o=a1< b =as< by =a3<...<b_1 =a, <b.=400.
~— ~— ——
=0 =1 =r—2
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Dann ist
N1
— A _ _

p]()‘)_]P))\(Xl_]il)_e (]—1)'7 j_]-a , T ]-a

o B )\z
pr(A) = Y e

1=r—1 t
dp; (A Vit N2 PVt -1
pj()i f)\' +(j—) *Ai 7/\. (] _1>
dX (-1t (j—1! =D\ A

Die Maximum-Likelihood-Gleichung lautet

Z pz() 7_1
O—ZZ <¢7_1_1)+Zz>” p(A() )

Falls r — oo, so findet sich r(n) fiir jedes n, fiir das Z,(,) = 0. Deshalb gilt fiir 7 > r(n):

r—1
S (G-1Z;— A Z Zj =0,
j=1
\V/
=n
woraus der Maximum-Likelihood-Schéatzer
r—1 1 o
=Y -1Zj==-> X; =X,

i=1 "=

folgt. Der y2-Pearson-Fisher-Test lautet: Hy wird verworfen, falls

r (Zj — npx(yn)f

T, = Z —5 > Xz—z,l—a-
j=1 (npj(Xn))
5.4.3 Anpassungstest von Shapiro
Es sei (Xi,...,X,) eine Stichprobe von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen,

X; ~ F. Getestet werden soll die Hypothese
Hy:F € {N(u,0?):p€R, 0%>>0}vs. H : F ¢ {N(u,0%),n € R, 0 > 0}.

Die in den Abschnitten 5.4.1 - 5.4.2 vorgestellten x?-Tests sind asymptotisch; deshalb kénnen
sie fiir relativ kleine Stichprobenumfinge nicht verwendet werden.

Der folgende Test wird diese Liicke fiillen und eine Testentscheidung iiber Hy selbst bei
kleinen Stichproben ermdoglichen.
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Man bildet Ordnungsstatistiken X qy,..., X(,), X1) < Xy < ..., < X(p,) und vergleicht
ihre Korreliertheit mit den Mittelwerten der entsprechenden Ordnungsstatistiken der N (0, 1)-
Verteilung. Sei (Y1,...,Y,) eine Stichprobe von unabhéngigen und identisch verteilten Zufalls-
variablen, Y1 ~ N(0,1). Es sei a; = EY(;), i = 1,...,n. Falls der empirische Korrelations-
koeffizient p,x zwischen (a1, ...,an) und (X(yy,..., X(,)) bei 1 liegt, dann ist die Stichprobe
normalverteilt. Formalisieren wir diese Heuristik:

Es sei b; der Erwartungswert der i-ten Ordnungsstatistik in einer Stichprobe von N (u,0?)-
verteilten, unabhingigen Zufallsvariablen Z;: b; = EZ(;), i = 1,...,n. Es gilt: b; = p + oa,,
i=1,...,n. Betrachten wir den Korrelationskoeffizienten

3 (b =) (X~ Xa)
Pox = ni — —" (545)
gﬂm—%)XWXm—Xﬂ

i=1

Da p invariant beziiglich Lineartransformationen ist und

Zn:ai = Zn:EYZ =K (iﬁ) =0, gilt:
i=1 i=1 i=1

=0
—~N
n L - "
_X S ai Xy —X a
(Stochastik I) Z; i (X(Z) Xn) i=1 ) " ; ’
Pvx = PaX = - - 5 = . . 2
¢zﬁz@ﬁmg ¢Zﬁ2@fX@
i=1 =1 i=1 =1
n
> aiX()
_ i=1
n n 2
¢zwzxi—n)
i=1 i=1
Die Teststatistik lautet:
n
T, = L (Shapiro-Francia-Test)
n 9 n — \2
¢Z%Z@fXﬁ
i=1 = =1

Die Werte a; sind bekannt und koénnen den Tabellen bzw. der Statistik-Software entnommen
werden. Es gilt: |T,| < 1.

Hy wird abgelehnt, falls T, < gy o, wobei ¢, o das a-Quantil der Verteilung von T;, ist.
Diese Quantile sind aus den Tabellen bekannt, bzw. kénnen durch Monte-Carlo-Simulationen
berechnet werden.

Bemerkung 5.4.3. Einen anderen, weit verbreiteten Test dieser Art bekommt man, wenn man
die Lineartransformation b; = u + oa; durch eine andere Lineartransformation ersetzt:

T _
(ah,....a) =K (a,...,an),



b Tests statistischer Hypothesen 161

wobei K = (k;;)7_, die Kovarianzmatriz von <Y(1), .. ,Y(n)) 1st:

kij:E(Y(i)—ai)(Y(j)—aj), i,jzl,...,n,

Der so konstruierte Test trdigt den Namen Shapiro- Wilk-Test.

5.5 Weitere, nicht parametrische Tests

5.5.1 Binomialtest

Es sei (Xy,...,X,) eine Stichprobe von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen,
wobei X; ~ Bernoulli(p). Getestet werden soll:

Ho:p=povs. Hi :p+#po

Die Teststatistik lautet

n

To=>_ X; 4 Bin(n, po),
=1

und die Entscheidungsregel ist: Hy wird verworfen, falls

Ty ¢ [Bin(nap())a/% Bin(napO)lfa/ﬂ?

wobei Bin(n, p), das a-Quantil der Bin(n, p)-Verteilung ist.

Fiir andere Hy, wie zum Beispiel p < py (p > pp) muss der Ablehnungsbereich entsprechend
angepasst werden.

Die Quantile Bin(n, p), erhilt man aus Tabellen oder aus Monte-Carlo-Simulationen. Falls
n grof ist, konnen diese Quantile durch die Normalapproximation berechnet werden:

Nach dem zentralen Grenzwertsatz von DeMoivre-Laplace gilt:

B T, — npo T — Npo ~ _r—nbo
P <o) _P<\/np0(1—po) = Vnpo(l —p0)> nioe <m> |

Daraus folgt:

~ Bin(n,po)a — npo
o A
npo(1 — po)

= Bin(n, po)a ~ \/npo(1 — po) - 2a + npo
Nach der Poisson-Approximation (fiir n — oo, npg — Ag) gilt:

Bin(n, po)a/2 & Poisson(Ao)a /2,

Bin(n,po)i—a/2 & Poisson(\g)1_a/2, wobei A\g = npo.

Zielstellung: Wie kann mit Hilfe des oben beschriebenen Binomialtests die Symmetrieeigen-
schaft einer Verteilung getestet werden?
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Essei (Y1,...,Y,) eine Stichprobe von unabhéngigen und identisch verteilen Zufallsvariablen
mit Verteilungsfunktion F. Getestet werden soll:

Hy : F ist symmetrisch vs. H; : F ist nicht symmetrisch.

Eine symmetrische Verteilung besitzt den Median bei Null. Deswegen vergrobern wir die Hy-
pothese Hy und testen:

H): F710,5) =0 vs. H| : F7(0,5) #0.
Noch allgemeiner: Fiir ein 8 € [0, 1]:

Hy : F7H(B) =g vs. H{ : F71(8) # 5.
Hy vs. H wird mit Hilfe des Binomialtests wie folgt getestet: Sei X; = I (Y; < vg). Unter H{f
gilt:
X; ~ Bernoulli(F(vg)) = Bernoulli(3).

Seien a1 = —00, by = 7Y, a2 = b1, bo = 400 zwei disjunkte Klassen (ay,b1], (az,bo] in der
Sprache des x?-Pearson-Tests. Die Testgrofe ist:

i=1

Die Hypothese F~1(8) = 3 ist dquivalent zu H{’ : p = 3. Die Entscheidungsregel lautet dann:
H{" wird verworfen, falls T,, ¢ {Bin(n, B)a/2, Bin(n, 5)1701/2]}- Dies ist ein Test zum Niveau a.

5.5.2 lterationstests auf Zufalligkeit

In manchen Fragestellungen der Biologie untersucht man eine Folge von 0 oder 1 auf ihre
nZufilligkeit” bzw. Vorhandensein von gréfleren Clustern von 0 oder 1. Diese Hypothesen kann

man mit Hilfe der sogenannten Iterationstests statistisch tiberpriifen.
n
Sei eine Stichprobe X;, i =1,...,n gegeben, X; € {0,1}, >~ X; = ny die Anzahl der Einsen,
i=1
ng = n —ny die Anzahl der Nullen, ny, ny vorgegeben. Eine Realisierung von (X1, ..., X,,) mit
n = 18, n; = 12 ware zum Beispiel

x=(0,0,0,1,1,1,0,1,1,0,1,1,1,0,1,1,1,1)
Es soll getestet werden, ob

Hy : jede Folge x ist gleichwahrscheinlich vs.
H; : Es gibt bevorzugte Folgen (Clusterbildung)

stimmt.
Sei

n
Q:{x:(azl,...,xn): x; = 0 oder l,izl,...,n,in:m}
i=1
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der Stichprobenraum. Dann ist der Raum (€2, F,P) mit F = P (),
1 1

PO =10 =

ein Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum.
Sei

T, (X) = #{Iterationen in X} = #{Teilfolgen der Nullen oder Einsen}
= #{Wechselstellen von 0 auf 1 oder von 1 auf 0} + 1.
Zum Beispiel ist fiir z = (0,1,1,1,0,0,0,1,0,1,1,1,0,0), T,,(z) =7=6+ 1.
T,,(X) wird folgendermaflen als Teststatistik fiir Hy vs. Hy benutzt. Hy wird abgelehnt, falls

T'(z) klein ist, das heifit, falls 7),(z) < Fy, (). Dies ist ein Test zum Niveau o.. Wie berechnen
wir die Quantile Fr.- 17

Satz 5.5.1
Unter Hy gelten folgende Aussagen:
1.
n1—1\/ng—1
W, falls k = 21,
]P)(Tn:k): n—lnln —1 ni—1 no—1
S 12‘1()1() =) ), falls k = 2i + 1.
ny
2.
2
ET, =14 412
n
3.

2n1ng2(2ning — n)
Var (T,,) = 2(n — 1)

Beweis 1. Wir nehmen an, daf§ £ = 2i (der ungerade Fall ist analog). Wie kénnen 7 Klum-
pen von Einsen gewéhlt werden? Die Anzahl dieser Moglichkeiten = die Anzahl der Mog-
lichkeiten, wie ny Teilchen auf ¢ Klassen verteilt werden.

0/00] ... 10| (n1)
Dies ist gleich der Anzahl an Méglichkeiten, wie ¢ — 1 Trennwénde auf ny — 1 Positionen
verteilt werden konnen = ("Zl__ll) Das selbe gilt fiir die Nullen.
2. 8ei Yy =I{Xj1 # Xj}jp o
n

= ET,(X)=1+) E 1+ > P(X;_1 # Xj).
j=2 j=2

N
I

2(,7%) (anf(TE?:IQ)))!!(nlfl)!
P(Xj1 # Xj) = =2.

(n) n!
ni (n—n1)ng!
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Daraus folgt

2711712 ning
ET,=1 —1)———————=1+4+2 .
" +(n )n(n—l) * n

Ubungsaufgabe 5.5.1
Beweisen Sie Punkt 3.
O

Beispiel 5.5.1 (Test von Wald- Wolfowitz):
Seien Y = (Y3,...,Y,), Z = (Z1,...,Z,) unabhéngige Stichproben von unabhingigen und
identisch verteilten Zufallsvariablen, Y; ~ F, Z; ~ G. Getestet werden soll:

Hy: F=Gvs. H : F+G.

Sei (Y,Z)=(Y1,...,Yn,Z1,...,Zy,) und seien X, Stichprobenvariablen von (Y, Z),i=1,...,n,
n = nj + ne. Wir bilden die Ordnungsstatistiken Xéi), i=1,...,n und setzen

1, falls X/, =Y, fireinj=1,...,n,
X — (@) J
’ 0, falls X(/i) =Zjfireinj=1,...,no.

Unter Hj sind die Stichprobenwerte in (Y, Z) gut gemischt, das heifit jede Kombination von

0 und 1 in (Xy,...,X,) ist gleichwahrscheinlich. Darum konnen wir den Iterationstest auf
Zufilligkeit anwenden, um Hy vs. Hy zu testen: Hy wird verworfen, falls T,,(z) < F~'(a),
T =(T1,...,2p).

Wie konnen die Quantile von Fr, fiir grofle n berechnet werden? Falls

ny

— pe (0,1
n1+n2n—>oop (’ )7

dann ist 7}, asymptotisch normalverteilt.

Satz 5.5.2
Unter der obigen Voraussetzung gilt:
. ET,
dim == = 2p(1 —p)
1 42 2
nh—>r%o EVarTn =4p*(1 —p)
T, — 2p(1 —p) ny

d
— Y ~ N(0,1), falls
2y/np(l —p) n—oo 1) ny + ng

So kénnen Quantile von T;, ndherungsweise fiir grofie n folgendermaflen berechnet werden:

_ Tn —2np(1 —p) _ = —2np(1 —p))
a=P(T, < Fr'(a :P( <
( () 2y/np(1 - p) 2y/np(1 - p)
Fr!(a) = 2np(1 - p)
2y/np(1 —p)
Fr!(a) = 2np(1 — p)
2y/np(1 —p)

— p € (0,1).

-1
z=Fr, (o)

~

= 2o N
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Damit erhalten wir fiir die Quantile:

FrM o) ~ 2np(1 — p) + 2v/np(1 —p) - 24

ni
ni+ng

In der Praxis setzt man p = fiir p ein.
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Modalitét, 10
Modellierung von Daten, 1
Modellvalidierung, 1
modifizierter Box-Plot, 14
Modus, 12, 15
Momentenmethode, 72
Momentenschétzer, 72
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multimodal, 10
Multinomialverteilung, 148

Neyman-Fisher, Faktorisierungssatz, 100
Neyman-Pearson
Fundamentallemma, 134
Optimalitatssatz, 133
Normalverteilung
Konfidenzintervall
fur eine Stichprobe, 108
fur zwei Stichproben, 113
Signifikanztests, 126

Ordnungsstatistik, 6, 12, 13

p-Wert, 123
Parameterraum, 41
Parametervektor, 41
Pearson-Teststatistik, 149
Plug-in-Methode, 70
Plug-in-Schétzer, 70, 71
Poissonverteilung, 115, 128, 130
asymptotisches Konfidenzintervall, 112
Neyman-Fisher-Test, 158
Neyman-Pearson-Test, 136
Polynomiale Regression, 34
Punktschétzer, 41

Quantil, 12, 13
Quantilplot, 22
Quartil, 12, 14

Randomisierungsbereich, 119
Rangkorrelationskoeffizient, 31
Realisierung, 5, 7
rechtsschief, 10
rechtssteil, 10
Regressand, 34
Regression, 34
einfache lineare, 34
polynomiale, 34
Regressionsgerade, 34
Regressionsgerade, Eigenschaften von, 37
Regressionskoeffizient, 34
Regressionskonstante, 34
Regressionsvarianz, 34
Regressor, 34
relative Haufigkeit, 7

Resampling-Methode, 86
Residualplot, 39
Residuen, 36

Saulendiagramm, 8
Satz

x2-Verteilung, Spezialfall, 44

Darstellung des Gini-Koeffizient, 19

Dichte der t-Verteilung, 46

Dichtetransformationssatz fiir Zufallsvek-
toren, 48

Eigenschaften der empirischen Momente,
52

Eigenschaften des bedingten Erwartungs-
wertes, 95

Faktorisierungssatz von Neyman-Fisher,
100

Gliwenko-Cantelli, 65

Invarianzeigenschaften, 32

Kolmogorow, 69

Lehmann-Scheffé, 104

Momenterzeugende und charakteristische
Funktion der Gammaverteilung, 43

Schwache Konsistenz von ML-Schétzern,
78

Ungleichung von Cramér-Rao, 90

Ungleichung  von Dvoretzky-Kiefer-
Wolfowitz, 67

Schétzer, 50

besserer, 52

bester erwartungstreuer, 52
konsistenter, 51
suffizienter, 97

Vergleich von, 52

Schiefe, 12, 20

Schlieflende Datenanalyse, 2
Spannweite, 16

Spearmans Korrelationskoeffizient, 31
Stabdiagramm, 7
Stamm-Blatt-Diagramm, 9
Standardabweichung, 17
Statistische Merkmale, 4
stem-leaf display, 9
Stichproben, 5
Stichprobenfunktion, 6
Stichprobenmittel, 6, 12
Stichprobenvarianz, 6, 16
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Streudiagramm, 28, 39
suffizienter Schétzer, 97
sum of squared residuals, 38
sum of squares explained, 38
sum of squares total, 38
Symmetriekoeffizient, 20
symmetrisch, 10

t-Verteilung, 46
Test
Anpassungstest, 148
Anpassungstest von Shapiro, 159
asymptotischer, 121, 127
besserer, 131
bester, 132
Binomialtest, 161
x2-Anpassungstest, 148
x2-Pearson-Fisher-Test, 154
Iterationstest, 162
Kolmogorov-Smirnov, 148
Macht, 120
Monte-Carlo-Test, 121
Neyman-Pearson-Test, 132
Ablehnungsbereich, 132
einseitiger, 137
modifizierter, 144
Parameter der Poissonverteilung, 136
Umfang, 132
NP-Test, siehe Neyman-Pearson-Test
Parameter der Normalverteilung, 126
parametrischer, 120
einseitiger, 120
linksseitiger, 120
rechtsseitiger, 120
zweiseitiger, 120
parametrischer Signifikanztest, 126
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power, siehe Macht

randomisierter, 119, 131

Schérfe, 120

von Shapiro-Francia, 160

von Shapiro-Wilk, 161

Starke, 120

Umfang, 131

unverfélschter, 125

Wald-Test, 127

von Wald-Wolfowitz, 164
Teststatistik, 107
Tortendiagramm, 8
Transformationsregel, 16

unimodal, 10, 78
unverzerrt, 50

Varianz, empirische, 16

Verlustfunktion, 84

Verteilung mit monotonem Dichtekoeffizien-
ten, 137

verteilungsfrei, 67

Verteilungsfunktion, empirische, 10

Vertrauensintervall, 58

Verzerrung, 51

Visualisierung, 1

Vollstandigkeit, 101

Wélbung, 12
Wolbungsmaf von Fisher, 21

Zielgrofle, 34

Zufallsstichprobe, 5

Zufallsvektoren
Dichtetransformationssatz, 48

zweidimensionaler Kerndichteschétzer, 29

zweidimensionales Histogramm, 28
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