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statische RisikomaRe Erinnerungen

prominente Beispiele (1)

Definition
Der Value at Risk zum Niveau o € (0, 1) ist definiert als der minimale
Verlust, der in den 100 - (1 — )% der schlechtesten Szenarien entsteht:

VaR,(X) := Fx (a) :=inf{x € R: Fx(x) > a},

wobei Fx die Verteilungsfunktion und F5~ ihre Pseudoinverse ist.

Definition
Der Tail Value at Risk (TVaR) zum Niveau « € (0, 1) ist definiert als der
erwartete Verlust in den 100 - (1 — )% schlechtesten Szenarien:

TVaRq(X) := E(X | X > VaRq (X))
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statische RisikomaRe Erinnerungen

prominente Beispiele (2)

Definition
Der Expected Shortfall (Average Value at Risk) zum Niveau v € (0,1) ist
definiert durch

1
ESw(X) = ﬁ / VaR,(X) dz.

Satz
Es gilt
ESo(X) = Ao - TVaR4(X) + (1 — Aa) - VaRa(X)
. P(X>VaR.(X
mit Ay = ZX>VaRa(X)) >1_a X))
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statische RisikomaRe Erinnerungen

prominente Beispiele (3)

alternative Berechnungsmethode fiir den Expected Shortfall:

Lemma

Es sei X: Q — R eine Zufallsvariable und x € R. Wir setzen
Ix xa = Lixsxt + Bx,a(x) - Lix=x}

wobei

Bral) = {w falls P(X = x) >0
0 sonst.
Dann gilt
Q 1x var.(x)a(w) €[0,1] fir allew € Q ,
Q@ E (1x vur.(x)0) =1—a,
Q E (X 1x vur(x)a) = (1 —a) - BESy(X).
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statische RisikomaRe Erinnerungen

Axiomatik nach Artzner et al.

Artzner, Delbaen, Eber und Heath (1999) begriinden eine Axiomatik des
RisikomaRes, die Eigenschaften eines intuitiven Risikobegriffs aufgreift.
Definition
Ein RisikomaB o : M — R heillt koharent, falls es die folgenden
Eigenschaften erfiillt:

e Translationsinvarianz: o(X +¢c) = o(X)+c VX e M,VceR

@ Monotonie: X1 > Xp f.i. = o(X1) > o(X2) VX1, Xo e M

e positive Homogenitit: o(cX) = co(X) VX € M,Vc € RT

e Subadditivitat: (X1 + X2) < o(X1) + o(X2) VXi, X0 € M
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statische RisikomaRe Einsatzmdglichkeiten und Grenzen

klassische Einsatzfelder

RisikomaBe werden eingesetzt

zum Vergleich verschiedener Risiken,
als Input fiir risikoadjustierte ErfolgsgroBen,
zur Pramienberechnung,

zur Ermittlung der Risikomarge versicherungstechnischer
Riickstellungen,

@ zur Ermittlung des bendtigten Risikokapitals (Solvenzkapital,
dkonomisches Kapital).

Das 6konomische Sicherheitsniveau der Risikokapitalausstattung wird dabei
durch folgende Faktoren festgelegt:

@ Typ des RisikomalRes
o technisches Konfidenzniveau

@ Zeithorizont
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statische RisikomaRe Einsatzmdglichkeiten und Grenzen

Grenzen

Die Wabhl einer Periode als Zeithorizont wirft angesichts des langfristigen
Charakters des Versicherungsgeschiafts Fragen auf, z.B.

@ Risikokapitalausstattung in kiinftigen Perioden? (ORSA, Skonomische
Steuerung)

@ Abhingigkeiten zwischen den Perioden?

e Anderungen des eigenen Risikoprofils?

e Anderungen des Umfelds (Kapitalmarkt)?

zentrale Perspektive: Informationszuwachs im Laufe der Zeit

Wolf FH Koblenz Dynamische RisikomaRe Ulm, 24.01.2012 8 /31



Allgemeine dynamische RisikomaRe
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Allgemeine dynamische RisikomaRe

Definition

Definition

Seien (€2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (F),c(o . eine Filtration

auf Q. Fiir jedes t sei M(€2,R) ein Vektorraum F;-messbarer Funktionen.
Ein dynamisches Risikomak ist eine Familie (p¢);cgo 1 von Abbildungen

pe: M (QLR) = M, (2, R),

so dass gilt:
Q@ X1 > Xpofs. = p:(X1) > pe (X2) f.s. (Monotonie);

@ Fir K € M(Q,R) gilt pe(X + K) = pt(X) + K fs.
(Translationsinvarianz).
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Allgemeine dynamische RisikomaRe

Koharenz

Definition
Ein dynamisches RisikomaB (p¢);cqo . m heift kohdrent, falls gilt:

Q p:(KX) = Kpe(X) fs. fiir alle K € M¢(Q,R) mit K > 0 f.s. und
KX € Mp(Q2,R) (Homogenitat);

Q o (Xl -+ X2) < pt (Xl) + pt (Xg) fs. (Subadditivitéit).
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Allgemeine dynamische RisikomaRe

Konstruktionsmdglichkeit (1)

duale Darstellung

Satz

Sei W eine Teilmenge von WahrscheinlichkeitsmaBen auf (Q, A, P) mit
folgenden Eigenschaften:

Q Fiir jedes X € M(S,R) und jedes Q € W existiert Eg(X).
Q@ QP firalle Qe W.

Dann ist durch
PV (X) = sup {Eq(X)}
Qew

ein koharentes Risikomal definiert.
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Allgemeine dynamische RisikomaRe

Konstruktionsmdglichkeit (2)

Satz

(2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Ft)cqo, .y Sei eine
Filtration mit F, = A. Fiir t € {0,...,n} sei M(Q,R) der Vektorraum
der f.s. beschrankten, F;-messbaren Funktionen. YV sei eine Menge von
WahrscheinlichkeitsmaBen auf 2.

Dann ist die Familie von Abbildungen

pl¥ s Ma(QR) = M(QLR), X pV(X)= esssupgewBaq (X | Ft)

ein koharentes, dynamisches Risikomal.
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Allgemeine dynamische RisikomaRe

Ist der ES problematisch?

Beispiel.

o (2, A,P) = (]0,1[x]0, 1[, B(]0, 1[x]0, 1[), A?) mit der
Produktfiltration

Fo=1{0,9}, F1 = {Ax]0,1[: A€ B(]0,1[)}, F» = B(]0, 1[x]0, 1[)

e Fiir a €0, 1] sei

Wa:{Q:QisteinW.maBmit@<<[P’undng L }
dP — 1 -«

o Dann gilt py"*(X) = ESo(X), p¥*(X) = sup,eq X(w).
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Allgemeine dynamische RisikomaRe

Braucht man also Zusatzbedingungen?

In der Literatur finden sich axiomatisch eingefiihrte Bedingungen zur
zeitlichen Konsistenz.

Definition
Ein dynamisches RisikomaR p; heilt vergleichskonsistent, falls fiir alle
Zufallsvariablen X, Y € M(Q,R)

pe+1(X) 2 pera(Y) fs. = pe(X) > pe(Y) fs.

gilt.
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Filtrationen - ,revisited"

Agenda

© statische RisikomaRe

© Allgemeine dynamische RisikomaRe
© Filtrationen -, revisited"

@ dynamische RisikomaRe auf Produktskonomien

Wolf FH Koblenz Dynamische RisikomaRe

Ulm, 24.01.2012

16 / 31



Filtrationen - ,revisited"

Erinnerung (1)

@ Sei T ={0,...,n} und Fo = {0,Q}. Eine Filtration (F¢),cr ist eine
Menge von o-Algebren auf Q mit

FoCF1 C---C Fp.

e Ein adaptierter stochastischer Prozess mit Werten in R¥ ist eine
Abbildung
X:QxT =R (w,t) = Xe(w),

wobei fiir jedes t € T die Abbildung X;: Q — R beziiglich F;
messbar ist.

e E(X|F¢) als Best Estimate fiir das Endergebnis zum Zeitpunkt t
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Filtrationen - ,revisited"

Erinnerung (2)

e Ai,..., Ax seien o-Algebren auf den Mengen Qy,...,Q. Die
Produkt-o-Algebra auf der Produktmenge Q1 x Q X - -+ x Q ist
dann durch

k
R Ar = 41@ - @A, = 0 (AL x - x A | Ar € Ay fiir t € {1, k})
t=1

gegeben, wobei wir die Konvention
At X oo X A1 XD X Appg X - X A =10

benutzen.
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Filtrationen - ,revisited"

Modellierung des Informationszuwachses (1)

Definition

Sei T ={0,...,n} und fir t € T\ {0} A; eine o-Algebra auf der Menge
Q.. Die Produktfiltration auf dem kartesischen Produkt Q = [];_; Q. ist

durch

5o [0

gegeben.

falls t =0,

Qi1 A @ Qo1 {0,Q5} sonst

o, L0
m m
r T T

=1 ! i+l

TijrMinu\l»rgmn
Fy={0.0} Fit 7
¥o(®) = const X,

Xii(w) X, (w)

[

Abb. 2.4 Tllustration zu Definition 2.12. Die wihrend der Periode f auftretenden zufilligen Ercig-
nisse werden durch die Zichung #, € £ beschricben. Ist X, cin adaplierier stochastischer Prozess
50 sind zum Zeitpunkt 7 die Werte Xo(@)..... X, (@) bekannt, da sic nur von (@ .. &) abhingen
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Filtrationen - ,revisited"

Modellierung des Informationszuwachses (2)

Definition
Sei Q = [];_; Q¢ und

t
e Q—>HQS w i m(w) = (wi, ... wt)

s=1

die Projektion auf die ersten t Faktoren. Fiir w € Qund t € {1,...,n} ist
die t-Faser durch w durch

Fe(w) = mr ' (me(w))

gegeben, und wir setzen Fo(w) = Q. Fiir w € m+(Q) ist die t-Faser iiber w
die Menge Fi(w) = 77 (w).

Schreibweise: Q& = [];_; Qs, und Qf =[]7_,,; Qs me(w) = wh € Qf

w = (wh, wg) mit wg € Qf
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Filtrationen - ,revisited"

Modellierung des Informationszuwachses (3)

Es gilt:

@ Eine Abbildung g: 2 — R ist genau dann F;-messbar, wenn sie
Fn-messbar und auf den Fasern F;(w) konstant ist.

o Ist (F¢)ter eine Produktfiltration auf Q = []7_; Q¢ und
(w, t) — X¢(w) ein adaptierter stochastischer Prozess, so hangt X;(w)
nur von den ersten t Komponenten wy,...,w; ab.
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Filtrationen - ,revisited"

Produktdkonomie (1)

Definition

Fir t € {1,...,n} sei (Q¢, 1) ein MaRraum und (F¢),p die
Produktfiltration auf Q = [[;_; Q.. Das WahrscheinlichkeitsmaR P auf
(Q, Fp) sei bzgl. des ProduktmaBes = @;_; ¢ absolut stetig. Dann ist
(Q, (Ft)er , P) eine filtrierte Produktdkonomie.

Wir schreiben pf = @:_; 1s und pf = @1_,. 1 .

e Die Zufallsquellen p; der einzelnen Perioden sind unabhangig.

e gute Eignung fiir Simulationsmodelle
@ hinreichend allgemeine Modellierungsstruktur:
» AR(1)-Prozess: S; = aS;_1+swi, t=1,...,n
» Schadenprozess (X1, X) iiber zwei Perioden mit der Dichte

10
p(x1,x2) = exp(—x1) T exp(—10x2/(11x1))1(0,00)x (0,00) (X1, X2)
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Filtrationen - ,revisited"

Produktdkonomie (2)

Lemma
Sei (Q, (Ft)eer » P) eine filtrierte Produktékonomie und P = pu. Dann gilt:

Q Auf der Faser Fi(w) ist beziiglich der von F,, induzierten o-Algebra
durch A .
P . (A) — f ]'A p(wB’ WF) d:uF
J p(ws;wp) dug

“B
ein Wahrscheinlichkeitsmall gegeben.

2]
Jor & (W) p(w) dpg

Jag p(w) dpg

E(g | ]:t)|wlg = P-f.d.
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dynamische RisikomaRe auf Produktdkonomien
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dynamische RisikomaRe auf Produktdkonomien

dynamischer Value at Risk

Definition
Es sei (Q, (Ft)ser,P) eine filtrierte Produktdkonomie, o €]0, 1[ und

M(2,R) der Raum der F;-messbaren Funktionen. Die durch t € T
parametrisierte Familie von Abbildungen

vaRa7t: Mn(Q,R) — Mt(Q, R), X —> VaRa,t(X)

mit
VaRa,¢(X),g = inf {x ER: P (X (wg, ) <x) > a}

heilt dynamischer Value at Risk.

Der dynamische Value at Risk ist ein dynamisches RisikomaR.
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dynamische RisikomaRe auf Produktdkonomien

dynamischer Expected Shortfall

Definition
Sei (Q, (Ft)ser , P) eine filtrierte Produktdkonomie, a €]0, 1] und

M;(2,R) der Raum der integrierbaren, F;-messbaren Funktionen. Die
durch t € T parametrisierte Familie von Abbildungen

ESat: Mn(2,R) = M(Ft,R), X —= ES,+(X)
mit

1
Esa,t(X)\wé = 1= QEPWE <X (Wé7 ) 1X(wé,-),VaRa,t(X)|wé,a>

heift dynamischer Expected Shortfall, wobei 1x y . definiert ist wie auf
Folie 5.

Der dynamische Expected Shortfall ist ein koharentes dynamisches

Risikomal.
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dynamische RisikomaRe auf Produktdkonomien

Zeitkonsistenz (1)

Definition
Sei (Ft)ter eine Produktfiltration auf Q@ = []7_; Q5. Ein dynamisches
RisikomaR (p¢)¢er ist

@ zeitkonsistent, falls es fiir jede Zufallsvariable X, fast jedes w € Q und
jede Fii1-messbare Teilmenge B C F¢(w) mit P ¢ (B) > 0 und

essinfg (pe41(X)) > pe(X)
eine Fi11 -messbare Teilmenge C C Fi(w) gibt mit IP’wé(C) > 0 und
esssupc (pes1(X)) < pe(X)jo-

@ schwach zeitkonsistent, falls fiir fast jedes w und jedes Paar (X, t) gilt:

essinfr, () (Pe+1(X)) < pe(X))-
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dynamische RisikomaRe auf Produktdkonomien

Zeitkonsistenz (2)

Der dynamische Value at Risk ist schwach zeitkonsistent, der dynamische
Expected Shortfall zeitkonsistent.
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Beispiel (1)

P x ¥
& o
15
- 16 o
70
a0 o 16
10
= o 18
o= 10 o
[
o 12 o
=0
) o o
a0
= o 13
=0 =1 =2
Abb. 2.9 der i i durch den 5 hortfall.




dynamische RisikomaRe auf Produktdkonomien

Beispiel (2)
@ Zum Zeitpunkt t =1 gilt:
_20x5+16x15 340

ESgo%.1(X)(v) 50 =55 =17
ESg0%,1(X) (D) = % = % =115,
ESsin () = B 10;;16 x10 _ % .
ESa (V)0 = 3% 1024510 x10 _ % s

@ Es liegt keine Vergleichskonsistenz vor, da gilt:

20x5+16 x 15+ 12 x 60+ 10 x 20 1260
ESg0%.0(X)|(r) = -

100 100
18 x 10 +16 x 70 +13x 20 _ 1560 _ .

100 100
e Fiir Y := Y — ¢ mit ¢ €]0, 3] erhalten wir
ESs0%.0(Y) > ESgoe.0(X), aber ESgoo1(Y) < ESgoes1(X) fis.
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ESgo%.,0(Y)|(r) =




dynamische RisikomaRe auf Produktdkonomien

Quelle

Kriele, M., Wolf, J., Wertorientiertes Risikomanagement von
Versicherungsunternehmen, Springer, 2012.
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