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Aufgabe 14 (Galton-Watson Prozess) (4 Punkte)

Es sei {Z,, k| n, k € N} eine Doppelfolge von i.i.d. Zufallsvariablen mit Werten in Ny und
0 < p:=E[Z; 1] < 00. Definiere

XO = 1,
Xn
Xnt1:= Y Zps1p (=0 falls X, =0), n € N.
k=1
Zeige, dass (Sp)nen, mit S, = %, n € Ny, ein Martingal beziiglich der Filtration

(Fr)nen, mit Fy, = 0(Zp 1 1 <m <n,k > 1) bildet.

Aufgabe 15 (3 Punkte)
Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (§2, F,P) seien (X, )nen und (Y, )neny Submartingale
beziiglich der Filtration (F,)nen. Zeige, dass dann auch (X, V Y}, )nen ein Submartingal
beziiglich der Filtration (F,)nen ist.

Aufgabe 16 (4 Punkte)

(a) Es seien 71 und 7» Stoppzeiten beziiglich der Filtration (F,)nen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, F,P). Uberpriife, ob folgende Zufallsvariablen Stoppzeiten
beziiglich der Filtration (F,)nen sind:

(i) 71— 7o
(i) 7y - 7o;

(iii) 7 A To;
(iv) 71V 7.

(b) Es sei (X,,)nen eine Folge von Zufallsvariablen mit Werten in {0, 1} auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, F,P). Uberpriife, ob folgende Zufallsvariablen Stoppzeiten
beziiglich der natiirlichen Filtration von (X, )nen sind:

(1) 7 =Tl x—0 + Lixy=1};
. n, falls X; >0, 1 <i<n,
(i) m=14 " .
min{l <i<n:X,; =0}, sonst.
Aufgabe 17 (4 Punkte)

Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 7, P) mit einer Filtration (F,)nen und einer
Stoppzeit T beztiglich (Fy,)pnen-

(a) Zeige, dass fiir alle n € N gilt: Frpp = Fr N Fy.



(b) Zeige, dass mit einer streng monoton wachsenden Folge (p,,)nen von Stoppzeiten
beziiglich (F,)nen gilt: 7 ist eine Stoppzeit beziiglich (F,, )nen.

Aufgabe 18 (“Double or nothing” Martingal) (5 Punkte)

Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€, F,P) seien i.i.d. Zufallsvariablen &, gegeben mit

P(&, = 0) = P(¢, = 1) = & fiir n € N. Definiere X; := 1 und Xp41 := 2§, X, fiir alle

n € N, sowie Fy := {0,Q} und F,, := 0 (&1, ...,&—1) fiir alle n € N\{1}.

(a) Zeige, dass (X;)nen ein Martingal beziiglich (F,)nen ist.

(b) Essei7:=inf{k € N: & = 0}. Zeige, dass 7 eine Stoppzeit beziiglich (Fy+1)nen ist
mit P(1 < o0) = 1.

(c) Zeige, dass E[X,,] =1 fur alle n € N, aber E[X;] = oco.
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