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Aufgabe 30 (Borel-Cantelli Lemmas) (12 Punkte)
Es seien (Ω,F ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (An)n∈N eine Folge von Ereignissen,
d.h. An ∈ F für alle n ∈ N. Mit

lim sup
n→∞

An :=
∞⋂
n=1

∞⋃
m=n

Am.

folgt ω ∈ {An i.o.} ⇔ ω ∈ lim supn→∞An.
(a) Welche Werte kann P(An i.o.) nur annehmen?
(b) Zeige mit Hilfe elementarer Mittel aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung das 1.

Borel-Cantelli Lemma:
∞∑
k=1

P(Ak) <∞ ⇒ P(An i.o.) = 0.

(c) Zeige das 1. Borel-Cantelli Lemma unter der zusätzlichen Voraussetzung, dass die
Ereignisse (An)n∈N unabhängig sind mit Hilfe des Kolmogorovschen Satzes über die
fast sichere Konvergenz von Reihen.

(d) Zeige das 2. Borel-Cantelli Lemma: Falls (An)n∈N unabhängig sind, so gilt:
∞∑
k=1

P(Ak) =∞ ⇒ P(An i.o.) = 1.

(e) Für diese Teilaufgabe seien (Ω,F ,P) = ([0, 1],B[0, 1], λ) und An := [0, 1/n], n ∈ N.
Zeige, dass P(An i.o.) = 0, aber

∑∞
k=1 P(Ak) =∞.

(f) Es sei (Xn)n∈N eine Folge unabhängiger Zufallsvariablen. Zeige:

Xn
f.s.→ 0 (n→∞) ⇔

∞∑
k=1

P(|Xk| > ε) <∞ für alle ε > 0.

Aufgabe 31 (3 Punkte)
Es seien (Xn)n∈N eine Folge unabhängiger Zufallsvariablen mit E[Xn] = 0, E[X2

n] <∞,
n ∈ N, und 0 < an ↗∞ (n→∞). Zeige:

∞∑
k=1

Var[Xk]
a2
k

<∞ ⇒
∑n
k=1Xk

an

f.s.→ 0 (n→∞).



Aufgabe 32 (3 Punkte)
Es seien (Xn)n∈N eine Folge unabhängiger Zufallsvariablen mit P(Xn = n−α) = P(Xn =
−n−α) = 1/2, n ∈ N, α ≥ 0. Zeige:

∞∑
k=1

Xk konvergiert f.s. ⇔ α >
1
2 .

Aufgabe 33 (8 Punkte)
Es sei (Xn)n∈N eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen. Zeige folgende schwache bzw. starke
Gesetze der großen Zahlen:
(a) Xn/n

p→ 0 (n→∞) ⇔ P(|X1| <∞) = 1;

(b) Xn/n
f.s.→ 0 (n→∞) ⇔ X1 ∈ L1;

(c) max1≤k≤n |Xk|/n
p→ 0 (n→∞) ⇔ nP(|X1| > n)→ 0;

(d) max1≤k≤n |Xk|/n
f.s.→ 0 (n→∞) ⇔ X1 ∈ L1.
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