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Aufgabe 34 (5 Punkte)
Es seien Xy,...,X, ii.d. Zufallsvariablen, 1 < m < n, h : R™ — R eine in ihren
Argumenten symmetrische Funktion, d.h. h(o(x)) = h(x), x € R™, fiir jede Permutation
o € Sy,. Die U-Statistik U,, zum Kern h ist dann definiert durch

U, = L > (X, .., X))

)
m/) 1<iy <--<im<n

(a) Zeige, dass (Uy)n>m ein inverses Martingal beziiglich (F,)n>m bildet, wobei F,, :=
o(Ug, k> n), n > m ist.

(b) Finde je ein Beispiel fiir eine U-Statistik fiir m = 1 bzw. m = 2.

Aufgabe 35 (WeierstraBscher Approximationssatz) (5 Punkte)
Der Weierstrafische Approximationssatz besagt, dass es zu jeder stetigen Funktion f :
[0, 1] — R eine Folge von Polynomen f,, gibt, die auf [0, 1] gleichméfig gegen f konvergiert.
Zeige zunichst die punktweise Konvergenz mit Hilfe des schwachen Gesetzes der grofien
Zahlen. Zeige dann die gleichméaflige Konvergenz mit Hilfe der Chebyshev-Ungleichung.
Finde auflerdem zu einem 7 > 0 ein ng € N, so dass |f,(z) — f(z)| < n fir alle z € [0, 1]
falls n > ng.

Aufgabe 36 (3 Punkte)
Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) seien i.i.d. Zufallsvariablen X, (X,,)nen
gegeben. Zeige, dass fiir r > 0 die folgenden Aussagen dquivalent sind:
(a) E[IX]] < oo;
(b) lim X =0fs;

oo

n— nl/r

(c) limsup K}ﬂ =0 fs..
n—oo

Aufgabe 37 (3 Punkte)
(a) Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) seien eine Folge (X}, )nen von Zufalls-
variablen und eine Folge (A, )nen von Borelmengen gegeben. Zeige, dass

2n
{Z X € Ay i.O.}

k=n

ein terminales Ereignis ist.



(b) Zeige anhand eines Beispiels, dass fiir eine Folge (X,,)nen von Zufallsvariablen und
eine Borelmenge A das Ereignis

{Zn: Xre A i.o.}

k=1
im Allgemeinen kein terminales Ereignis ist.

Aufgabe 38 (4 Punkte)
Es seien (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Zufallsvariable. Berechne die
momenterzeugende Funktion, die kumulantenerzeugende Funktion und die zugehorige

Fenchel-Legendre Transformation von X, falls X der jeweils angegebenen Verteilung
folgt:

(a) X ~ Poi(A), A > 0;

(b) X ~ g, a €R;

() X ~N(u,0?), n€R, 0? > 0;
(d) X ~Exp(\), A >0.
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