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Aufgabe 42 (5 Punkte)
Es seien (Xn)n∈N eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen mit µ := E[X1] = 0 und 0 < σ2 :=
Var[X1] <∞, sowie Sn :=

∑n
k=1Xk, n ∈ N.

(a) Zeige, dass lim supn→∞ Sn/
√
n =∞ fast sicher gilt.

(b) Zeige, dass Sn/
√
n nicht in Wahrscheinlichkeit konvergiert.

Aufgabe 43 (5 Punkte)
Es seien X1, X2, . . . unabhängige Zufallsvariablen mit Xk ∼ B(1, pk), k ∈ N, wobei∑∞
k=1 pk(1− pk) =∞. Zeige:∑n

k=1Xk −
∑n
k=1 pk√∑n

k=1 pk(1− pk)
d→ N(0, 1) (n→∞).

Aufgabe 44 (Delta Methode) (5 Punkte)
Es seien (Xn)n∈N eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen mit µ := E[X1] und σ2 :=
Var[X1] < ∞, sowie Sn :=

∑n
k=1Xk, n ∈ N. Außerdem sei g : R → R eine Funktion.

Zeige:
(a) Falls g einmal stetig differenzierbar ist, so gilt:

√
n
(
g
(Sn
n

)
− g(µ)

)
d→ N

(
0, σ2(g′(µ))2) (n→∞).

(b) Falls g zweimal stetig differenzierbar ist mit g′(µ) = 0 so gilt:

2n
(
g
(Sn
n

)
− g(µ)

)
d→ σ2g′′(µ)χ2

1 (n→∞).

Hinweis: Verwende Slutsky’s Theorem: Aus Xn
d→ X und Yn

d→ c ∈ R folgt XnYn
d→ cX

für n→∞.

Aufgabe 45 (5 Punkte)
Gegeben seien zwei stochastische Prozesse (Xt)t≥0 und (Yt)t≥0 auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (Ω,F ,P). (Xt)t≥0 und (Yt)t≥0 heißen ununterscheidbar, falls gilt:
(i) P(Xt = Yt, t ≥ 0) = 1.
(Xt)t≥0 heißt Version von (Yt)t≥0, falls gilt:
(ii) P(Xt = Yt) = 1, t ≥ 0.
Zeige:



(a) (i) impliziert (ii);
(b) (ii) impliziert nicht notwendigerweise (i);
(c) Besitzen (Xt)t≥0 und (Yt)t≥0 fast sicher rechtsseitig stetige Pfade, so gilt (i) genau

dann, wenn (ii) gilt.
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