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1. Es sei K irgendein Koérper und
K[X] = {ZanX"| an € K}
n=0

der Ring der formalen Potenzreihen iiber K mit der iiblichen Addition und dem Cauchyprodukt
(Z anX”> : (Z an”) => X"
n=0 n=0 n=1

mit ¢, = Z arb,_r. Betrachte die Abbildung
k=0

v: K[X] — Ny, o(f(X))=max{n € Ny| ag,...,a,—1 =0}, v(0) = o0.

(a) Zeige, dass K[X] ein Integrititsring ist, d.h. ist das Cauchyprodukt koeffizientenweise null, so

waren die Faktoren koeffizientenweise null.
(b) Zeige die Relationen v(f - g) = v(f) + v(g) und v(f + g) > min{v(f),v(g)} fiir f,g # 0.
(c) Zeige, dafl 1 — X in K[X] stets invertierbar ist.

(10 Punkte)

2. Der 2- adische Korper ist die Menge
Q, = { Z an2”| an € {0,1}, m € N}

der formalen Laurentreihen in 2 mit Koeffzienten in {0,1}. Addition und Multiplikation sind wie

im formalen Potenzreihenring erklirt, wenn man anschlieBend binér reduziert, d. h. durch Ubertrag



alle Koeffienten zu Werten aus {0, 1} reduziert. Zeige, dafl Qo tatséichlich ein Korper ist (es mufl
nur die Invertierbarkeit aller von null verschiedenen Reihen gezeigt werden).

Beachte, dafl auch Qg ein formeller Ring ist, d.h. jede Reihe existiert hier unabhéngig von ihrem
Wert. (7 Punkte)

. Betrachte in Analogie zur Aufgabe 1 die Abbildung v(a) = max{e € Z| 2¢|a} und zeige, dafl
v(a+ F) > min{v(a,v(B)} ist.

Folgere dann, daB |a|, = 27¥(*) mit |0], = 0 ein Betrag ist (d.h. er ist positiv definit, multiplikativ
und erfiillt die (verschérfte) Dreiecksungleichung. (7 Punkte)



