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1

. Ein Element g einer Gruppe heifit selbstinvers, falls g7 = g ist. Zeige:

(a) Ist in einer Gruppe jedes Element selbstinvers, so ist G abelsch.

(b) Gibt es in einer Gruppe G aufler dem neutralen Element noch weitere selbstinverse Elemente, so

ist G entweder endlich oder nicht zyklisch.
. Es sei G eine abelsche Gruppe. Zeige:

(a) Sind a,b € G mit ord @ und ord a teilerfremd, so gilt ord (ab) = ord a - ord b.

(b) Sei m := maxgeqord a, so gilt ord a|m fiir alle a € G.

G:{<“ b),mb,c,deZ, ad—bc:l}.
c d

Zeige, dal G eine Gruppe bzgl. der Matrixmultiplikation bildet.

. Es sei

. Zeige fiir a,b € Nund p € P:
a? = b” mod p = af = P mod p°.

. Es sei p eine Primzahl mit p > 2.

(a) Zeige: 22 = 1 mod p hat genau zwei Losungen mod p.
(b) Bestimme diese Losungen.

(c) Bestimme siimtliche Losungen von 22 = 1 mod 1001.

Hinweis:
Esist 1001 =7-11-13.
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(7 Punkte)



6. Entscheide fiir jeden der folgenden Moduln m, ob r = 3 eine Primitivwurzel mod m ist.

(a) m=5

(b)y m=7

(¢) m=11

(d) m=13

(€) m =17 (10 Punkte)

7. Der Ring Z[i] der GauBschen Zahlen ist als Z[i] = {a + b-i| a,b € Z} mit i> = —1 mit der iiblichen
Addition und Multiplikation komplexer Zahlen definiert.
Fiir £ € Z[i] definiert man die Kongruenz mod £ durch

o =B mod €= ¢(5—a),

d.h. es existiert ein 7 mit 3 —a = 7-£. Die Aquivalenzklassen bzgl. mod ¢ heifien Restklassen mod &.
Sie bilden den Ring (Z[i]/£Z[i], +, ).

(a) Bestimme die Verkniipfungstafeln fiir Addition und Multiplikation fiir den Ring (Z[i]/£Z[i], +, -).
(b) Fiir welche & € {2,3} ist (Z[i]/¢Z]i], +, ) ein Kérper? (8 Punkte)



