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(a) Zeige mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus folgende Darstellung:
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mit ¢; € N mit 1 <7 < n+ 1. Dies nennt man eine Kettenbruchdarstellung von 7, welche man

auch als
a
g = [qla q2,. . »Qn+1}
schreibt.
(b) Zeige: [q1,42,- - qn+1+1] = [q1,92, - ., qnt1, 1], d.h. die Kettenbruchentwicklung einer Bruchzahl
ist nicht eindeutig, wenn man als letzte Zahl die 1 zulaft.
(c) Gilt [p1,p2,---,pk] = [q1,q2, .., q] mit pp #1und ¢; # 1, soist k = und p; = ¢; fiir 0 <4 < k.
(d) Die Umlaufzeit der Erde um die Sonne ist recht genau
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i. Bestimme hiervon die Kettenbruchentwicklung.

ii. Begniigt man sich mit einer Ndherung, bricht man die Kettenbruchentwicklung an einer be-
stimmten Stelle ab.
An welcher Stelle unterbrechen der Julianische bzw. der Gregorianische Kalender diese Ket-

tenbruchentwicklung?

(e) Wir betrachten nun die Folge von Niherungsbriichen eines Kettenbriichen.

Es sei [zg,1,...,2n] ein Kettenbruch mit N 4+ 1 Variablen, und [zg, z1,..., 2] sei der k- te
Naherungsbruch mit £ < N.
Es sei

Py:=x9, PL:=z120+1 und Py =2, P._1 + Pr_o sowie
Qo:=1 Q=21 und Qp:=z3Qp-1+CQk—2 firk=23, ...



oder in Matrixdarstellung

()= () (@)-6 ()

und
Py, \ [ Pr1 Pro Tk
( Qk ) o (le ka) ( 1 )
Zeige:
i. Fir k > 0 gilt
Py
o = [xo, 21, ..., Tk].

ii. Fiir k> 1 gilt
Pk Pk—l (_1)k+1

Q. Qr1 QrQr1

iii. Fir k& > 2 gilt
& B Pk_g _ (71)kxk
Qr Qu-2 QrQr—2

(f) Irrationale Zahlen besitzen eine nichtabbrechende aber moglicherweise periodische Kettenbruch-

entwicklung. Wir kénnen sie anhand folgender Methode bestimmen:

Es sei « irrational. Dann setzen wir ag := [«] (klassische Gauklammer). Weiter ist

a=ag+ —3

a—aqo
Wegen 0 < a —ag < 1ist g := (@ —ag) ™! > 1.
Wir setzen a; := [ay], und indem wir auf diese Weise fortfahren, ergibt sich die nichtabbrechende
Kettenbruchentwicklung o = [ag, a1, as, . ..] der irrationalen Zahl .

Bestimme die Kettenbruchentwicklung von v/2 und die ersten vier Elemente der Kettenbruchent-

wicklung von 7.

(g) Zeige: die Kettenbruchentwicklung einer irrationalen Zahl « ist genau dann periodisch, wenn «

eine Losung einer quadratischen Gleichung az? + bx + ¢ = 0 mit a,b, ¢ € Z ist.

(h) i. Zeige die Binetsche Formel, die eine explizite Darstellung fiir die n- te Fibonaccizahl angibt:
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und von o — 1.

ii. Bestimme die Kettenbruchentwicklung des Goldenen Schnittes o =

iii. Zeige:
. Unp41
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(i) Die Formel
N E

aus der Kalenderformel (siehe Ubungsblatt 4) ist nicht vom Himmel gefallen.
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Woher kommt sie aber?

(48 Punkte)

Wir wiinschen Euch allen frohe Weihnachten und einen guten
Rutsch ins Neue Jahr!



