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1. Es sei X C R? offen, ¥y € X und f: X — R dreimal stetig differenzierbar. Es sei grad f(Z)) = 0
und fu (%) = fay (Zo) = fyy(Zo) = 0. Mindestens eine der Ableitungen dritter Ordnung foze, fray,
faoyy und fyy, sei in &y von 0 verschieden.

Zeige: f besitzt in Ty kein Extremum. (4 Punkte)

2. Essei C ={f:[0,3] = R, f stetig}, und fiir f,g € C sei d(f,g) = SUpP,epo,11 |/ (@) — g(x)[. Weiter
sei L: C — C, f — L(f) durch L(f)(z) =1+ [ f(t)dt fiir alle z € [0, 1] gegeben.

(a) Zeige: (C,d) ist ein vollsténdiger metrischer Raum.
Zeige mit dem Banachschen Fixpunktsatz:
(b) Es gibt genau ein f € C mit L(f) = f.
(c) Es gibt genau ein f € C mit f'(z) = f(z) und f(0) =1 fiir alle z € [0, 3].
(d) Es sei fo =1, die konstante Einsfunktion. Weiter sei f,+1 = L(fn).
Berechne die Folge (f,) und lim f, (). (5 Punkte)
n— oo

3. Essci F: RS — R? durch F = (Fy, Fy) mit

Fi(z1, 22, 23,y1,y2) = w1 -cos(xax3yr) + e¥* +sin(y1y2) — 1

Fy(y,x0,23,y1,y2) = @2+ a3 + cos(y1yz) + € — 2
gegeben. Fiir 6 > 0 und € > 0 bezeichne
Us={ZcR3||Z]] <0} und V.= {ZecR? |§l|<e}

(a) Zeige:
Es gibt § > 0 und € > 0 und genau eine Funktion f: Us — V., die auf U; stetig und in &y = 0
total differenzierbar ist, so da8 fiir £ € Us und ¢ € V, folgendes gilt:
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F(#,5) =0+ 7= f(@).



(b) Bestimme die Funktionalmatrix

of -
L)
(3 Punkte)
. Berechne das Integral: )
/ /l’ /Iy 2% dzdy dx
0 Jo Joazy
(2 Punkte)

. Essei f: RZ = R durch f(x,y) = 22 + y% — 2 gegeben.

(a) Finde sédmtliche kritischen Stellen von f und entscheide, ob es sich um ein lokales Maximum

oder Minimum handelt

(b) Hat f ein globales Maximum oder Minimum? (3 Punkte)

. Essei f: R? — R3 durch f = (u,v, w) mit

u=u(r,y,z) = x +eY
v=o(z,y,2) = y +e?
w=w(x,y,z) = e® +z
gegeben.
Zeige:

(a) Die Funktion f hat lokal iiberall eine inverse Funktion f~': (u,v,w) — (z,, 2).

Hinweis:

Berechne die Determinante von %.

(b) Es seien xg,yo,x1,y1 fest. Die Funktion 4(t) = x¢ + tx1 + exp(yo + ty1) ist streng monoton,
falls sgn(x1) - sgn(ze) # —1 und (x1,y1) # (0,0) ist.

o, 2) = {To + 2] t € R}.
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(¢) Es seien &y, Z € R® und Z # 0. Weiter sei g
Zeige unter Verwendung von b):

Fiir jede Gerade g = g(&p, 2) ist mindestens eine der Restriktionen u|g, v|g bzw. w|g injektiv.
(d) Die Funktion f ist injektiv.
(e) Essei R > e3. Dann gilt fiir alle (z,y, ) mit max{|z|, |y|, |z|} > R? auch max{|z|,|y|, |z|} > R.

Hinweis:

Unterscheide folgende Fille:

Fall 1: Es sei x <log R, y <log R, z < log R.
Fall 2: Fall 1 trifft nicht zu.

(f) Es sei (ug,vo,w) € RAf(R3), dem Rand des Bildes von f.

Es gibt dann (20,0, 20) mit f(zo, 0, 20) = (uo,v0,wo)-
Hinweis:

Verwende das Ergebnis von e) und den Satz von Bolzano- Weierstra§ im R™.
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(g) Es gilt: f(R®) =R, (7 Punkte)



