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1. Bestimme folgende Integrale:

(a)

∫ a

0

2x2 + 5x− 5

(x+ 1)2(x− 1)
dx

(b)

∫ 1

0

dx

(x2 + x+ 1)2
dx (5 Punkte)

2. (a) Untersuche, für welche reellen α das uneigentliche Integral

∫ ∞
0

sinx

xα
dx konvergiert bzw. ab-

solut konvergiert.

(b) Untersuche das uneigentliche Integral

∫ ∞
0

e−αx − e−βx

x
dx für α, β > 0 auf Konvergenz und

versuche gegebenenfalls dessen Wert zu bestimmen. (5 Punkte)

Hinweis:

Absolute Konvergenz ist bei Integralen analog zur absoluten Konvergenz bei Summen definiert: so

konvergiert ein Integral

∫ b

a

f(x) dx genau dann absolut, wenn

∫ b

a

|f(x)| dx konvergiert.

3. Zeige: Es konvergiert ∫ n

1/n

log t · tx−1e−t dt −→
∫ ∞
0

log t · tx−1e−t dt

für n→∞ gleichmäßig auf jedem kompakten Intervall [a, b]→∞. (2 Punkte)

4. Beweise oder widerlege:

(a) Wenn die Funktion f : [1,∞) → R stetig ist und das uneigentliche Integral

∫ ∞
1

f(x) dx kon-

vergiert, dann gilt lim
x→∞

f(x) = 0.

(b) Wenn die bei a uneigentlichen Integrale

∫ b

a

f(x) dx und

∫ b

a

g(x) dx konvergieren, dann kon-

vergiert auch

∫ b

a

f(x) · g(x) dx.

(2 Punkte)



5. Es sei a < b ∈ R und f : [a, b]→ R sei auf [a, b] stetig differenzierbar.

(a) Zeige:

(b− a) · f
(
a+ b

2

)
=

∫ b

a

T (1)f

(
a+ b

2
, x

)
dx.

Es werde nun f als zweimal stetig differenzierbar vorausgesetzt.

(b) Es sei QT (f) := (b− a) · f
(
a+b
2

)
. Zeige:∣∣∣∣∣

∫ b

a

f(x) dx−QT (f)

∣∣∣∣∣ ≤ (b− a)3

24
· max
ξ∈[a,b]

|f ′′(ξ)|.

(c) Es sei Z = (x0, . . . , xn) eine Zerlegung von [a, b] mit Feinheit η. Es sei weiter

JT (f,Z) :=

n−1∑
j=0

f

(
xj + xj+1

2

)
· (xj+1 − xj).

Zeige: ∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) dx− JT (f,Z)

∣∣∣∣∣ ≤ n · η324
· max
ξ∈[a,b]

|f ′′(ξ)|.

(d) Ist JT (f,Z) eine Riemannsche Summe? (4 Punkte)

6. Es sei a < b ∈ R und f : [a, b]→ R sei auf [a, b] stetig differenzierbar.

Die Sehnenfunktion S(x, f) sei durch

S(x, f) = f(a) +
x− a
b− a

· (f(b)− f(a))

für alle x ∈ [a, b] definiert.

(a) Zeige:

|S(x, f)− f(x)| ≤
∫ x

a

∣∣∣∣f ′(t)− f(b)− f(a)

b− a

∣∣∣∣ dt.
Es werde f nun wieder als zweimal stetig differenzierbar vorausgesetzt.

(b) Zeige unter Verwendung des Mittelwertsatzes∣∣∣∣f ′(t)− f(b)− f(a)

b− a

∣∣∣∣ ≤ (b− a) · max
ξ∈[a,b]

|f ′′(ξ)|

für alle t ∈ [a, b].

(c) Es sei QS(f) := b−a
2 · (f(a) + f(b)). Zeige:∣∣∣∣∣

∫ b

a

f(x) dx−QS(f)

∣∣∣∣∣ ≤ (b− a)3

2
· max
ξ∈[a,b]

|f ′′(ξ)|

(d) Es sei nun Zn die Zerlegung von [a, b] in n gleichlange Teilintervalle [xj , xj+1] der Länge

xj+1 − xj =
b− a
n

. Weiter sei

JS(f,Z) :=
b− a
n
·

f(a)

2
+

n−2∑
j=1

f(xj) +
f(b)

2


Zeige: ∣∣∣∣∣

∫ b

a

f(x) dx− JS(f,Z)

∣∣∣∣∣ ≤ (b− a)3

2n3
· max
ξ∈[a,b]

|f ′′(ξ)|.

(e) Ist JS(f,Z) eine Riemannsche Summe? (6 Punkte)


