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1. Unter dem Produkt a- b zweier Ideale a und b eines kommutativen Rings R versteht man

a-b=({a-b:acabeb}).

Zeige:

(a) a-b= {Zalb7 a; € a,b; € b,’l’LGNo}.
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(b) Fiir a, 8,7 € R gilt af =7 & (a)(B) = (7).
Im folgenden sei stets R = Z[v—5] = {a + b/—5: a,b € Z}.
Weiter sei N(a + by/=5) = a? +5b%, p; = ({3,2+ +/=5}) und ps = ({3,2 — v/=5}).
Zudem seien die Behauptungen
R/pr={a+pi:ac{0,1,2}} [l
R/pQZ{a+p2:ae{O71a2}} [2]
aufgestellt. Die Behauptung [2] darf im folgenden ohne Beweis verwendet werden.
Zeige:
(¢) Fiir a, f € Rist N(af) = N(a)N(S).
(d) Esgilt R* = {-1,1}.
(e) Es gilt p1 # R und ps # R.
Hinweis:
Zeige zuerst p; = R < po = R und p1ps C (3).
Zeige die Behauptung [1].

Die Ideale p; und po sind Primideale.
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Das Ideal p; ist kein Hauptideal. (Dies gilt auch fiir po, was aber nicht gezeigt werden braucht.)
Es gilt pip2 = (3), p7 = (2+ v=5), p3 = (2—v/=5) und pip3 = (9). (24 Punkte)
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