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Übungsblatt 12
Abgabe: Mittwoch, 6. Juli 2011, vor den Übungen

1. In dieser Aufgabe wollen wir nun zeigen: Für jedes n ≥ 1 gibt es eine Primzahl p mit n < p ≤ 2n.

(a) Zeige diese Aussage zunächst für n < 4000.

(b) Zeige: Für alle x ∈ R mit x ≥ 2 gilt ∏
p≤x

p < 4x−1.

Hinweis:

Zeige zuerst, daß es genügt, wenn dies für den Fall, daß x prim ist, gezeigt wird.

(c) Zeige: Die Zahl n! enthält den Primfaktor p genau

∞∑
k=1

[
n

pk

]
mal.

(d) Beweise: Die höchste Potenz von p, die
(
2n
n

)
teilt, ist nicht größer als 2n.

(e) Folgere nun daraus: Für n ≥ 3 gilt(
2n

n

)
≤

∏
p≤
√
2n

2n ·
∏

√
2n<p≤2n

p.

(f) Zeige: Für 2
3n < p ≤ n ist p 6 |

(
2n
n

)
.

(g) Zeige: Für n ≥ 1 gilt
4n

2n
≤
(

2n

n

)
.

(h) Folgere dann für n ≥ 3

4n ≤ (2n)1+
√
2n ·

∏
√
2n<p≤ 2

3n

p ·
∏

n≤p≤2n

p.

Nun wollen wir annehmen, daß es keine Primzahl p mit n < p ≤ 2n gibt.

(i) Zeige: Mit Teilaufgabe b) gilt dann 4
n
3 ≤ (2n)1+

√
2n.

(j) Zeige, daß die Aussage in Teilaufgabe i) für n ≥ 4000 falsch ist.

(k) Folgere daraus die Behauptung. (24 Punkte)


