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1. Es sei p = 1 mod 4 eine Primzahl.

(a) Es seien

Zeige: V =W mod p.
(b) Zeige: V2 = —1 mod p.

Hinweis:

Verwende dazu den Satz von Wilson (Ubungsblatt 5, Aufgabe 2).
(c) Essei M ={(z,y) € Z?: 0 <,y < \/p}.

Zeige: Es gibt Paare (1,y1) # (22,y2) € M mit 21 + Vy; = 22 + Vys mod p.
(d) Zeige: p = (x1 — 22)* + (y1 — y2)*.

Jede Primzahl p = 1 mod 4 ist also Summe zweier Quadratzahlen.

(e) Zeige: Eine Primzahl p = 3 mod 4 ist niemals die Summe zweier Quadratzahlen. (14 Punkte)

2. Pierre de Fermats Vermutung, alle Fermatzahlen Fj := 22" 11 seien prim, wurde 1732 von Leonhard

Euler mit der zusammengesetzten Zahl F5 = 232 + 1 widerlegt. Folgere aus den beiden Gleichungen
641=5-2"+1 und 641 =5"+2"
die Giiltigkeit von 641| (232 4 1). (4 Punkte)
3. Bestimme mit Hilfe des Chinesischen Restsatzes die Anzahl der Nullstellen des Polynoms
P(z) =72 + 52% + 3z
iiber dem Ring Z/210Z. Die Losungen brauchen nicht explizit angegeben werden.

Hinweis:
Berechne dazu zunéchst die Anzahl der Nullstellen von P(x) iiber den Ringen Z/pZ fiir die Prim-
zahlen p|210.

(6 Punkte)



