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1. Es sei F4 der Korper mit vier Elementen, iiber dem ein Vektorraum V mittels (V,Fy,0) mit V = F3
definiert ist.

(a) Zeige: Sind ¢1,75 € V linear unabhingig, so gibt es 48 Vektoren vi5 € V, so dass ¥, U, U3
linear unabhéngig sind.
(b) Zeige: Es gibt vier Vektoren 7, 0, U3, U4 € V', von denen je drei linear unabhéngig sind.

(¢) Es sei A die Matrix vom Typ 3 x 4, deren Spalten gerade die Vektoren vy, U, U3, 04 € V sind
und C die Losungsmenge des LGS AZ = 0.
Zeige: C ist ein Code mit Alphabet Fy der Lénge 4 und Minimalabstand > 4. (3 Punkte)

2. Bestimme eine Basis des (7,4)- Hammingcodes. Die Basiseigenschaft ist nachzuweisen. (2 Punkte)

3. In den folgenden Beispielen ist jeweils V' ein K-Vektorraum und U C V eine Teilmenge.

Begriinde jeweils, ob U auch ein Untervektorraum von V ist:

(a) K=R, V={f:R=>R},U={f: R=>R: f(z) = f(—=x) fir alle z € R}

(b) K=R,V=C,U={z€C, R(2) =32)}

(¢c) K=C,V=C,U={2€C, R(2) =S(2)} (2 Punkte)

4. Es sei der Vektorraum V ={f: Ng > R} und U ={f € V: f(n+2) = f(n) + f(n+ 1), n € Ng}

sowie f1, fo € V mit
fi(n) = (”f) und  fon) = (12‘/5>

fiir n € Ny gegeben.

a) Zeige: U ist ein Unterraum von V und fi, fo € U.
(¢) Bestimme f € U mit f(0) = f(1) = 1.

(a)
(b) Zeige: fi und fo sind linear unabhiingig.
)
(d)

Zeige: Fiir ag, a1 € R gibt es genau ein f € U mit f(0) = op und f(1) = a1, nédmlich

f—\}g'<O¢1—040'12\/5>'f1+\}5'<040'H2\/3—041>'f2-

(e) Zeige: f1 und fo bilden eine Basis von U.

(f) Wir betrachten wieder f € U mit f(0) = f(1) = 1.
Zeige: Fiir m € Ny gilt f(m+n+2) = f(n) - f(m)+ f(n+1)- f(m+1). (8 Punkte)



5. Es seien V ein Vektorraum iiber K mit Q C K und T' = {ay, ..., an} eine Basis von V.

n
Wir definieren a,41 := — E a,.

v=1

Zeige: Jeder Vektor a € V besitzt eine eindeutige Darstellung der Form

n+1

a = E ayQy
v=1

n+1
mit aq,...,a,11 € K und Z a, = 0. (4 Punkte)

v=1
6. Es sei m € N. Wir teilen die ganzen Zahlen folgendermafien in m disjunkte Teilmengen auf:

Zu jedem r € {0,1,...,m — 1} betrachten wir die Menge
F=r+mZ:={r+m-k:keZ},

welche man als Restklassen modulo m bezeichnet.
Die Addition von Restklassen ist durch 7 + 5 = r + s definiert.

(a) Zeige: die Addition ist wohldefiniert, héingt also nicht von der Auswahl der Repriisentanten ab.

(b) Die Menge der Restklassen modulo m wird mit Z/mZ bezeichnet.
Zeige: Z,/mZ bildet mit der oben erklirten Addition eine abelsche Gruppe.

(¢) Wenn wir auf Z/mZ in analoger Weise iiber 7 - § = 7~ s eine Multiplikation definieren, wobei
wir die Restklasse 0 ausnehmen, unter welchen Vorausetzungen liegt dann eine Gruppe vor?

Ist diese im Falle der Existenz abelsch?

(d) Ist Z/mZ auch ein Ring bzw. ein Kérper? (5 Punkte)



