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Ubungsblatt 10

Ubungen zur Algebra

Prof. Dr. Helmut Maier, Hans- Peter Reck

Gesamtpunktzahl: 24 Punkte
Abgabe: Dienstag, 8. Januar 2013, vor den Ubungen

1. Es sei k € N, &, das k- te Kreisteilungspolynom, m € N, p eine Primzahl mit p|®x(m) und p [k

sowel k' = ord, m. Zeige:

Ist k> k', so ist ;?:,:11 = 0 mod p.

(e) Es gibt unendlich viele Primzahlen p = 1 mod k. (10 Punkte)

i)

2. Es sei p > 2 eine Primzahl, ¢, = er und L = Q(¢p) mit Galoisgruppe G(L/Q).

(a) Zeige: Fiir 0 € G(L/Q) gilt genau dann G(L/Q) = (o), wenn o((p) = ¢, fiir eine Primitiv-

wurzel r mod p erfiillt ist.

(b) Es seien G(L/Q) = (o,) mit 0,(¢,) = ¢ und n = Z Cgﬂzj).
j=0
Zeige unter Verwendung des Hauptsatzes der Galoistheroie (") = Q(n) und [Q(n): Q] = 2.

Zur genaueren Bestimmung von Q(7) fithre nun noch die folgenden Uberlegungen durch:

p—1 )
(c) Essei G = <m> 5™ mit dem Legendresymbol (%) Zeige:
p

m=1

p—1 p-1 p—1 p—1 ..
Z Z MMy | 2wilmitmg) Z Z 2rimy (n ) p fiir p=1mod4
G2 = ( ) (& < ) = {

p eppl] —p fiir p=3mod 4

o3 — Q(y/p) fiir p=1mod 4
Q(/=p) fiir p=3mod4

(10 Punkte)
3. Finde die Kommutatorgruppe [G: G| sowie eine Kompositionsreihe von G fiir

(a) G =y, die symmetrische Gruppe
(b) G = Dy, die Symmetriegruppe des Quadrats
(¢) G = @Q, die Quaternionengruppe. (4 Punkte)

Wir wiinschen Euch allen frohe Weihnachten

und einen guten Rutsch ins Neue Jahr 2013!



