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Weiter definieren wir N(α) :=
∏2

k=0 α
(k).

Zeige:

(a) (R,+, ·) ist ein Integritätsring.

(b) Für α ∈ R gilt α(1)α(2) ∈ R und N(α) ∈ Z.

Hinweis:

Beachte ζ2 = ζ und ζ3 = 1.

(c) Für α, β ∈ R ist N(α · β) = N(α) ·N(β).

(d) Es gilt genau dann α ∈ R∗, wenn N(α) ∈ {−1, 1} ist.

(e) Für α ∈ R∗ und α > 1 gilt |α(1)| = |α(2)| < 1.
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2)2 ∈ R∗ und α > 1. Dann gilt ai ≥ 0 für i ∈ {0, 1, 2}.

Hinweis:

Betrachte die Ausdrücke α(0) + ζkα(1) + ζ2kα(2) für k ∈ {0, 1, 2}.

(g) Es gilt R∗ = {(−1)m · ηk : m ∈ {0, 1}, k ∈ Z} mit der Grundeinheit η = 1 + 3
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(h) Finde sämtliche Lösungen der Diophantischen Gleichung x3 + 2y3 + 4z3 − 6xyz = 1.

(14 Punkte)

2. Finde Polynome f(x), q1(x), q2(x) und q3(x) mit

f(x)− 1 = x · q1(x)

f(x)− x− 1 = (x2 + 1) · q2(x)

f(x)− x = (x2 + 2) · q3(x).

(6 Punkte)

3. Löse die Gleichung x3 + px+ q = 0 mit p, q ∈ Q. (4 Punkte)


