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1. Es seien G und H endliche Gruppen und Aut(G) die Automorphismengruppe von G. Weiter sei
®: H — Aut(G) mit h — ¢, ein Homomorphismus. Unter dem semidirekten Produkt G x¢ H
von G und H versteht man folgende Gruppe: Es ist G x¢ H = {(g9,h): g € G,h € H}, und die
Verkniipfung der Elemente von G x¢ H ist durch (g1, h1) - (92, he) = (910, (g2), h1h2) definiert.

(a) Zeige, dass G x¢ H tatsichlich eine Gruppe ist.
(b) Zeige, dass G x¢ H genau dann ein direktes Produkt ist, wenn ¢}, = id,, fiir alle h € H ist.
(¢) Es sei G eine endliche Gruppe, N < G ein Normalteiler, H < G eine Untergruppe von G,
G = NH und NN H = {e}. Weiter sei ®: H — Aut(N), h — 5, durch o, (n) = hnh=?! fiir
alle n € N definiert.
Zeige: G = N x¢ H. (8 Punkte)
2. Es sei L = (@(\8/372’). Weiter sei der Isomorphismus o, von Q(\S/g) durch os: /3 — ¥/3i* fiir
s € Z/AZ und k € s definiert.
(a) Bestimme [L: QJ.
(b) Finde die Fortsetzungen von o4 zu den Automorphismen von L.

(c) Zeige, dass G(L/Q) zur Matrixgruppe

My = {(O 1) cr € (Z/4Z2)*, s € Z/4Z}

(d) Zeige, dass My den zyklischen Normalteiler

1 s
v {(£2):vema)

isomorph ist.

und die Untergruppe

besitzt.

(e) Zeige, dass es genau einen Homomorphismus ®: (Z/2Z,+) — Aut(Z/4Z,+) gibt, so dass
(Z/AZ,+) x o (Z/2Z) nicht abelsch ist.
Zeige: G(L/Q) = My = (ZJAZ) x4 (Z)27Z,).

(f) Es sei Q = {(1,0),(0,1),(—1,0),(0,—1)} die Menge der Ecken eines Quadrats im Raum R?,
und Dy sei die Gruppe aller orthogonalen Abbildungen B des R? mit B(Q) = Q.
Weiter sei W = {V/3i*: k € {0,1,2,3}}. Finde einen Isomorphismus ¢: Dy — G(L/Q) und
eine Bijektion p: Q — W, so dass ¢¥(B) o p = p o B fiir alle B € Dy gilt. (16 Punkte)



