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Gesamtpunktzahl: 130 Punkte, 100 Punkte= 100 %, keine Abgabe

1. Es sei L der Zerfillungskérper von f(X) = X2 — 2 iiber Q.
(a) Gib eine Basis des Vektorraums L iiber Q an.

Das Polynom f hat Nullstellen in /2, ¥/2¢3 und \ﬁ(?f mit (5 = _1%""/5, einer dritten Ein-
heitswurzel. Damit ist der Zerfillungskorper von f iiber Q durch L = Q(+/2,(3) gegeben und

eine Basis des Vektorraums L iiber Q wegen (? = —( — 1 etwa durch

B={1,V2,92",¢,¥2¢,¥2°¢}.

-,

(b) Finde ein o € G(L/Q) mit |[{(o)| = 3 und beschreibe o(b) fiir die in Teilaufgabe a) gefundenen
Basiselemente b.

Wir wéhlen fiir eine Untergruppe der Ordnung 3 die Abbildung
001t G — (3, V2= V2

als Erzeuger, die die Gruppe (0¢1) = {00,1,00.2,9d} mit 09 2: Gz — (3, V2 — V/2(Z erzeugt.

Fiir die sechs Basiselemente gilt dann

00,1(51) = o001(1)=1
go1(bs) = 001(V2) = V2
oo,1(b3) = 00,1(\752) = \7§2C§
g01(bs) = 001(C3) =G
oo1(bs) = 001(V2(s) = V263
g0.1(bs) = 00,1(\752@) =2

(8 Punkte)

2. Es sei f € Q[X], deg(f) = 5 und G(f,Q) = 5. Weiter sei L ein Zerfillungskorper von f iiber Q.

Es sei mit a; € L

5
70 =TI (X = ay).

j=1
Die Folge der Zwischenkérper K sei durch Ky = Q und K; = K;_1(oy;) fiir 1 < j <5 definiert.

(a) Bestimme die Grade [K;: K;_;] der Kérpererweiterungen.

Wegen G(f,Q) = v5 sind die einzelnen Grade gerade die Zahlen von 1 bis 5. Es gilt [K;: Q] = 5,
[KQZ Kl] = 4, [K3S KO} = 3, [K4Z Kg] = 2 und [K5S K4} =1.
(b) Ist f iiber Q bzw. iiber Ky auflsbar?

Wegen G(f,Q) = «5 und der Nichtausflosbarkeit von 75 ist auch f iiber Q nicht auflésbar.
Uber K ist f auflsbar. (10 Punkte)



3. Bestimme das zehnte Kreisteilungspolynom ®1¢(X).
Wegen ¢(10) = 4 muss dieses Polynom vom Grad 4 sein. Wir bestimmen

X10_1 X10_1
Pio(X) = D1 (X) - Ba(X) - B5(X) = (X-1) - (X+1)- (Xt + X34+ X2+ X +1)

= X*-X34+X?2-X+1

(6 Punkte)

4. Bestimme simtliche d € N, fiir welche der Kérper GF(3°) die d- ten Einheitswurzeln enthilt.

Wir betrachten dazu das Polynom p(x) = 2~z = x(x36_1 —1). Uber das Polynom 23— 1
erhalten wir d- te Einheitswurzeln, sofern d ein Teiler des Exponenten 3% — 1 = 728 = 23 .7 13 ist.
Folglich gilt d € {2,4,7,8,13,14, 26, 28,52, 56,91, 104, 182, 364, 728}. (8 Punkte)
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5. Es seien p eine Primzahl, ¢, = e » und L = Q({/2,(,). Weiter sei

Gp) = { (T S) 1€ (Z)pL)*, s € Z/pZ} .

0 1
Zeige:
(a) G(p) ist eine Gruppe bzgl. der Matrixmultiplikation.

Die Menge G(p) ist wegen Es € G(p) nichtleer. Mit

ist auch

r s - b —plg
o) (0 ) eow

da ebenfalls 7= € (Z/pZ)* und —r~1s € Z/pZ gelten. Mit
T S1 T2  S2
, eqG
() () eom
1 S1 o2 S2 - 1"17'2_1 77’11"2_152 + $1
: = € G(p)7
0 1 0 1 0 1

da wieder 775t € (Z/pZ)* und —riry tso+ 51 € Z/pZ gelten. Also ist G(p) eine Gruppe bzgl.

gilt dann

der Matrixmultiplikation.
(b) G(L/Q) = G(p)
In der Galoisgruppe G(L/Q) liegen die Automorphismen
Orst Cp — Cga {7[2—> {)/igé

mit r € (Z/pZ)* und s € Z/pZ sowie k € r und | € s. Wir betrachten die Wirkung der
Komposition 7 = oy, 5, 0 0y, 5, auf ¢, und ¥2. Es gilt

T(Cp) = Ory,51 ©O0ry,s9 (Cp) = UT1751(UT2,82 (Cp)) = UT1,81(C§2) = (C?)kl = C§1k27

also 0y s, 0 0y 5, (Gp) = (172



Weiter ist

T({/i) = Ory,51 © 0-7‘2,82({7/5) = Ory,851 (Urz,sz(\p/i)) = 07“17S1<v§ ' C;Llf) = % C1l71 : (C1l72)k1
= . Czl)1+k112’

und somit o, 5, © 0y s, (V2) = V2 Cortris,
Analog dazu gilt fiir die gegebene Matrizengruppe

reoS1) T2 S2\ [Tz Tis2 +s1
0 1 0 1 0 1 ’

womit ein Isomorphismus G(L/Q) — G(p) iiber

r s
Ops —

gegeben ist. (11 Punkte)
6. Gib die Definition folgender Begriffe an:
(a) Kompositionsreihe

Eine Normalreihe der Form G = Ny > Ny > ...> N, = {1g} heifit Kompositionsreihe von G,
wenn die Faktoren N;_;/N; fiir 1 <4 < k einfach sind.

(b) Kommutatoruntergruppe

Die von allen Kommutatoren erzeugte Untergruppe [G: G| := ({[g,h]: g,h € G}) heifit Kom-
mutatorgruppe von G.

(¢) Galoiserweiterung

Eine endliche Erweiterung L/K heifit Galoiserweiterung, wenn die Ordnung der Galoisgruppe

mit dem Grad der Kérpererweiterung iibereinstimmt, also |G(L/K)| = [L: K].
(d) Diskriminante
Unter der Diskriminante von f € R[X] fiir einen Ring R mit f(X) =c- (X —a1) - (X —an)

versteht man den Ausdruck

1<i<j<n
(e) freier Modul
Ein R- Modul M heifit freier Modul iiber R, wenn M eine Basis besitzt. (20 Punkte)
7. Essei f(X) = X1 421X - 3X5 42 € Q[X]. Zeige, dass f auflésbar ist.

Mit der Substitution ¥ = X% ergibt sich f(Y) = Y3 + 21Y?2 — 3Y + 2. Mittels einer weiteren
Substitution ¥ = Z — %1 = Z — 7 erhalten wir die Gleichung Z3 — 1507 + 709. Die Losungen dieser

Gleichung sind aber iiber die Formel von Cardano

R CREN e

durch Radikale darstellbar. Damit ist aber auch die urspriingliche Gleichung durch Radikale auflésbar.
(6 Punkte)




8.

10.

Es sei R = K[X1, X5, X3] der Ring der Polynome in drei Unbestimmten iiber einem Kérper K.
Stelle das symmetrische Polynom f = X3 + X3 + X3 als Polynom in den elementarsymmetrischen

Polynomen sg, s1, 52, s3 € R mit Koeflizienten aus K dar.
Es ist
st = (X1+Xo+X3)?
= XP 4+ X3+ X3 +3XEX, +3XEX3 +3X1 X2 +3X, X2 +3X3X3 +3XoX2 +6X; X0 X3.
Weiter gilt

5150 = (X1 +Xo+ X3) - (X1 X2+ X1 X5 + XoX3)
XX+ XPXa+ X0 X3+ X1 X5 + X3 X3+ Xo X3 +3X1 X0 X5.

Daraus ergibt sich schliellich
f= 8% — 35182 + 383

mit S3 = X1X2X3. (8 Punkte)

Es sei L/K eine Galoiserweiterung und Z ein Zwischenkérper.
Formuliere und beweise eine Bedingung, unter der jeder K- Isomorphismus von Z ein Automor-

phismus ist.

Die gesuchte Bedingung ist, dass die Korpererweiterung Z/K ebenfalls galoissch ist.

=7

Es sei Z/K galoissch. Damit ist Z der Zerfiallungskoérper eines Polynoms f € K[X], also gilt
Z = K(aq,...,a,) mit den Nullstellen aq,...,a, von f in Z. Ein ¢ € G(L/K) permutiert also
diese Nullstellen, und insbesondere gilt o(o;) € K(aa,...,a,) = Z fiir alle i = 1...,n und damit
ist 0(Z) C Z. Da jeder K- Homomorphismus ¢: L — L bereits ein K- Isomorphismus ist, folgt die
Behauptung.

V"

Es sei nun jeder K- Isomorphismus von Z ein Automorphismus, also sei fiir alle 0 € G(L/K) die
Bedingung o(Z) = Z erfiillt. Damit lidsst sich o zu einem K- Automorphismus von Z einschrinken,

womit es einen Gruppenhomomorphismus
¢:GL/K) = G(Z/K), o—=o0),

mit Kemmy = {0 € G(L/K): 0, = id} = G(L/Z) gibt. Insbesondere ist G(L/Z) als Kern eines
Homomorphismus ein Normalteiler in G(L/K). Es folgt mit dem Satz von Lagrange und dem

Homomorphiesatz

[L: K] = |G(L/K)| = |G(L/K)/G(L/2)] - |G(L/Z)| = | Bild o] - |G(L/Z)]
G(Z/K)|-|G(L/2)| < |[Z: K]-[L: Z] = [L: K],

IN

weswegen iiberall die Gleichheit stehen muss. Insbesondere gilt dann auch |G(Z/K)| = [Z: K],
womit Z/K galoissch ist. (8 Punkte)

Bestimme in den folgenden Korpererweiterungen L/K fiir die angegebenen Elemente o € L das

Minimalpolynom.
(a) L=C, K =Rund a =7

Wegen /7 € R gilt mp(vV/7,X) =X — V7.



(b)

L=C,K=Qund a= =153

Wir wissen, dass o = (3, einer dritten Einheitswurzel, gilt und somit Nullstelle des irreduziblen
dritten Kreisteilungspolynoms ist. Damit gilt mg(a, X) = ®3(X) = X? + X + 1. (8 Punkte)

11. Es sei L = Q(v/2,4).

(a)

Zeige, dass L Zerfillungskorper von f(X) = X4 — 2 iiber Q ist.

Indem wir das Polynom f iiber C zerlegen, erhalten wir
F=X'—2=(X24+V2) (X2 -V2) = (X +iV2)- (X —iV2)- (X +V2)- (X — V2).

Also ist L = Q(+/2,1) Zerfiallungskorper von f iiber Q.

Bestimme [L: Q.

Nach dem Eisensteinkriterium ist f iiber Q mit p = 2 irreduzibel. Damit gilt f = mg(v/2, X)
und folglich [Q(v/2): Q] = 4. Weiter ist X2 + 1 iiber Q(v/2) irreduzibel, weil das Polynom
X241 = (X +1)- (X —1) die beiden Nullstellen +i ¢ Q(+v/2) besitzt.

Somit gilt mg 43, (i, X) = X2 +1 und folglich ist [L: Q] = [L: Q(v/2)]-[Q(v/2): Q] =2-4 =38.
Zeige, dass L/Q eine Galoiserweiterung ist und bestimme die Galoisgruppe G(L/Q).

Die Erweiterung ist mit [L: Q] = 8 endlich und normal, da L Zerfillungskérper von f iiber Q
ist. Die vier Nullstellen +v/2 und ++v/2i sind wegen deg(f) = 4 auch alle Nullstellen von f.
Damit sind alle Nullstellen von f in L verschieden, womit die Erweiterung auch separabel ist,
weswegen eine Galoiserweiterung vorliegt.

Wegen mg y(i, X) = X? +1 gibt es ein Element 7 € G(L/Q(v/2)) C G(L/Q) mit (i) = —i.
Wegen 7 € G(L/Q(+/2)) ist U id, also 7(v/2) = v/2.

Wegen [L: Q] = [L: Q(i)] - [Q(¢): Q] = 8 und [Q(7): Q] = 2 gilt [L: Q(1)] = [Q(V2,9): Q] = 4.
Daher ist deg(mq(i)(v/2, X)) = 4, weswegen mg(;)(v2,X) = X* — 2 = f gilt.

Nun ist auch v/2 Nullstelle von f = mg;)(v/2, X), also gibt es ein o € G(L/Q(i)) C G(L/Q)
mit o(v/2) = iv/2. Analog gilt wegen o, = id auch o (i) = i.

Dementsprechend ist nun {id, 0,02, 03,7, 071,0%7, 037} C G(L/Q). Berechnung der Wirkung
der Abbildungen auf die Elemente v/2 und i zeigt, dass diese acht Element paarweise verschie-

den sind. Wegen |G(L/K)| = 8, ist dies dann bereits die Galoisgruppe.
Bestimme zu sdmtlichen Untergruppen H von G(L/Q) die Fixkorper L.
Aufgrund der Struktur ist die Galoisgruppe zur Diedergruppe Dy isomorph. Diese hat die
nichttrivialen Untergruppen Uy = {id, 02}, Uy = {id, 7} = (1), U3 = {id, o7}, Uy = {id, 0?7},
Us = {id, 037}, die allesamt die Ordnung 2 besitzen, und Us = (o), Uy = {id, 0%, 7, 0%7} sowie
Ug = {id, 0%, 01,0°7} mit Ordnung 4. Insbesondere ist L¢(*/® = Q und LU = L. Es gilt

Q(V2,9) € L™, Q(v2) € L™, Q(v2i) ¢ LY, Q(V2i) ¢ L™,

Q(v2i) c L%, Q(i) c LY, Q(v2) c LY, Q(v2i) c LY.
Wegen [LVi: Q] = |G(L/Q)|/|U;| folgt fiir i = 1,2,4,6,7,8 bereits die Gleichheit.
Fiir i = 3,5 suchen wir noch ein x € LY* bzw. x € LY> mit deg(mq(x)) = 4. Mit 21 = (1+i)v/2
ist Q(z1) C LY? und mit x5 = (1—4)v/2 dann Q(z) C LY5. Somit haben wir jeweils ein solches
Element, denn wegen Q(j,z;) = L fiir j = 1,2 und
8 = [Q(i, z;): Q] = [Q, z;): Q)] - [Q(=;): Q] = 2[Q(x): Q]

ist in der Tat [Q(z;): Q] = 4. SchlieBlich gilt LYs = Q((1 +4)v/2) und LYs = Q((1 —4)v/2).



12.

13.

14.

(e) Welche der in Teilaufgabe d) bestimmten Fixkorper sind iiber Q galoisch?

Die Untergruppen Us, U; und Ug sind Normalteiler von G(L/Q), da sie Index 2 besitzen,
womit die Fixkérper Q(i), Q(v/2) und Q(v/2i) iiber Q galoissch sind.

Nachrechnen der Normalteilereigenschaft zeigt, dass auch U; ein Normalteiler ist, womit auch
Q(v/2,1)/Q galoissch ist. Nachrechnen zeigt auch, dass Us, Us, Uy und Us keine Normalteiler
sind, weswegen die zugehorigen Fixkorper iiber Q daher auch keine Galoiserweiterungen sind.

Die trivialen Erweiterungen sind galoissch. (15 Punkte)

Es sei L/K eine Galoiserweiterung und [L: K] = 15. Weiter sei H eine Untergruppe von G(L/K)
mit |[H| =5. Esseic € H. Fliir o € L sei n = Z?:()oj(a).
Zeige, dass [K(n): K] < 3 gilt.

Nachrichtlich: es sollte o # id vorausgesetzt werden.

Wegen ¢° = id folgt
4

o)=Y o a) = 3 o0 =
3=0 §=0
Damit ist n € L¥ = L{°) und G(L/L") = H. Wir erhalten [L: L¥] = |H| = 5. Nach dem Gradsatz
gilt nun [L: K] = [L: L7 [L7: K] = 15, also [L¥: K] = 3. Wegen n € L¥ gilt K(n) C L¥, und
somit [K(n): K] < 3. (8 Punkte)

W~

Es sei A ein Ideal eines Rings R. Beweise, dass A genau dann ein freier R- Modul ist, wenn A ein

Hauptideal ist, das von einem Nichtnullteiler erzeugt wird.

g
Es sei A ein freier Modul, besitze also eine Basis, welche A erzeuge. In einem Ring R sind zwei
Elemente 71,r9 aber stets linear abhingig, denn fiir r1,ry # 0 ist ro - 7y + (—r1) - 72 = 0 eine
nichttriviale Darstellung der Null. Damit ist die Basis einelementig und somit A auch ein Hauptideal.
Das Nullideal ist iibrigens ebenfalls ein Hauptideal.

Es verbleibt noch die Nullteilerfreiheit zu zeigen. Wir nehmen an, es gebe einen Nullteiler a € R
mit a # 0 und ab = 0 fiir b # 0. Es sei I = (a) das von a erzeugte Ideal. Da {a} wegen ba = 0 nicht
linear unabhéngig ist, ist {a} keine Basis von I. Allerdings besitzt I eine Basis {r} fiir ein r # 0
und wegen der linearen Unabhéngigkeit ist r kein Nullteiler. Wegen () = (a) ist aber r = sa fiir ein
s € R, und damit gilt 7b = sab = s - 0 = 0, womit r eben doch ein Nullteiler ist, ein Widerspruch.
»

Es sei nun A ein Hauptideal, welches von einem Nichtnullteiler a € R erzeugt wird. Wir haben also
A = (a) = {ra: r € R} vorliegen. Da a ein Nichtnullteiler ist, ist bereits {a} eine Basis von A, und
folglich ist das Ideal A ein freier R- Modul. (8 Punkte)

Finde ein Erzeugendensystem des Z- Moduls Z?2, das nicht zu einer Basis verkleinert werden kann.

Betrachte etwa das Erzeugendensystem {(3,0),(2,0),(0,1)} von Z2. Jede Verkleinerung fithrt zu
einem Verlust der Basiseigenschaft. (6 Punkte)

Viel Erfolg!



