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1. Es sei n € N, der Vektorraum V = R™ sowie || - ||; die Euklidische Norm mit ||Z||2 = (31, #7) 12

i=1Ti
fir ¥ = (z1,...,2,)T und || - ||y eine beliebige Vektornorm auf V' gegeben.
Weiter sei S = {& € V: ||Z]|2 = 1} die Einheitssphére des R” und B = {é}, ..., €,} die kanonische
Basis des R™. Es sei M = maxi<i<p ||€]|v. Zeige:
(a) Es gibt eine Konstante C' > 0 mit ||Z||y < C||Z]]2 fiir alle £ € R™. Driicke C' durch M aus.
(b) Die Abbildung || ||v: V — [0,00), & — ||Z||v ist auf S stetig: ist also Zy € S, so gibt es fiir
alle € > 0 ein § = §(e, Zy) > 0, so dass |||Z||v — ||Zo||v| < € fiir alle & mit ||Z — Zo||2 < § gilt.

(¢) Die Abbildung || - ||y nimmt auf S Maximum und Minimum an.

Dabei darf ohne Beweis verwendet werden, dass S kompakt ist.

(d) Die Normen || - ||z und || - ||y sind dquivalent. (8 Punkte)

2. (a) Zeige: Ist A € K™ mit K = R oder K = C, so ist G(A) = {e!: t € R} eine Untergruppe

von GL(n, K).
1 1
.A1:<0 ) und .A2=<0 )
10 -1 0

(b) Bestimme G(A) fiir

(c) Fiir A € R sei F(t) = exp(t- (A+ AT)).
Zeige: Bs ist F(t) = &, +t- (A+ AT) + R(t) mit [|R(t)||2 < 2 - 242 fiir alle [¢] < 1.

(d) Bestimme F(0).

(e) Zeige, dass G(A) genau dann eine Untergruppe der orthogonalen Gruppe O(n) ist, wenn
AT = — A gilt. (8 Punkte)

3. (a) Es seien A, B € K™ mit AB = BA und m € N gegeben. Zeige

(A+B)™ = i (7:) Akpgm—k

k=0

(b) Es sei die Matrix A € RG3) mit

16 21 8
A=|-8 —-10 —4
-2 -3 0

gegeben. Finde eine Matrix X € GL(3,R), so dass A = X (A + N)X 1 ist, wobei A Diagonal-
gestalt hat und N nilpotent ist.
(¢) Bestimme A% und e?. (8 Punkte)



