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1. Es seien V = {p(z) = >}_,arz®, n € N, a; € R} der Vektorraum aller Polynome und dessen
Unterraum U = {q(x) € V': deg(q) < 3} gegeben. Weiter sei b(p,q): V x V — R iiber

0.0 = [ o) ate) o
definiert. Ohne Beweis darf vorausgesetzt werden, dass (V,b) ein Euklidischer Vektorraum ist.
(a) Finde eine Orthonormalbasis B = {Lg, L1, L2, L3} von U mit deg(Ly) = k.
(b) Bestimme p(x) € U, so dass folgender Ausdruck minimal wird:

/11(954 —p(x))*dx

Hinweis:

Der Wert des Integrals braucht nicht berechnet zu werden.
(c) Bestimme die Nullstellen n; mit ¢ € {1,2,3} von Ls.
(d) Bestimme Konstanten A\; € R mit ¢ € {1,2,3}, so dass folgende Bedingungen gelten:
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(e) Essei P ein Polynom mit deg(P) < 5. Es darf ohne Beweis folgende Tatsache aus der Analysis
verwendet werden:
Es gibt Polynome q und r mit deg(q) < 2 und deg(r) < 2, so dass P =q- L3 +r gilt.

Zeige: ) )
/_1P(a:) do = /_17“(x) da.

(f) Zeige, dass fiir alle Polynome P mit deg(P) < 5 folgende Aussage gilt:

/_1P(x)dx:g-P<— §>+§-P(O)+S-P< g)

(g) Finde ein Polynom P mit deg(P) = 6, fiir das die Aussage in Teilaufgabe f) nicht gilt.

Hinweis:
Das Polynom P kann so gewihlt werden, dass die rechte Seite in Teilaufgabe f) verschwindet,

was fast ohne Rechnung gesehen werden kann. (8 Punkte)



. Es sei das lineare Gleichungssystem AZ = b mit

1 4 7 12
A=12 5 8| und b= |15
3 6 9 10

gegeben.

(a) Zeige, dass dieses LGS unlosbar ist.
(b) Bestimme alle Néiherungslésungen & fiir dieses Gleichungssystem, so dass ||.AZo — b]| bzgl. des

Standardskalarproduktes minimal wird. (4 Punkte)

. Es sei der Vektorraum K (™™ und das darauf definierte Skalarprodukt (A, B)spu: = Spur(B*.A) mit
A, B € K(m") gegeben.
(a) Zeige, dass fiir alle £ € K™ die Abschitzung || AZ|| < ||A|| - ||Z]] gilt.

Hinweis:
Es bedeutet dabei ||A|| die Norm, die von dem Skalarprodukt (A, B)spur erzeugt wird sowie

[|AZ|| bzw. ||Z|| die Standardnormen auf dem K™ bzw. auf dem K™.

(b) Zeige, dass fiir K = R und m = n sowie einer symmetrischen Matrix .4 und einer schiefsym-
metrischen Matrix B, d.h. BT = —B, stets (A, B)spur = 0 gilt.
(3 Punkte)

. Es sei V' ein Euklidischer oder unitdrer Vektorraum mit Unterrdumen U und W. Zeige:

(a) (U+W)t=U+nw+
(b) (UNW)+ =U+ + W+ fiir endlichdimensionale U und W. (3 Punkte)
. Es seien V ein Euklidischer oder unitidrer Vektorraum, M C V nichtleer und U ein Unterraum

von V. Unter der abgeschlossenen Hiille M von V versteht man M = {¢ € V: d(¥, M) = 0}. Die
Menge M heifit abgeschlossen, wenn M = M gilt. Zeige:

(a) Die Menge M ist abgeschlossen.
(

b) Ist dimU < oo, so ist U abgeschlossen.

)
)
(c) Das orthogonale Komplement U~ ist abgeschlossen.
(d) Esgilt U C (UH)*.

)

(e) Gib eine Beispiel eines Vektorraums V' mit Unterraum U, in denen U nicht abgeschlossen ist.
Die Richtigkeit des Beispiels ist zu begriinden. (4 Punkte)

(a) Essei A€ K™ nilpotent, d.h. es existiert ein m € N mit A™ = 0.
Zeige, dass 0 der einzige Figenwert von A ist.
(b) Es sei A € K™ idempotent, d.h. es es gilt A% = A.
Zeige: Ist A € K ein Eigenwert von A, so ist A =1 oder A = 0. (2 Punkte)



